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Exercice 1. Déterminer les entiers naturels a,b € N tels que

a+b=182
aANb=13

Etant donné des entiers n >1et d> 1, combien le systeme
at+b=n
aNb=d

admet-il de solutions (a,b) € N? ?

Exercice 2. Démontrer que pour tout a € 7Z,

(13 a2 a

S+l 4len
37276

Exercice 3. Déterminer le PGCD de 183 et 273 en utilisant I’algorithme d’Euclide.

Donner une relation de Bézout et leur PPCM.

Exercice 4. Déterminer les factorisations en nombres premiers de 1 323 et 840. En

déduire leur PGCD et leur PPCM.

Exercice 5. 1. On dispose, comme seul matériel permettant de mesurer le volume
d’un liquide, de deux récipients de volumes respectifs 49 L et 37 L. On veut prélever

1 L de liquide (disponible en quantité abondante). Comment faire ?

2. Peut on, de la méme maniere, obtenir 3 L de liquide, avec des récipients de 7 L et

49 L7

3. Un ceuf doit cuire n = 4 min. Comment compter ce temps a l'aide de deux sabliers
de 5 min et 7 min respectivement ? Méme question pour n = 11, pour n € N

quelconque.
Exercice 6. Résoudre dans Z les équations suivantes :
1. 3z +15y =4
2. Tx+21ly =14
3. 6y + 9z = 3b, ou b est un entier fixé

4. 12y + 18z = 6b, ou b est un entier fixé



5. 6z +9y + 15z =1
6. Tx + 12y 4+ 18z = 1.

Exercice 7 (Nombres de Mersenne). Soient a > 2 et n > 2. Montrer que si a™ — 1 est
premier alors a = 2 et n est premier.

Exercice 8 (Algorithme d’Euclide, solution minimale). Soient a,b deux entiers tels que
a>b>0e aANb=1 Pour k = 0,1, on pose 1o = a, 11 = b, (ug,v9) = (1,0),
(ul, 1}1) = (0, 1).

Pour chaque k£ > 1, si r, > 0, on effectue la division euclidienne de r,_; par r; le
quotient est gj et le reste est ri41 :

The1 = Q7% + Tht1, 0 <1 <1 — L
On définit (ugy1,vk+1) par
Uk—1 = QU + Ugy1 €6 Vg1 = QUK + Vg11-

La suite de nombres naturels (ry) est strictement décroissante. Il y a donc un n € N tel
que 7p4+1 = 0. On a ainsi au,, + bv, =r, = 1.
Pour k£ > 0, on pose

tk = rgUk+1 — Fe+1UE €6 Wy = TpUk41 — Tkt 1Vk-
1. Montrer que g, > 2.

2. Montrer que, pour tout 0 < k < n, ugugr+1 < 0 et vy < 0, avec inégalité stricte
lorsque k > 2.

3. Calculer tg et wg en fonction de a = rg et b = ry.

4. Montrer que, pour tout k > 0, t, = —tgy1, W = —Wk41-

5. En déduire que tg = (—=1)"t,, wo = (—=1)"wy,, puis que |up4+1| = b et |[vpp1| = a.
6. Montrer que |tup+1| = Gnltn| + |tun—1] €t [Vnt1] = @nlvn| + |vn-1]; en déduire que

2|uy,| < bet2v,| <a.

7. On suppose que (z,y) € Z? vérifie ax + by = 1. Alors il existe un k € Z tel que
T =u, —kbety=uv, + ka.
Montrer que |u,| < |z| et |v,| < |y|.

8. En déduire que |u,| + |v,| < |2] + |y, avec égalité si et seulement si k = 0.



