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Enoncé (partie 1)

Exercice 1

Les applications suivantes sont-elles linéaires? Lorsqu’elles le
sont, déterminer leur noyau et image.

QO R>R, x— x3.

Q@ R? - R?, (x,y) — (2x + 3y, x)

Q@ R? - R? (x,y) = (y,x +y — Vx?).

O R2 - R?, (x,y) — (x — y,%9).

Q R3 - RS, (x,y,2) = (x — y,y + x,sin(2)).
QO R > R3 (x,y,2) — (x,y +x,2)
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L'application f: R — R, x — x3



Question 1

Correction TD
2

Un

d’

3

L'application f: R — R, x — x° n'est pas linéaire.
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d'Angers

3

L'application f: R — R, x — x° n'est pas linéaire.
En effet, en posant x =1 et A = 2 on obtient f(Ax) = 8 mais
AM(x) =2.



Question 2

SUEEREE | 'application : R2 — R?, (x,y) — (2x + 3y, x)

3
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Question 2

SRS L'application f: R? — R?, (x,y) = (2x + 3y, x) est linéaire

Un
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f)
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0),
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x=0
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.

On a donc ker(f) = {(0,0)}
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.

On a donc ker(f) = {(0,0)} et f est injective.
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
o puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et
A R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.

On a donc ker(f) = {(0,0)} et f est injective.

Calculons son image.

On a im(f) = Vect(f(1,0),f(0,1))




Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.

On a donc ker(f) = {(0,0)} et f est injective.

Calculons son image.

On a im(f) = Vect(f(1,0),f(0,1)) = Vect((2,1),(3,0))
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Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
o puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et
A R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.

On a donc ker(f) = {(0,0)} et f est injective.

Calculons son image.

On a im(f) = Vect(f(1,0), £(0,1)) = Vect((2,1),(3,0)) = R?

(puisque les vecteurs (2,1) et (3,0) ne sont pas colinéaires).




Question 2

SRR L'application f: R? — R?, (x,y) — (2x + 3y, x) est linéaire
puisque ses deux composantes R?> — R, (x,y) — 2x + 3y et

R? — R, (x,y) > x sont des formes linéaires (car

combinaisons linéaires de formes coordonnées).

Calculons son noyau.

Soit (x,y) € R?, (x,y) € ker(f) si, et seulement si,

f(x,y) = (0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, 2x + 3y = 0 et

x = 0 donc si, et seulement si, x =y = 0.

On a donc ker(f) = {(0,0)} et f est injective.

Calculons son image.

On a im(f) = Vect(f(1,0), £(0,1)) = Vect((2,1),(3,0)) = R?

(puisque les vecteurs (2,1) et (3,0) ne sont pas colinéaires).

En particulier f est surjective (et donc bijective).

Remarque : on aurait pu aussi utiliser le théoreme du rang

dont un corollaire est que tout endomorphisme injectif (ce qui

est le cas de 1) est un isomorphisme.
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L'application f: R?2 — R2, (x,y) — (y,x +y — Vx2)
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L'application f: R? — R?, (x,y) — (y,x +y — Vx?) n'est pas
linéaire.
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Un

d’

L'application f: R? — R?, (x,y) — (y,x +y — Vx?) n'est pas
linéaire. En effet, sa seconde composante f: R?2 - R,
(x,¥) = x4+ y — Vx? ne l'est pas
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L'application f: R? — R?, (x,y) — (y,x +y — V/x2) n'est pas
linéaire. En effet, sa seconde composante f: R?2 - R,

(x,y) > x+y— V/x2 ne I'est pascar si (x,y) = (1,0) et

A = —1 on obtient f(Ax, \y) = —2 mais Af(x,y) = 0.
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L'application f: R?2 — R?, (x,y) — (x — y, xy)
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L'application f: R?2 — R?, (x,y) — (x — y, xy) n'est pas
linéaire.
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L'application f: R?2 — R?, (x,y) — (x — y, xy) n'est pas
linéaire. En effet, sa seconde composante f: R?2 - R,
(x,y) — xy ne l'est pas
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L'application f: R?2 — R?, (x,y) — (x — y, xy) n'est pas
linéaire. En effet, sa seconde composante f: R?2 - R,
(x,y) — xy ne l'est pas carsi (x,y) = (1,1) et A= —1 on
obtient f(Ax, Ay) =1 mais AMf(x,y) = —L1.




Question 5

Correction TD
3

Université
d’

L'application f: R® — R3, (x,y,2) = (x — y,y + x,sin(z))
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L'application f: R® — R3, (x,y,2) = (x — y,y + x,sin(z))
n'est pas linéaire.
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L'application f: R® — R3, (x,y,2) = (x — y,y + x,sin(z))
n'est pas linéaire. En effet, sa troisieme composante
f3: R? > R, (x,y,z) + sin(z) ne I'est pas
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L'application f: R® — R3, (x,y,2) = (x — y,y + x,sin(z))
n'est pas linéaire. En effet, sa troisieme composante

f3: R?2 > R, (x,y,z) > sin(z) ne I'est pas car si

(x,y,2) = (0,0, %) et A = 2 on obtient f3(Ax, Ay, A\z) =0
mais Af(x,y,z) = 2.
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" L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
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2
L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.

En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.
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Question 6

Correction TD
’ L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.

En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des

formes linéaires car combinaisons linéaires de formes

Un
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coordonnées.
Calculons son noyau.




Question 6
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’ L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) = (0,0,0),
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Question 6
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’ L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) = (0,0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, x = 0,
y+x=0etz=0
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Question 6

Correction TD
’ L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) = (0,0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, x = 0,
y+x=0et z=0 donc si, et seulement si, x =y =z =0.
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L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) = (0,0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, x = 0,
y+x=0et z=0 donc si, et seulement si, x =y =z =0.
On a donc ker(f) = {(0,0,0)}
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Question 6

Correct:)ion TD
L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) = (0,0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, x = 0,
y+x=0et z=0 donc si, et seulement si, x =y =z =0.
On a donc ker(f) = {(0,0,0)} et f est injective.
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’ L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) = (0,0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, x = 0,
y+x=0et z=0 donc si, et seulement si, x =y =z =0.
On a donc ker(f) = {(0,0,0)} et f est injective.

D'apres le théoréme du rang, elle est donc surjective aussi car
son espace de départ est égal a son espace d'arrivée (f est un
endomorphisme).
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Question 6

Correction TD
’ L'application f: R® — R3, (x,y,z) = (x,y + x, z) est linéaire.
En effet, ses trois composantes R3 — R, (x,y,2) — X,

R3 - R, (x,y,z) — y + x et R® - R, (x,y,z) — z sont des
formes linéaires car combinaisons linéaires de formes
coordonnées.

Calculons son noyau.

Soit (x,y,z) € R3, (x,y, z) € ker(f) si, et seulement si,
f(x,y,z) =(0,0,0), c'est-a-dire si, et seulement si, x = 0,
y+x=0et z=0 donc si, et seulement si, x =y =z =0.
On a donc ker(f) = {(0,0,0)} et f est injective.

D'apres le théoréme du rang, elle est donc surjective aussi car
son espace de départ est égal a son espace d'arrivée (f est un
endomorphisme). On a donc im(f) = R3.
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Enoncé (partie 2)

Les applications suivantes sont-elles linéaires? Lorsqu’elles le
sont, déterminer leur noyau et image.

O Ry[X] >R, P— P(7).

@ Ry[X] - R[X], P> P — XP'.

@ Rs[X] — R[X], P> PP,

0 F(R,R) — F(R,R), x(t) — (2 + 1)x(t).
9 F(R,R) — F(R, ) x(t) = [x(8)].

0 C([0,1],R) — R, x(t) — §5 x(t) dt.
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Question 7
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Question 7

Correction TD

3 L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
F soient P, @ € Ro[X] et A\, e R, alors f(AP + uQ) =
(AP + pQ)(7) = AP(7) + nQ(7) = M (P) + uf (Q).




Question 7

Correction TD

3 L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
F soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors F(AP + uQ) =
(AP +pQ)(7) = AP(7) + pnQ(7) = M (P) + pf(Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f) = f(P)=0< P(7)=0



Question 7

Correction TD

3 L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
F soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors F(AP + uQ) =
(AP +pQ)(7) = AP(7) + pnQ(7) = M (P) + pf(Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}.



Question 7

Correction TD

3 L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
F soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors F(AP + uQ) =
(AP +pQ)(7) = AP(7) + pnQ(7) = M (P) + pf(Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}. Un tel
polynéme P € ker(f) se factorise par X — 7 (division
euclidienne P = (X —7)Q + P(7)).



Question 7

Correction TD

L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors fF(AP + pQ) =
(AP + pQ)(7) = AP(7) + nQ(7) = M (P) + uf (Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}. Un tel
polynéme P € ker(f) se factorise par X — 7 (division
euclidienne P = (X —7)Q + P(7)). Ainsi la famille
{X —7,(X —7)X} est bien dans le noyau,



Question 7
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L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors fF(AP + pQ) =
(AP + pQ)(7) = AP(7) + nQ(7) = M (P) + uf (Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}. Un tel
polynéme P € ker(f) se factorise par X — 7 (division
euclidienne P = (X —7)Q + P(7)). Ainsi la famille

{X —7,(X —7)X} est bien dans le noyau, libre en raisonnant
sur le degré
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L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors fF(AP + pQ) =
(AP + pQ)(7) = AP(7) + nQ(7) = M (P) + uf (Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}. Un tel
polynéme P € ker(f) se factorise par X — 7 (division
euclidienne P = (X —7)Q + P(7)). Ainsi la famille

{X —7,(X —7)X} est bien dans le noyau, libre en raisonnant
sur le degré et génératrice de ker(f) (le quotient dans la
division euclidienne est de degré 1).
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L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors fF(AP + pQ) =
(AP + pQ)(7) = AP(7) + nQ(7) = M (P) + uf (Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}. Un tel
polynéme P € ker(f) se factorise par X — 7 (division
euclidienne P = (X —7)Q + P(7)). Ainsi la famille

{X —7,(X —7)X} est bien dans le noyau, libre en raisonnant
sur le degré et génératrice de ker(f) (le quotient dans la
division euclidienne est de degré 1). C'est donc une base.
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L'application f: Rp[X] — R, P — P(7) est linéaire. En effet,
soient P, Q € Ry[X] et A\, u € R, alors fF(AP + pQ) =
(AP + pQ)(7) = AP(7) + nQ(7) = M (P) + uf (Q).

Calculons son noyau.
Soit P € Ry[X], on a

Peker(f)e f(P)=0< P(7)=0

Autrement dit, ker(f) = {P € Ry[X]|P(7) = 0}. Un tel
polynéme P € ker(f) se factorise par X — 7 (division
euclidienne P = (X —7)Q + P(7)). Ainsi la famille

{X —7,(X —7)X} est bien dans le noyau, libre en raisonnant
sur le degré et génératrice de ker(f) (le quotient dans la
division euclidienne est de degré 1). C'est donc une base.
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injective.

On calcule la dimension de I'image de f avec le théoréme du
rang :

dimim(f) = dimRy[X] — dimker(f) =3 -2 = 1.

On en déduit que im(f) = R et que f est surjective.
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Soit P € Ro[X], P € ker(f) si, et seulement si, f(P) est égal au
polynéme nul. Ecrivons P(X) = a + bX + cX?, on a alors
f(P) =a+ bX +cX? — X(b+2cX) = a— cX2 Del3, f(P)
est égal au polynéme nul si, et seulement si, a =0 et

¢ = 0,c’est-a-dire si, et seulement si, P(X) = bX donc le noyau
est la droite vectorielle engendrée par le polynéme X. Une base
de ker(f) est donc {X}.
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dimim(f) =3—-1=2.

L'image de f est donc un plan vectoriel dont nous allons
déterminer une base. Nous pouvons d'ores et déja en déduire
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de dimension 2.
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: On peut encore utiliser le théoréeme du rang ici car I'espace de

départ est de dimension finie. On obtient
dimim(f) =3—-1=2.

L'image de f est donc un plan vectoriel dont nous allons
déterminer une base. Nous pouvons d'ores et déja en déduire
que f n'est pas surjective puisque |'espace d'arrivée n'est pas
de dimension 2.

Calculons I'image de f.

On a im(f) = Vect(f(1), f(X), f(X?)) = Vect(1,0, —X?).Une
base de im(f) est donc {1, X?}.
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L'application f: Rs[X] — R[X], P — PP’ n'est pas linéaire.
En effet, si P = X et A =2, on a f(AP) = 4X mais
M (P) = 2X.
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FOX(E) + uy(8)) = (2 + 1O (E) + ay(8)) =

A(E? + 1)x(t) + p(t® + 1)y (t) = M (x(t)) + uf(y(t)).

Le noyau ker(f) est réduit a I'application nulle.On en déduit
que f est injective.

On ne peut pas utiliser le théoréme du rang ici car I'espace
F(R,R) n'est pas de dimension finie.
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base car nous ne disposons pas d'une base explicite de F (R, R)
I On en revient donc a la définition de I'espace image. Soit

y € F(R,R) une fonction, on cherche s'il existe un antécédent
de y par f,c'est-a-dire qu'on cherche une fonction x € F(R,R)
telle que (t? + 1)x(t) = y(t) pour tout t € R. Comme t? + 1
ne s'annule jamais sur R, la fonction x: t — gg(i)l est bien
définie et on a f(x) = y Comme tout élément de I'espace
d'arrivé F(R,R) admet un antécédent, on a im(f) = F(R,R)
et I'application f est surjective.

En conclusion, f est linéaire, injective et surjective, c'est donc
un isomorphisme.
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L'application f: F(R,R) — F(R,R), x(t) — |x(t)| n'est pas
linéaire. En effet, si x est la fonction R - R, t — tet A = —1,
on a pour t € R, f(Ax(t)) = |t| et Af(x(t)) = —|t|, mais

|t| # —|t| dés que t # 0.
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injective.

En revanche I'application f est surjective, c'est-a-dire que
im(f) = R. En effet, soit a € R, alors x: t — 2at est un

antécédent de a par f
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Un
J Le noyau ker(f) contient, par exemple, toutes les fonctions
x — Ax —1/2),YA e R. On en déduit que f n'est pas
injective.

En revanche I'application f est surjective, c'est-a-dire que
im(f) = R. En effet, soit a € R, alors x: t — 2at est un

antécédent de a par f puisque

1
j 2at dt = [at’]} = a.
0
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Uni

Enoncé

On note {e;, &, e3} la base canonique de R3. Existe-t-il un
endomorphisme g € L£(R3) vérifiant les conditions suivantes:
1) g(e1) = e + e, g(e2) = e1, gles) = e —es.

2) gler + &) =e3, gler+e3) = e, gles—er) = e

3) gler + &) = e3, gles) = &2 —es.

4) Dans 1), 2) et 3), si g existe, est-il unique? Si oui, calculer
Exercice 2 g(x,y,2).
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Uni

On rappelle qu'une application linéaire est déterminée par
I'image des vecteurs d'une base.
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Uni
d

On rappelle qu'une application linéaire est déterminée par
I'image des vecteurs d'une base.

Soit (e, ..., en) une base d'un espace vectoriel V. Soient
vi,...,v, € W. Alors il existe une unique application linéaire
V — W telle que

Vie{l,...,n},f(e,-)zv,-

Exercice 2
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Un

d’

Il existe donc bien une application linéaire g: R3 — R3 telle
que gler) = e+ 63, glex) =eret gles) = e — &3
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Un

d’

Il existe donc bien une application linéaire g: R3 — R3 telle

que g(e1) = ex + €3, g(ex) = e1 et g(e3) = ex — e3 car
(e1, &, €3) est une base de R3



Question 2

Correction TD
2

Un

d’

Il n'existe aucune application linéaire g: R3 — R3 telle que
gler1+e) =63 glea+e3) =e et gles—e1) = en.
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Un

d’

Il n'existe aucune application linéaire g: R3 — R3 telle que

gler +e) =e3 glea+e3) =e et ges —e1) = e. En effet,
si une telle application existait,
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Un

d’

Il n'existe aucune application linéaire g: R3 — R3 telle que
gler +e) =e3 glea+e3) =e et ges —e1) = e. En effet,
si une telle application existait, on aurait alors par linéarité :
gler) + g(e2) = es et g(e3) — gler) = &
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Uni
d’

Il n'existe aucune application linéaire g: R3 — R3 telle que

gler +e) =e3 glea+e3) =e et ges —e1) = e. En effet,
si une telle application existait, on aurait alors par linéarité :

gler) + g(ex) = e3 et g(e3) — g(er) = e d'ou

g(e) +g(e3s) = gler) + g(e2) + g(e3) —gle1) = &3 + &
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Uni
d’

Il n'existe aucune application linéaire g: R3 — R3 telle que

gler +e) =e3 glea+e3) =e et ges —e1) = e. En effet,
si une telle application existait, on aurait alors par linéarité :

gler) + g(ex) = e3 et g(e3) — g(er) = e d'ou
g(e) +g(e3s) = gler) + g(e2) + g(e3) —gle1) = &3 + &

ce qui contredirait g(ez) + g(e3) = €.
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L'image de e3, g(e3) = e» — e3, est déja déterminée.
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L'image de e3, g(e3) = e2 — e3, est déja déterminée. Il reste a
donner les images de e; et de e.
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L'image de e3, g(e3) = e2 — e3, est déja déterminée. Il reste a
donner les images de e; et de e,. Pour respecter
gler + &) = e3,
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Un

d’

L'image de e3, g(e3) = e2 — e3, est déja déterminée. Il reste a
donner les images de e; et de e,. Pour respecter
gler + &) = es3, il faut et il suffit que g(e1) + g(e2) = e3.
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Un

d’

L'image de e3, g(e3) = e2 — e3, est déja déterminée. Il reste a
donner les images de e; et de e,. Pour respecter

gler + &) = es3, il faut et il suffit que g(e1) + g(e2) = e3.
Donc pour un vecteur u € R3 quelconque, I'endomorphisme de
R3 déterminé par g(e1) = u, g(e2) = e3s —uet g(e3) = &2 — &3
répond a la question.
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Pour la question 1), comme on a donné I'image de tous les
vecteurs d'une base, I'application ainsi déterminée est unique.
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Pour la question 1), comme on a donné I'image de tous les
vecteurs d'une base, I'application ainsi déterminée est unique.
Pour u = (x,y,z) € R3, on peut écrire par linéarité de g :
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Pour la question 1), comme on a donné I'image de tous les
vecteurs d'une base, I'application ainsi déterminée est unique.
Pour u = (x,y,z) € R3, on peut écrire par linéarité de g :

g(“) :g(vaaz)
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Pour la question 1), comme on a donné I'image de tous les
vecteurs d'une base, I'application ainsi déterminée est unique.
Pour u = (x,y,z) € R3, on peut écrire par linéarité de g :

Uni
d’

g(u) = g(x,y,z) = g(xe1+yer+ze3) = xg(e1)+yg(e2)+zg(es).
Donc,

g(x,y,2) = x(e2 + e3) + yer + z(e2 — €3) (1)
=ye1+ (x+2)ea + (x —z)es = (y,x + z,x — 2).

(2)

Pour la question 3), on a vu qu'il y a plusieurs réponses
possibles pour g.
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Pour la question 1), comme on a donné I'image de tous les
vecteurs d'une base, I'application ainsi déterminée est unique.
Pour u = (x,y,z) € R3, on peut écrire par linéarité de g :

Uni
d’

g(u) = g(x,y,z) = g(xe1+yer+ze3) = xg(e1)+yg(e2)+zg(es).
Donc,

g(x,y,2) = x(e2 + e3) + yer + z(e2 — €3) (1)
=ye1+ (x+2)ea + (x —z)es = (y,x + z,x — 2).

(2)

Pour la question 3), on a vu qu'il y a plusieurs réponses
possibles pour g.
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