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1 Généralités sur les polyndmes

Définition 1.1 (Une construction des polynémes). Soit K = Q,R,C,F, = Z/pZ... un
corps commutatif. Un polyndme (a une indéterminée) a coefficients dans K est une
suite d’éléments de K nulle a partir d'un certain rang i.e. une suite (an)nen telle qu’il
existe N € N tel que pour toutn > N, a, =0.

On note KN I’ensemble des polynomes.

Exemple 1.2. — Ogmv) = (0,0,...) et Tgw) = (1,0,0,...)
— (1,2,4,0,0,...) « correspond » au polynéome 1+ 2X + 4X2



Définition 1.3. Soient P = (ax)ken, Q = (bx)ken deux polyndmes et A € K. On peut
définir la somme de P et Q :

P+Q = (ax + br)ren,
la multiplication de P par le scalaire A :
AP =AP = (Aax)keN,

et le produitde Pet Q :

PxQ=PQ:={ )Y aib

=k keN

Exemple 1.4. — Pour tout k € N\ {0}, (0,1,0,...)%=(0,...,0,1,0,...) ottle 1 est &
la keme place.
— (1,2,4,0,...)+(2,3,5,1,0,...) =(3,5,9,1,0,...)
— (1,2,3,0,...) x (2,4,5,0,...)=(1,8,19,22,15,0,...)

Proposition 1.5. Soient P, Q, R trois polyndmes et A, u € K. Alors
— P+ Q = Q + P (commutativité de +);
— P+ (Q+R)=(P+ Q)+ R (associativité de +);
— P+0 =P (0 est I'élément neutre de +);
— P(Q +R) = PQ + PR (distributivité de x par rapport a +);
— P(QR) = (PQ)R (associativité de x);
— P x 1gmy = Tgmy X P =P (Igm) est I'élément neutre de x)
— PQ = QP (commutativité de x);
— }\]IK[]N) X P = }\P,
— A+ )P =AP+puP
— (AP = A(uP)
— AMP+Q)=AP+AQ

Remarque 1.6. On dit que (KN +) est un groupe commutatif, (]K“N),—i—, X ) est un

anneau commutatif, (K™N), 4+ .) est un K-espace vectoriel et (KM, 4+, %, ) est une K-
algebre commutative.

Remarque 1.7. Notons X = (0,1,0,...) alors Xk =1(0,...,0,1,0,...). Alors tout polyndéme
P = (ay)kenN s'écrit

P= (ak)kE]N = Z ak(O,...,O,LO,...) = Z aka.
kelN kelN

otl, par convention, X° = T
Remarque 1.8. Le symbole "X" est muet. On aurait pu le remplacer par x,t,{, 8, ...

Remarque 1.9. 11 n’est pas nécessaire de se placer sur un corps K pour définir les po-
lyndmes, les opérations ou pour avoir toutes ces propriétés. On peut reprendre les
constructions et les résultats précédents avec K = Z,Z/nZ,k[t],... (et méme d’objets
encore plus généraux). Le fait de se placer sur un corps deviendra crucial dans la suite
du cours.

Notation 1.10. On notera K[X] I'ensemble des polynémes a une indéterminée a coeffi-
cients dans KK muni de la somme, la multiplication par un scalaire et du produit.

Remarque 1.11. Si KK C IL (par exemple, Q C R ou R C C) alors K[X] C L[X]



Définition 1.12. Soit P = Y aiX* € K[X] un polyndme. Alors
— le degré deg(P) de P # 0 est le plus grand k € IN tel que ay soit non nul (par
convention, deg(0) = —o0);
— le coefficient dominant de P est cd(P) = Qdeg(P)
— le coefficient constant de P est ay.
Un polynome est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.

Notation 1.13. On notera K[X]<n le sous-ensemble (sous-espace vectoriel) des poly-
nomes de degré <n

Exemple 1.14.  — deg(1 +2X+4X?) =2
— Son terme dominant est 4 et son terme constant est 1.
Proposition 1.15. Soient P, Q € K[X]. Alors
— deg(PQ) = deg(P) +deg(Q);
— deg(P+ Q) < max(deg(P), deg(Q)) avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q).
— le coefficient dominant (resp. constant) de PQ est le produit des coefficients dominants
(resp. constants) de P et Q.

Exemple 1.16. Si deux polyndmes de méme degré ont des coefficients dominants op-
posés alors leur somme est de degré strictement inférieur (eg. X et —X).

Définition 1.17. Soit P = ) aX® un polynome de K[X] et x € K. L'évaluation du
polyndéme P en x est

P(x) == Z ax® e K.
k

La fonction polynomiale associée & P est la fonction fp: x € K — P(x) € K.

Remarque 1.18. Si KK =R ou C alors fp est une fonction infiniment dérivable (ou lisse).

Remarque 1.19. Si K est infini alors les polyndmes et les fonctions polynomiales sont en
correspondance. Ce n’est pas le cas si K = [F}, (penser au polyndme XP — X qui est nul
pour tout x € IF, par le théoréeme de Fermat).

Définition 1.20. Soient A, B deux polynomes de K[X]. On dit que A divise B ou que B
est un multiple de A s’il existe C € K[X] tel que B = AC.
On note alors A|B.

Avertissement 1.21. Contrairement au cas sur IN, A|B et BJA n'impliquent pas A = B (i.e.
la divisibilité n’est pas une relation antisymétrique).

Avertissement 1.22. Contrairement au cas sur Z, A[B et B|A n'impliquent pas A = +B

Lemme 1.23. Soient A, B deux polynomes de K[X]. Si A|B et B|A alors il existe A € K* tel
que A = AB.

Démonstration. Si A|B et BJA alors il existe Q1,Q, € KIX] tel que
A=BQi, B=AQ,
On en déduit donc que A = Q1 QA et
deg(A) = deg(Q1) + deg(Q2) + deg(A)
Autrement dit que deg(Q1) = deg(Qz) =01ie. Q1,Q; € K*. O
Définition 1.24. A et B sont alors dits associés.

Proposition 1.25. — Pour tout A € KI[X], A|A (la divisibilité est réflexive);
— Pour tout A,B,C € K[X], (A|B et B|C) = A|C (la divisibilité est transitive);
— Pour tout A,B,C € K[X], A|B = A|BC;
— Pour tout A,B,C € K[X], (A|Bet A|IC) = A|(B+C);
— Pour tout A,B,P,Q € K[X], (AB et P|Q) = APBQ;



2 Division euclidienne dans K[X]

Lemme 2.1. Soient (un)neN Une suite strictement décroissante d’entiers et b € IN. Alors il

existe un rang N pour lequel un < b.

Démonstration. Siup < b alors N = 0 convient. Sinon, on montre par récurrence que
YneN,uy <ug—(n—1)

On en déduit que N =up — b + 1 convient.
O

Théoreme 2.2. Soient A, B € K[X] deux polynémes de K[X] avec B # 0. Alors il existe un
unique couple (Q, R) de polyndmes tel que

A=BQ+R

ot deg(R) < deg(B).
On dit que Q est le quotient de la division euclidienne de A par B et R est le reste.

Démonstration. Existence :
— Sideg(A) < deg(B) alors Q =0 et R = A convient
— Supposons que deg(A) > deg(B). Notons n = deg(A) et d := deg(B).
On va considérer la suite de polynémes (Ay )y définie par itération comme suit :

Ao =A
Atce = Ay — SEEXIEA) 4B i deg(Ax) 2 d

otl les by sont les coefficients de B.
Par le lemme la suite des degrés (deg(Ay)) devient strictement inférieure a

d = deg(B) a un certain rang N. On en déduit que Q = ) | %ﬁk)xdeg“\k)—d et
R=An
Unicité :

Supposons que (Q,R) et (Q’, R’) vérifient tous les deux 'égalité du théoreme et Q # Q'
(et donc deg(Q — Q') > 0). Alors

B(Q-Q)=R"-R
On en déduit que
deg(B) < deg(B(Q — Q")) = deg(R' —R) < deg(B).
autrement dit une contradiction. On en déduit donc Q = Q’ et
BQ+R=A=BQ’'+R' =BQ+R’
On a donc R = R’ et par conséquent, 1'unicité du couple (Q, R). O

Exemple 2.3. Si on prend A = 2X* + X3 +5X2 +7X+7 et B = X? + 1 alors Q =
2X2 +X+3etR=6X+4.

Exemple 2.4. Si deg(B) = 11i.e. B =A(X— ) alors le reste de la division euclidienne est
P(«).

Proposition 2.5. Soient A, B € K[X] deux polynomes sur K. B divise A si, et seulement si, le
reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Démonstration. Si B divise A alors il existe Q tel que A = BQ. Par unicité de la division
euclidienne, le reste de la division euclidienne de A par B est nul. Réciproquement, si
le reste de la division euclidienne de A par B alors il existe € K[X], A = BQ O



3 Racine et divisibilité

3.1 Définitions

Définition 3.1. Soient P un polyndéme sur K et o € K. L’élément o est une racine de P
si P(x) =0.

Exemple 3.2. 1 est une racine de X? —3X 4 2.

Lemme 3.3. Soient P un polynome sur K. « est une racine sur K si, et seulement si, le
polynéme X — « divise P

Démonstration. Cela vient du fait que le reste de la division euclidienne de P par (X — o)
est P(«x). O

Proposition 3.4. Soient P un polynéme sur K et «1,..., an des racines distinctes de P. Le
polynome [T (X — o) divise P.

Définition 3.5. Soient P un polyndme sur K et « une racine sur K. On dit que « est
une racine d’ordre r > 1 de P si (X — a)" divise P et (X — a)"t! ne divise pas P.

Exemple 3.6. P = (X —1)?(X —2) a 1 comme racine double et 2 comme racine simple.

Théoreme 3.7 (d’Alembert-Gaufs, théoreme fondamental de 1'algebre). Tout polynéme
non-constant de C[X] a une racine. On dit aussi que C est algébriquement clos.

Corollaire 3.8. Tout polynome P € C[X] s’écrit comme le produit
n
P=cd(P) [ J(X—oq)™
i=1

oll &1,...,0n sont les racines de multiplicité respective my, ..., my de P.

3.2 Polyndéme dérivé et multiplicité
Dans cette sous-section, nous allons supposer que Q C K.

Définition 3.9. Soit P = Y 1, axX* € K[X] un polynéme. Le polyndme dérivé de P
est

n n—1
Pl=> apkX* =) ap(k+1)X"
k=1 k=0

Notation 3.10. On note P(¥) le kéeme dérivé de P i.e. P(2) =P P3) =p/ .

Proposition 3.11. Soit P € K[X] un polynéme sur K. Alors
— deg(P’) = deg(P)—1
— P’/ =0si, et seulement si, P est constant.

Proposition 3.12. Soient P et Q deux polynomes et A € K. Alors
(P+AQ) =P +2Q’
Remarque 3.13. On dit que la dérivation est une application K-linéaire K[X] — K[X].

Proposition 3.14 (Formule de Leibniz). Soient P et Q deux polynomes. Alors

(PQ)' =P'Q+PQ’



Corollaire 3.15. Soient P et Q deux polynomes et n € IN. Alors

n

(PQ™ = 3 (E) plk)Qn—k),

k=0

Proposition 3.16. Soient P € K[X] et x € K. Alors x est une racine d’ordre v > 2 de P alors
x est une racine d’ordre v — 1 de P,

Démonstration. Supposons que x est une racine d’ordre r de P i.e. il existe Q tel que
P=(X—x)"Q et Q(x) # 0. Alors

Pr=r(X—%)""Q+(X—x)"Q =X—x)"" (rQ+ (X—x)Q’)
Comme (rQ + (X —x)Q’) (x) = rQ(x) = 0 alors x est une racine d’ordre r — 1 de P’. [J

Lemme 3.17. Soient k et n deux entiers naturels. Alors

! —k :
(X“)(k) _ W‘jk)!X“ sin>k
0 sinon

Démonstration. (X™)(K) = (nx—1)(k=1) — —nm—1)--- (n—k+ )Xk O

Théoréeme 3.18 (Développement de Taylor). Soient P € K[X] et a € K. Alors

deg(P)
P (a) K
k=0

Démonstration. Si P est nul, le résultat est évident. Supposons que deg(P) > 0.
Posons n := deg(P). Par itération de la division euclidienne, on montre qu’il existe une
unique famille (cop, ..., cn) telle que

n
P= Z e (X—a)k
k=0

Soit 1 €{0,...,n}. Alors

k!
v _ _ k=1
P = ch(kfl)'(x a)
k>1

On en déduit donc que

P (a) =l
et donc comme 1! #£ 0 (car Q C K), on a

~ PW(a)
CL = U .

Remarque 3.19. On dit que (1,X—a,...,(X—a)™) est une base de K[X]<,.

L'unicité des coefficients (c{) entraine que :

Corollaire 3.20. Soit P € K[X] et x € K. x est une racine d’ordre r si, et seulement si,
P(x) =0,P/(x) =0,.., PU=D(x) =0et P (x) £0.

Remarque 3.21. Les fonctions lisses R — R vérifiant la condition suivante
Vx € R,3Ing € N, f("o)(x) =0

sont polynomiales.



4 PGCD et PPCM dans K[X]

4.1 Définitions

Lemme 4.1. Soient A et B deux polynomes de K[X] avec B # 0. Soient Q et R le quotient et
le reste de la division euclidienne de A par B. Les diviseurs communs de A et B sont les mémes
que les diviseurs communs de B et R.

Démonstration. Soit D un diviseur commun de A et B. Alors D divise BQ (compatibilité
avec la multiplication) et donc R = A — BQ (compatibilité avec la somme). Réciproque-
ment, si D divise B et R alors il divise aussi A = BQ + R. O

Théoreme 4.2. Soient A et B deux polynomes dans K[X]. Il existe un unique polynéme D nul
ou unitaire dont les diviseurs sont les diviseurs communs de A et B, c’est-a-dire tel que pour
tout polynome P € KI[X],

PID&P|AetP|B

De plus, il existe deux polynomes U et V tels que AU+ BV =D

Démonstration. Existence :

Démontrons par récurrence sur n que si deg(B) < n alors pour tout polynéme A, il
existe un polyndéme D dont les diviseurs sont les diviseurs communs a A et B et tel
qu’il existe U et V tels que AU+ BV =D.

Initialisation : Sin =0 alors B=0alors D = A, U =1 et V = 0 conviennent.

Hérédité : Soit n € IN et supposons le résultat vrai au rang n. Soient A,B € KI[X] et
deg(B) < n+1. Si deg(B) < n alors le résultat est vrai (par hypothese de récurrence).
Sinon, B est nul et donc on peut faire la division euclidienne de A par B (on notera
Q le quotient et R le reste). Comme deg(R) < deg(B) alors deg(R) < n. On peut donc
appliquer 'hypothese de récurrence avec R (et B) : il existe un polyndme D dont les
diviseurs sont les diviseurs communs de B et R et des polyndmes Uy, Vj tels que

BUo+RVy =D

Par le lemme précédent, les diviseurs de D sont également les diviseurs de A et B. On
a aussi 'égalité suivante :

D = BUp +RVy =BUp + (A—BQ)Vp =B(Upy —QVy) + AV,

Le triplet (D, Vy, Uy — QVp) convient.

Conclusion : Si D # 0, il ne reste qu’a diviser D par son coefficient pour conclure.
Unicité

Supposons qu’il existe Dy et D, qui vérifient le probleme. Alors Dy divise A et B et
donc divise D;. De la méme facon, D, divise D7. D et D, sont associés. Si I'un est
nul, 'autre aussi. Si les deux sont unitaires alors ils sont égaux. O

Définition 4.3. Le polynome D est alors appelé PGCD de A et B et est noté PGCD(A, B)
ou A /A B. Le couple (UL, V) est appelé couple de coefficients de Bézout de A et B.

Remarque 4.4. — La condition d’unitarité permet d’avoir I'unicité; si on ne l'a pas
le PGCD serait défini & multiplication par un scalaire non nul.
— Le PGCD est le plus grand (pour la divisibilité) des diviseurs unitaires communs
de A et de B.
— On peut remplacer la condition de divisibilité par la condition suivante : Pour
tout couple de polynémes (P, Q), D divise PA + QB.



On va maintenant donner une version effective de ce théoréme :
Pour cela, on va utiliser le résultat suivant (montré dans la preuve du théoreme précé-
dent)

Corollaire 4.5. Soit A un polyndéme non nul de IK[X]. Alors

1

ANO = cd(A)

A.

De la méme facon, si P et Q sont deux polyndmes non nuls de K[X] tels que P divise Q alors

1

cd(P)P

PAQ =

Proposition 4.6 (Algorithme d’Euclide). Soient A,B deux polynomes non nuls de K[X].
Notons (An) la suite de polyndme définie comme suit :

— Ap=AetA; =B;

— pour tout n € IN, Ay, est le reste de la division euclidienne de Ay, par Ay 1.
La suite (Ay) finit par devenir nulle et le PGCD de A et B est le dernier Ay, non nul.

Démonstration. Comme la suite d’entiers (deg(An)) est strictement décroissante alors
elle finit par devenir strictement négative et donc la suite (A,,) devient nulle a partir
d’un certain rang (que l'on notera N). Par itération du lemme les diviseurs com-
muns de A = Ap et B = A sont les diviseurs communs de An et An 1 et donc

1

PGCD(A, B) = PGCD(AN,AN+1) = PGCD(AN,0) = (A )AN
N

O

Remarque 4.7. On trouve les coefficients de Bézout en « remontant » cette algorithme :

. AN_3 = “1AN—2 +AN—

les égalités N-3 = Qn-1AN-2 N
AN—2 = QN-2AN-1 T AN

deviennent

AN =AN—2 — OQN2AN-1 =AN-2—OQN-2(AN-3—QN-1AN-2)
=(1+0QNn—20QN-1)AN-2 —QN_2AN_3

Et ainsi jusqu’a A = Ap et B=Aj.

Exemple 4.8. Prenons A = X3 —4X2 +4X et B = X3 — X. Alors
— X3 —=3X%2 43X =1(X3—X) + (—3X? 4+ 4X)
— X3 -X= (‘T]X— g) (—3X% +4X) + ZX
— =32 ax = (=FIX - ¥) Ix

On en déduit que A/AB = Xet

7., 1. 4 5 B . (1, 4 1. 4
9XB—<3X—9>(—3X +4X) =B <3x 9>(A B)<3X+9>A+<3X+9>B

Proposition 4.9. Soient A et B deux polyndémes dans IK[X]. II existe un unique polynéme M
nul ou unitaire dont les multiples sont les multiples communs de A et B, c’est-a-dire tel que
pour tout polynome P € K[X],

M|P& A|PetB|P



Démonstration. Existence :

Si A ou B sont nuls alors M = 0 convient. Supposons donc A # 0 # B. Il existe alors
des multiples non-nuls communs de A et de B (i.e. AB). Soit M un multiple commun
non nul de degré minimalﬂ Par construction, les multiples de M sont des multiples de
A et de B. Réciproquement, soient P est un multiple commun de A et de B et Q,R le
quotient et le reste de la division euclidienne de P par M. Le polynéme R = P —MQ
est divisible par A et par B. Comme M est de degré minimal parmi les multiples non
nuls communs de A et de B et deg(R) < deg(B) alors R = 0. On en déduit donc P est
un multiple de M.

Unicité : Méme preuve que pour le PGCD. O

Définition 4.10. Le polynome P est alors appelé PPCM de A et B et est noté PPCM(A, B)
ou AV B.

4.2 Propriétés du PGCD et du PPCM

Proposition 4.11. Soient A,B des polynémes de K[X]. Si P = APy et B = PBy avec
P,A1,By € K[X] et P unitaire. Alors

AAB=P(A;AB;) et AVB=P(A;\VB)
Démonstration. Si A et B sont nuls alors les résultats sont immédiats. Supposons que
A # 0 # B. Soit Q un polynéme de K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. QA3 ABy
2. QA et QB
3. PQIAetPQ|B
4. PQ|ANB

En particulier, en prenant Q = A7 /A By, on obtient que P(A; A Bq) divise A A B. De
plus, comme P est un diviseur commun de A et B alors P divise A /A B i.e. il existe R tel
que A /A B = PR. On déduit des équivalences précédentes avec Q = R que R| A; A B
etdonc AAB =PR|P(A; ABj) et donc A/AB et P(A; ABj) sont associés. Comme P,
A AB et A7 ABj sont unitaires alors on en déduit que

AAB=P(A; ABy).
Le cas du PPCM se fait de la méme fagon. O

Définition 4.12. Deux polyndmes A, B sont dits premiers entre eux si leur PGCD vaut
1.

Exemple 4.13. Les polynomes X2 + X et X?> — 2X + 1 sont premiers entre eux.

Corollaire 4.14. Soient A, B deux polyndmes de KI[X]. Il existe deux polynémes Ay, B € K[X]
tels que Ay /\Bq1 =1 et tels que A = (A/\B)A et B=(A/B)B;.

Démonstration. On utilise la proposition précédente avec P = A /A B. O

1. Tout sous-ensemble non vide de IN est minoré



4.3 Théoréeme de Bézout et théoréeme de Gaufl

Proposition 4.15 (Identité de Bézout). Deux polynomes A, B de KI[X] sont premiers entre
eux si, et seulement si, il existe U,V € KI[X] tels que AU+ BV = 1.

Démonstration. L'implication vient de la définition du PGCD. Réciproquement, sup-
posons qu’il existe U,V tel que AU+ BV = 1. Si D divise A et B alors D divise
AU+ BV =1 et donc D est constant. On en déduit donc que PGCD(A, B) = 1. O

Théoreme 4.16 (GauB3). Soient A, B, C des polynomes de K[X]. Si A et B sont premiers entre
eux et A divise BC alors A divise C.

Démonstration. Comme A et B sont premiers entre eux alors il existe deux polynémes
U,V tels que AU+ BV = 1. On en déduit donc AUC + BVC = C. Comme A divise BC
alors A divise C. O

Corollaire 4.17. Si A et B sont deux polynomes de KK[X] premiers entre eux, alors il existe
A € K* tel que
AV B =AAB

Démonstration. Les multiples de AB sont des multiples de A et de B. Réciproquement,
soit P un multiple commun de A et B. Il existe un polynéme Q tel que P = BQ. Comme
A divise P =BQ et AAB =1 alors A divise Q. On en déduit que AB divise P.

On en déduit que les multiples de AB sont les multiples communs de A et de B. On en
déduit donc que AV B et AB sont associés. O

Corollaire 4.18. Soient A, B deux polynomes de K[X]. Les polynomes (A ANB)(AV B) et AB
sont associés, c’est-a-dire qu'il existe A € IK* tel que AB = A(A/\B)(AV B)

Démonstration. Soient A, B deux polynomes de K[X]. 5i A = 0 ou B = 0 alors le résultat
est immédiat. Supposons donc que A # 0 # B. Par définition du PGCD, il existe A et
B deux polynomes tels que

A=A1ANB
B=B;AAB
Les polyndmes A et By sont premiers entre eux. On en déduit donc qu’il existe A € KK*

tel que
A1V By =AA1B;

On en déduit donc que
AAB = A(AAB)?A1B; = (AAB)?A;VB; = (AAB)(AABA;)V (AABB;) = (AAB)AVB
O

Proposition 4.19. Soient A, B deux polyndmes de K[X] non constants et premier entre eux. Il
existe un unique couple (Up, Vo) de polynome dans K[X] tels que

AU +BVy =1 avec deg(lUy) < deg(B), deg(Vp) < deg(A)

Démonstration. Existence : Par Bézout, comme A et B sont premiers entre eux, il existe
un couple (U,V) de polyndmes de K[X] tels que AU+ BV = 1. On fait la division
euclidienne de U par B ie. U = Q1B + Up (avec deg(llp) < deg(B)). On obtient alors
l'égalité

1=A(QiB+Uy)+BV=AUy+B(AQ1 +V)
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Comme 0 = deg(1) # max(deg(Ally),deg(B(AQ1 + V))) (et donc on n’est pas dans
le cas d’égalité du lemme alors deg(A) + deg(Up) = deg(Aly) = deg(B(AQq +
V)) = deg(B) + deg(AQ + V). On en déduit :

deg(AQ + V) =deg(A) +deg(ly) —deg(B) < deg(A)

Le couple (Up, AQ + V) convient donc.
Unicité : Soient (Up, Vp) et (L1, Vq) deux polyndmes vérifiant la proposition i.e.

AlU; +BV; =1 avec deg(U;) < deg(B), deg(V;) < deg(A)
pour i =0, 1. On en déduit que
AU; +BV; = AUy + BV,

Ou encore
A(Uy —Uo) = B(Vp — V7).

Comme A et B sont premiers entre eux alors, par le théoreme de Gauf3, on en déduit que
B divise U; — Uy. Ce dernier polyndme étant de degré strictement inférieur a deg(B),
on en déduit qu’il est nul i.e. Uy = Up. On en déduit alors que V7 = Vj. O

5 Irréductibilité

Définition 5.1. Un polynoéme P de K[X] est dit irréductible si
— deg(P) > 1
— les seuls diviseurs (a coefficient multiplicatif non nul prés) de P sont 1 et P

Exemple 5.2.  — Un polynome de degré 1 est irréductible.
— Un polynome de degré 2 et 3 sans racine dans K est irréductible.
— Tout polynome de degré > 2 ayant une racine est réductible.

Exemple 5.3. — Le polynéme X2 4+ 1 est irréductible sur QR etF, avecp = 3[4]
mais réductible sur C,IF; et IF,, pour p = 1[4].
— Soient aq,...,an € Z. Alors le polynome [[p_; (X —ay) — 1 est irréductible sur
Q.
— Il existe des polyndmes irréductibles dans IF, de tout degré. Ce résultat permet
la construction de tous les corps finis.

Proposition 5.4. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.

Démonstration. Par d’Alembert-Gaufs, tout polynéme non-constant a coefficients com-
plexes a une racine. Grace a 1’'exemple on en déduit qu'un polynéme complexe
irréductible est de degré 1. O

Définition 5.5. Soit P = 3~ a;, X* € C[X]. Le conjugué de P est le polyndme

P=> @mX*

Proposition 5.6;Soi£nt P,Q e C[X] et A € C. Alors

—PrQ=P+Q
—PQ=7Q
AP =P

— Vze€C,P(z) =P(z)
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— Si P € R[X] alors pour tout z € C, P(z) = P(z)

— P € R[X] si, et seulement si, P = P.

Grace au théoreme de d’Alembert-Gaufs et cette proposition, on déduit le résultat
suivant :

Corollaire 5.7. Les racines complexes d’un polynome P € R[X] sont
— soit des réels,
— soit des paires de complexes conjugués de méme ordre.

Corollaire 5.8. Les polynomes irréductibles de R[X] sont
— les polyndmes de degré 1;
— les polyndmes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

Démonstration. Soit P un polynéme de R([X].

— si deg(P) =1 alors il est irréductible.

— si deg(P) = 2 alors il est irréductible si, et seulement si, il n"a pas de racine réelle
i.e. si, et seulement si, son discriminant est négatif.

— si deg(P) > 3 alors soit il a une racine réelle (et donc il n’est pas irréductible)
soit il a une racine complexe (non réelle) w. Dans ce cas 1a, son conjugué w est
aussi une racine de P car P est un polyndme réel. On en déduit donc que P est
divisible par (X — w)(X —w) = X2 — 2Re(w)X + |w|? € R[X]. Autrement dit, P
est réductible.

O

Proposition 5.9. Un polynome irréductible P est premier avec tous les polynomes qu’'il ne
divise pas.

Démonstration. Soit Q un polyndme de K[X]. Comme P A Q divise P et P est irréductible
alors

1 ou
PAQ= P
cd(P)
Alors soit P et Q sont premiers entre eux soit P divise Q. O

Corollaire 5.10. Un polynome irréductible divise un produit de polynomes si, et seulement si,
il divise I'un des facteurs.

Démonstration. Soient Pq,..., Py des polyndmes non constants de K[X]. Soit P € KI[X]
un polyndme irréductible qui divise [ [ ; P;. Supposons, par I’absurde que P ne divise
aucun des P;. Alors par la proposition précédente, pour tout i, P AP; = 1. Comme P
divise []i*; P; alors par itération du théoréeme de Gaus, P divise [];., Pi pour tout
k > 0. En particulier, P divise 1 i.e. P n’est pas irréductible, contradiction! O

Théoreme 5.11. Tout polyndéme non-constant de KI[X] est le produit d’un scalaire par un
produit de polynomes irréductibles unitaires de K[X]. De plus, cette décomposition est unique a
I'ordre pres des facteurs.

Démonstration. Existence : Démontrons, par récurrence, pour n > 1, la propriété sui-
vante : « Tout polynéme non constant de K[X] de degré inférieur ou égal a n peut
s’écrire sous la forme d’un produit de polyndémes irréductibles ».

Initialisation : si n = 1 alors c’est vrai car tout polyndme de degré 1 est irréductible et
est donc le produit d"un seul polynéme irréductible.

Hérédité : Soit n € N, > 1 et supposons la propriété vraie au rang n. Soit A un po-
lynome de degré n + 1. Si A est irréductible alors c’est le produit d’un seul polynéme
irréductible. Sinon, c’est le produit A = BC de deux polyndmes non-constant de degré.
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Les polyndmes B et C sont de degré inférieur ou égal a n. Par 'hypothése de récur-
rence, les polyndmes B et C s’écrivent comme le produit de polyndmes irréductibles.
Unicité : Soit A = AA;... A une telle décomposition du polyndme A. Le scalaire A
est le coefficient dominant du polynome A. Les polynémes irréductibles unitaires A;
divise A et réciproquement, les polynémes irréductibles unitaires qui divise A divise
l'un des Q; qui sont égaux car irréductibles et unitaires. Les polyndémes apparaissant
dans la décomposition sont donc tous les polyndmes irréductibles unitaires de A.
Soient A deux décompositions de A :

A =AP& P& = PP phr

ot les P; sont irréductibles unitaires distincts deux a deux. Supposons qu’il existe un i
tel que oy # Pi (supposons que & < 31). Alors

X _ pBi—ay B;
LI =po 1Py
kat’ j#L

Alors P divise [ [; 44 chx ’, ce qui absurde puisque P; est premier avec les Pj, j # i. On
en déduit que, pour tout i, x; = 3; et donc la décomposition est unique a permutation
pres. O

Corollaire 5.12. Soient A, B deux polyndmes non-nuls de K([X]. Si
A =AP . P&n et B =pPPT .. pBn
oit Py, ..., Py sont des polyndmes unitaires irréductibles distincts deux-a-deux, alors on a :
AlB& (VI <i<m,oq <Bi).

De plus,
S omin(oc,B1) ﬁ max(oc;, 1)
ANB =PI P et AVB =P P
i=1 i=1

Démonstration. Si A | B alors pour tout 1, Pio“l divise A et donc divise B. On en déduit
que «; < Bi. Réciproquement, si pour tout i, «; < B; alors P{'* divise P{5 ! et donc
[1; P& divise [T; PPt ie. A divise B.

Les diviseurs unitaires communs de A et de B sont de la forme

5 on

D=P...P}
avec 8; < a4 et §; < oy (ie. &y < min(xy, B1)) pour T < i < n. On en déduit que le
PGCD de A et B est i : i

ANB = prin(cB1) | pmin(onbn),

De la méme fagon, les multiples unitaires communs de A et de B sont de la forme

D =P ... Pin
avec W > oy et g > oy (l.e. py > max(ey, fi)) pour T < i < n. On en déduit que le

PGCD de A et B est
ANAB =Py b pmaxton ),
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6 Relation entre coefficients et racines

Définition 6.1. Un polynome est dit scindé sur K s’il peut s’écrire sous la forme

n

A=A]X=o)
i=1
oll &1,...,0n sont dans K et A € K*.
Exemple 6.2. — Un polyndme de degré n avec n racines distinctes est scindé.

— Un polyndéme de degré n avec n racines comptés avec multiplicités est scindé.
En particulier, tout polyndme complexe est scindé.

Exemple 6.3.  — Soit P = ;X% + a;X + ap un polynome scindé de degré 2 de ra-
cines o1, x i.e.
P=ay(X—o1)(X—az)
= (lzX2 —az(or + o)X+ araq o
On en déduit que 3—; =—(o1 + x2) et 3—2 =0
— Soit P = a3zX3 + a;X? + a1 X + ap un polyndme scindé de degré 3 de racines
x1, %), &3 i.e.
P =a3(X—o1)(X—az)(X—oa3)
= azX? —az(x) + o2 + x3)X? 4 az(@1xz + x1 a3 + xpx3)X — Az X2 3
On en déduit que g—; = —(o1 + a2 + a3), % = o100 + xj3 + a0z et g—g =
— o0
Exemple 6.4. Considérons le polynéme P = X2 — 2X 4 2. Ses racines sont 1 +1iet 1 —1i.
141 1—i)=2
On a bien (T+i)+(1-1)
T+ -1 =2

Plus généralement, pour «1, ..., oan € K, on définit

n
— 01 :Z(Xi
i=1
— 02 = Z OCiO(]'

1<i<j<n
— O = Z &, ...aq pour 1 <k <n.
1<i)<...<ix<n

n
— On = H Xi.
i=1

Définition 6.5. Les quantités o; sont appelés fonctions symétriques élémentaires des
racines du polyndme scindé []i; (X — o).

Proposition 6.6 (Formules de Viete). Soit A = Y " , aX* un polynome scindé sur K et
01,...,0n les fonctions symétriques élémentaires de ses racines. Alors

V1 <p<nop=(—1)PF
an
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7 Résolutions d’équations

7.1 Equations diophantiennes

Soient A, B, R € KI[X]. On veut résoudre des équations de la forme
AU+BV =R 1)

avec U,V ¢ K[X].

On commence par calculer le PGCD A A B. Si A AB ne divise pas R alors (1) n'a
pas de solution (car A /A B divise AU + BV). Supposons maintenant que c’est le cas et
écrivons R = (A/AB)Ry, A= (AAB)A; et B=(AAB)By. L'équation (I) devient

AiU+B;V =R, 2)

(et Ay ABy =1). o
Par le théoreme de Bézout, il existe Uy et Vj tel que

AUy +BVy =1

On obtient ainsi une solution particuliere (Uy = lToR1 , Vo = \70R1) de (). L'équation
2) se réécrit
AiU+B1V=A1Uy+B1Vy
ou encore
A1(U—Up) +B1V =B1(Vo—V). 3)
Comme A et By sont premier entre eux alors By divise U — Uy. Il existe donc K € KIX]

tel que U = Uy + KB7. On en déduit ensuite que V =V, + A1K.
Réciproquement, tous ces polyndmes sont solutions de ().

7.2 Théoréme des restes chinois et systéemes d’équations

Notation 7.1. Deux polyndmes sont congrus modulo P € K[X] s’ils ont le méme reste
pour la division euclidienne modulo P, noté A = B[P]

Théoreme 7.2 (des restes chinois). Soient P, Q deux polyndmes premiers entre eux. Alors
pour tout polyndme A de degré < deg(PQ), il existe un unique couple de polynomes (A1, A3)
de degré, respectivement, < deg(P) et < deg(Q) tel que

{S e KIXI[S=APQI} ={S € KIX] [ S = A[P], S = Az [Ql}

Démonstration. Si S est congru a A modulo PQ alors si on note Ry le reste de la division
euclidienne de S par A et R, celui de A alors S = Rq[P] et S = R,[Q]. Réciproquement,
supposons que S = Ry [P] et S = R,[Q]. On va retrouver A.

Comme P et Q sont premiers entre eux alors il existe U,V € K[X] tels que

PU+QV =1

Alors {Pu =1Ql {QV = 0[Q]
PU = 0[P] QV =1[P]

APU+AI1QV=A X T4+A; X0= Az[Q}
APU+AI1QV=A; x0+ A1 x1=A4[P]
On en déduit que le reste de la division euclidienne de A,;PU + A71QV par PQ est le
polynome A recherché. O

On en déduit que
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Exemple 7.3. Considérons les solutions du systeme

(4)

P =8[X—1]
P = 3X + 1[X?]

On écrit une identité de Bézout pour X2 et X — 1 :
X2 —(X=DX+1)=1

On en déduit que 8X2 — (3X 4 1) (X + 1)(X —1) vérifie les congruences (). On en déduit
que les solutions du systeme (@) sont les polynémes congrus a 4X? +3X + 1 modulo
X2(X—1)

. Pj n m q; m n A P
Soient Bo = []7_; By’ [Tx_1 Boy,B1 = [1]_; Bj” [T B\ deux polyndmes écrits

comme un produit de polyndmes irrédutibles (sip = 0, By et By sont premier entre eux)
et Rp, Ry deux autres polynémes. On veut résoudre les équations de la forme

{P = Ro[Bo]

5
PER][B1] ()

(le cas a plus que deux congruences se fait de la méme facon). Par le théoreme des
restes chinois, les congruences (5) deviennent

P =Rool[Tk_s Bg}‘:]
P= Rklo[B;)j] pour 1 <j <p
P=Ro1(] ey B?ffJ
P =Ry, [B?j] pour1<j <p

Pour tout 1 <j < p, on vérifie si les équations sont compatibles i.e.

Bmin(pj,qj)]

Ri,0 = Ry, 11B;

Supposons q; > pj. Alors
P =Ri,1 + B Qi
= Ry,1 +BP (B PQy)

Si ce nest pas le cas, il n'y a pas de solution. Sinon, on supprime la congruence corres-
pondant a la plus petite puissance. On obtient alors un systéme de congruences ot tous
les polyndmes sont premiers entre eux. Cela permet de finir de résoudre ce systeme.

Exemple 7.4. On va résoudre le systéeme

(7)

P=7X+1X(X-1)]
= 3X+ 1[X?]

Par le théoreme des restes chinois, la premiére congruence est équivalente aux deux

P=1[X]
congruences
P=8[X—1]
Comme 3X + 1 = 1[X] alors la congruence P = 1[X] et la deuxiéme congruence de (7)

P =3X+1[X%]
P =8[X—-1]
On déduit du lemme précédent que P = 4X2 43X+ 1[X2(X=1)].

sont compatibles. On en déduit que le systeme (7) devient : {
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8 Fractions rationnelles

8.1 Généralités sur les fractions rationnelles

Slogan 8.1. Les fraction rationnelles sont aux polyndmes ce que sont les rationnels pour
les entiers.

Définition 8.2. Une fraction rationnelle a une indéterminée sur K est le quotient %

de deux polyndmes avec Q # Ok[x;- On identifie deux fractions rationnelles % et % si
SP =QR.

Remarque 8.3. — De fagon plus formelle, on munit K[X] x (IK[X] \ {0}) de la relation
binaire ~ définie par :
(P,Q) ~(R,S)si SP=0QR

C’est une relation d’équivalence. Une fraction rationnelle est une classe d’équi-
valence de ~.

— On écrira de la méme fagon la fraction rationnelle ¥ et le polynome P (de la
méme fagon que I'on identifie, dans Q, T et n.

En particulier, si S est un polyndme non nul et % est une fraction rationnelle alors

Sp P

S Q
Proposition 8.4. Pour tout fraction rationnelle F, il existe un unique (a multiplication par un
élément de IK* pres) couple de polyndmes premiers entre eux P, Q tels que

F=o

Démonstration. Soit F = & une fraction rationnelle.
Existence : Notons Py et Qg les polyndmes tels que P = (P A Q)Pp et Q = (P A Q)Qo.

Alors
P (PAQ)Py  Po
Q (PAQQo Qo
et PoAQo =1.
Unicité : Soient (P1, Q1) et (P2, Q2) deux couples de polynémes premiers entre eux tels
que
PP
Q1 Q2
Alors P1Q2 = P,Qq. Comme Py et Q1 sont premiers entre eux alors par le lemme de
Gauf3, P; divise P,. De la méme facon, comme P, et Q, sont premiers entre eux, P,

divise P1. On en déduit qu’il existe A € K* tel que Py = APq. De méme, Q; =AQ;. O
Définition 8.5. On appelle cette écriture forme/représentation irréductible de F

Corollaire 8.6. Soit F une fraction rationnelle et F = % sa représentation irréductible. Alors si
R

R=TP
s = Falors il existe un polynéme non nul T tel que
S=TQ

Démonstration. Si % = % alors RQ = PS. Comme P et Q sont premiers entre eux alors
P divise R. Ainsi il existe T tel que R = TP et donc TPQ =PSie. S = QT. O
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On va maintenant définir des lois de compositions sur 1’ensemble des fractions ra-
tionnelles. Cela se fait de la méme fagon que sur Q : pour tout quadruplet de polynémes

P1IPZIQ]!QZ
Pr P2 P1Q2+P2Qy

Qi Q QiQ

P P2 _ PiP2

QU
Cependant avant de pouvoir faire ¢a, il faut tout d’abord vérifier que tout cela est bien
défini, c’est-a-dire montrer que si on multiplie le numérateur et le dénominateur par
un méme polyndme, on obtient le méme résultat.

et

Lemme 8.7. Soient F = gy ¢t G =o5 deux fractions rationnelles et S et T deux polyndmes

non nuls. Alors
(SP1)(TQ2) + (TP2)(SQ1) _ P1Q2+P2Qq
(SQ1)(TQ2) Q1Q2

et
(SP1)(TP2) _ P1P
(SQ(MQ2)  Q1Q2
Remarque 8.8. — Cela revient a dire que

Q  Q SQi TQ
et
P PSP TR
Q1 Q sQ T
— Ces deux opérations sont compatibles avec celles définies sur les polyndmes dans

le sens ou
Pq n Piz _ Py +Py

1 1

et
Pq Py _ PP,

T T
On a ainsi deux opérations sur 1’ensemble des fonctions rationnelles (et une troi-
siéme qui est la multiplication par un scalaire qui est la multiplication par %).
Ces opérations héritent des propriétés de celles sur K[X] :

Proposition 8.9. Soient F, G, H trois fractions rationnelles et A, 1. € K. Alors
— F+ G = G + F (commutativité de +);
— F+ (G +H) = (F+ G) + H (associativité de +);
— F+0 =TF (0 est I'élément neutre de +);
— F(G +H) = FG + FH (distributivité de x par rapport a +);
— F(GH) = (FG)H (associativité de x);
— Fx % = % xF=F (% est l'élément neutre de x)
— FG = GF (commutativité de x);
— AhK[X] X F= ?\F,‘
— A+ WF=AP+uF
— (AW)F = A(uF)
— AMF+G) =AF+AG

Notation 8.10. On note K(X) l'ensemble des fractions rationnelles muni de ses trois
opérations.
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Remarque 8.11. IK(X) est aussi une K-algebre commutative et K[X] est une sous K-
algebre de K(X).

Proposition 8.12. Toute fraction rationnelle non nulle F a un (unique) inverse i.e. il existe une
fraction rationnelle G telle que FG = GF = 1.

Démonstration. Si F = % alors G = % convient O

Remarque 8.13. Avec cette propriété, on dit que I'anneau (K(X), +, X) est un corps (c’est
méme le corps des fractions de KI[X]).

Définition 8.14. Le degré d'une fraction rationnelle F = % est
deg(F) := deg(P) —deg(Q) = Z U{—o0}

Remarque 8.15. — Le degré est bien définie car deg(PS) = deg(P) + deg(S)

— Comme le degré de 1 est nul alors cela étend bien le degré des polyndmes.

— On remarquera que deg(F) > 0 n'implique pas que F est un polynoéme (e.g.

F= X%i] n’est pas un polyndme).

Proposition 8.16. Soient F, G € K(X). Alors

— deg(FG) = deg(F) + deg(G);

— deg(F+ G) < max(deg(F), deg(G)) avec égalité lorsque deg(F) # deg(G).
Démonstration. On se concentre sur le deuxiéme point. Soient F = % et G = % deux
fractions rationnelles.

deg(F+ G) =deg (SPS_‘_QQR>

= deg(SP + QR) —deg(SQ)

< max(deg(SP), deg(QR)) —deg(SQ)

< max(deg(SP) — deg(5Q), deg(QR) — deg(SQ))
< max(deg(P) —deg(Q), deg(R) —deg(S))
(deg(

)
< max(deg(F), deg(G))

Si deg(F) # deg(G) alors deg(P) —deg(Q) # deg(R) — deg(S) et donc deg(SP) #
deg(QR). On en déduit donc toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités. O

Définition 8.17. La dérivée d'une fraction rationnelle F = % est la fraction rationnelle

F = P,QQZPQI.
Lemme 8.18. — Pourtout F,G e K(X)et A€ K,ona:
(F+AG) =F +AG’
— Pour tout F,G € K(X), ona :
(FG) =F'G+FG’

— La dérivée définie pour les polyndmes et celle définie pour les fractions rationnelles coin-
cident sur les polynomes.
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Définition 8.19. Soit F = % une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. La
fonction associée a F est la fonction (dite « rationnelle »)

P(x)
Q(x)

On appelle podle de F les racines de Q et racine de F les racines de P (ou les zéros de ff)

frix e K\{x e K| Q(x) =0} — F(x) = e K

Remarque 8.20.  — Si K = R alors a est un pole de F si

lim fg(x) = £oo.

Xx—a

— Si K =R ou C, ff est infiniment dérivable et f{. = fp/.
— si K =Fp, ff peut étre définie nulle part (e.g. F = eri—x)

8.2 Décomposition en éléments simples
8.2.1 Résultats généraux de décomposition

Le but de cette subsection va étre d’expliquer comment intégrer les fonctions ration-
nelles associées a une fraction rationnelle de IR(X). Pour cela, on va décomposer cette
derniére en une somme de fractions rationnelles que 1’on pourra facilement intégrer.

Lemme 8.21. Soit F une fraction rationnelle. Il existe un unique couple (E, G) ott E € K[X] et
G € K(X) tel que
F=E+G

et deg(G) < 0. Le polynome E est appelé partie entiére de la fraction rationnelle F.

Démonstration. Soit F = & une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. Soit
E, R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par Q. Alors
P EQ+R R

TRT o Tt

Comme deg(R) < deg(Q) (par définition du reste) alors deg (%) <0.
L’unicité vient de l'unicité de la division euclidienne. O

Lemme 8.22. Soit F = % une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Soient By, B,
deux polynomes premiers entre eux tels que B = B1B,. Alors il existe une unique paire de
polynémes (Aq,Ay) tels que deg(A;) < deg(B;) pouri=1,2 et

A A
A A

F= .
By B2

Démonstration. Existence :
Comme B et B, sont premiers entre eux alors, par le théoréeme de Bézout, il existe des
polyndémes U et V tels que

BiU+B,V=1

et donc tels que AB1U + AB,V = B. On obtient alors les égalités suivantes

A ABjU+ABV AU AV

B~ BB, B, B
A A
—F,+ ?2+E’ + ?1 8.21), deg(A;) < deg(B;)
2 1
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Par unicité de la partie entiére, E; + E; = 0 et donc

A A
F=214 02
By - B,
Unicité :
Soient (A1, A;) et (Cq, Cz) deux paires de polyndmes vérifiant les hypothéses de 1’énoncé.

Alors
A1 A _ C Cy

By B, By B,

On en déduit que A‘B_1C‘ = CZB_ZAZ et donc By(A7 — Cy) = B1(Cy — Aj). Comme
B; et B, sont premiers entre eux alors par le théoreme de Gauf3, B, divise C; — A;.
Autrement dit, il existe K € K[X] tel que C; = KB + A,. Comme deg(A,) < deg(B>)
et deg(C,) < deg(B;) (par hypothese) alors K = 0 et donc A; = C,. De la méme fagon,
A1 =Cj. O

En utilisant ce lemme de fagon répétée, on obtient :

Lemme 8.23. Soit F = % une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Soient By,...,Bn
des polyndémes premiers entre eux deux a deux tels que B = [ [, By. Alors il existe une unique
famille (Aq,...,A) de polyndmes tels que deg(Ai) < deg(Bi), 1 <i<mnet

n
A
F= ) 24

Lemme 8.24. Soient A, B deux polyndmes tels que deg(A) < ndeg(B) = deg(B™). Il existe
une unique famille (A4, ..., Ay) tels que deg(A4) < deg(B) et

A <« A
Br =2 B
i=1

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Sin = 1 alors A7 = A est le seul a
convenir.

Soit n € IN* et supposons la propriété vraie au rang n. Soient Q, R le quotient et le reste
de la division euclidienne de A par B. Alors

A  QB+R_ Q R
Bn+1 =~ Bn+l _BT Bn+1

Comme deg(R) < deg(B), il reste a montrer que deg(Q) < ndeg(B). On peut supposer
Q # 0 (car ce cas-la est évident). Alors deg(A) = deg(BQ) = deg(BQ) = deg(B) +
deg(Q). Comme deg(A) < (n+ 1) deg(B) alors deg(Q) = deg(A) —deg(B) < ndeg(Q).
La propriété est donc vraie au rang n + 1. O

Théoréme 8.25 (décomposition en éléments simples sur C). Soit F = & une fraction

rationnelle de C(X) écrite sous forme irréductible de partie entiere E et Q unitaire. Si la décom-
position en facteurs irréductibles de Q est

n

Q=J[X—aym™

i=1

alors il existe une unique famille de coefficients (xij)1<i<n,1<j<m; de nombres complexes tels

que
n my

F:E+Z.Z (Xiizxi)j

i=1j=1
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Lemme 8.26. Soit F = % € R(X) C C(X) une fraction rationnelle écrite sous forme irréduc-
tible. Soit o« une racine complexe d’ordre v de Q. Notons Aq,...,An les coefficients devant les

1 2 I’ 212 . . . 1
X—art dans leur décomposition en éléments simples. Alors les coefficients devant X_ot Sont

A, ..., An. En particulier, si o« € R alors Ay € R pour tout i.
Démonstration. On va supposer dans un premier temps que v = 1 (on notera A le com-

plexe A7). N N
On sait que A :J(X — a)F](e). Soit Q le polynome tel que Q = (X —x)Q (et donc

Q=Q =(X—®Q). Alors

Ce dernier complexe est le coefficient devant ﬁ Le cas général se fait en considérant
(X — o)™ F et ses dérivées. O

Lemme 8.27. Soient o, A € C. Alors
A A

R
X—a " xR
Démonstration. On a 1’égalité suivante
A N A CAMX =) HAX — o)™
X—om  X=®m™ (X—o)(X—a)"

Le numérateur et le dénominateur sont égaux a leur conjugué et sont donc dans R[X].
O

Théoréme 8.28 (décomposition en éléments simples sur R). Soit F = & une fraction
rationnelle de R(X) écrite sous forme irréductible de partie entiere E et Q unitaire. Si la décom-
position en facteurs irréductibles de Q est

— B X +yr)™

:jv

n
Q:HX o)™
i=1

k:]
alors il existe un unique triplet de familles de réels (xij)1<i<n,1<j<my, (Yk1)1<k<p,1<1<ny/

n mj

_ yk1X+Zk1
FrEr) ) Ry 13 —BX v

i=1j=1 k=11=1

On peut démontrer ce théoréme comme dans le cas complexe. Dans la démonstra-
tion qui suit, on va partir de la décomposition sur C pour trouver celle sur R dans le cas
des racines complexes simples (i.e. ny = 1) afin d’avoir un moyen calculatoire simple
de le faire.

Démonstration. Quitte a retirer la partie entiere, on suppose que F est de degré stricte-
ment négatif.
On peut décomposer en facteurs irréductibles le polynéme Q sur C :

n P
Q=JT(X—a)™ [T(X~A)(X~Ax)
i=1 k=1
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oll A et Ay sont les racines de X2 — 1 X + V.
On a donc une décomposition en éléments simples sur C (on utilise pour avoir le
coefficient des racines complexes conjuguées) :

n mi P
Xij Wi Wi
F= - +
L2 Wy L o o
Ensuite, on a :
Wk Wi wi(X—=A)+Wi(X—A)  2Re(w; )X —2Re (wi})
X=he X=he X2 —Br+vk B X2 = Br + v

On en déduit que yy = 2Re(wy) et zic = —2Re (Wi A).

8.2.2 Méthode de calculs

Soit F = Q une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible et

:'d

n
Q=]]X—a)™ — BrX+vi)"*
i1

k:1

la décomposition en facteurs irréductibles de Q. On en déduit 'existence d'une écriture
de la forme

A = Uk1X+Zk1
F_E+;]; X— 0<1 +kZ”Z1 —BX+yi)t

Pour trouver les différents coefficients, on peut procéder comme suit :
— E est le quotient de la division euclidienne de P par Q (on peut supposer dans
la suite que E = 0).
— Soit a; une racine réelle de Q. Alors x; n’est pas une racine de (X — o;)™F et

Xi,m, = [(X— o)™ F] (o)

On ne peut pas trouver les coefficients plus petits avec cette méthode.
— Soit A une racine simple non réelle de Q (et de X2 — B X +vx). On trouve de
la méme fagon que dans le cas réel le coefficient (complexe) wy devant ﬁ

Celui devant )\ est Wy, et on retrouve ainsi Yy et zi1 en faisant la somme.
— Pour trouver les Coeff1c1ents qui manquent, on peut ensuite
— évaluer en des points bien choisis (e.g. 0 ou des zéros de F);
— calculer X11_}11010 [X™F](x) de deux fagons différentes (avec des n € IN bien choisis
pour que cela tende vers un nombre fini). On obtient ainsi une équation;
— tout développer et identifier les coefficients. On obtient ainsi un systeme li-
néaire en les coefficients qui faut résoudre.

Exemple 8.29. Considérons la fraction rationnelle

_ 2x4
XA F2X3 +2X2 42X+ 1

€ R(X).

Cette fraction rationnelle est écrite sous forme irréductible et

X4+ 2C 42X +2X+1= (X2 +1)(X+1)?
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Tout d’abord, on remarque que

LA AR 44X 2
X4 4 2X3 4 2X2 +2X +1

F=2

Il existe o, B,v,0 € R tels que

o &} YX+06
F=2
+X+1+(X+1)2 X2 +1

Calculons f3 :

2(—1)4

B=(X+1)F(-1)= 1

s
Calculons v et 8. Pour cela, on fait la décomposition (A € C) :
YX+96 A A
X211 X—i . X11
Alors 5ud 1
A=I[X=1F{) = G+i2n - 2
et donc
YX+5 —1 1 —X
X211 2(X—1) 2X+1)  XZ+1
ie.y =—1etd = 0 Pour trouver «, on va calculer X11_)110\O x(F(x) —2) (qui existe et est finie

pour des questions de degré) :

dx3 4+ 4x? Fax 42

R e N S o,y M S
et 5
. o xx Bx YX© 0% o
)}gr;ox(F(x)—Z)_xlbrr;ox+]+(X+1)2+ 2 =ax+y=o0—1

On en déduit que o = —3. Ainsi

-3 1 —X

F=2
X T ez P

8.2.3 Intégration

8.2.3.1 Primitives de f o :x — ﬁ n € N*
On se fixe un intervalle I inclus dans ] — oo, a[ ou ]a, +ool.
— Sin =1 alors les primitives de 1 sur Isontx € = Injlx —al|+C, CeR

— Sin # 1 alors les primitives de fr, q sont x € I — W +C, CeR

oxtB __ avec b2 —4c < 0etn e N*

8.2.3.2 Primitives de x — T toxta)®

Tout d’abord, on peut faire la décomposition suivante (pour x € RR) :

oax+f3 o« 2x+b n (3_0‘713 1
(x2+bx+c)™ 2 (x2+bx+c)™ 2 ) (x2+bx+c)n

En considérant u: x — x2 +bx +¢, le premier terme se réécrit de la fagon suivante :

a«  2x+b  au/(x)
2 (x24+bx+c)™  2u(x)n
Ainsi la primitive de x — %(xzflcnitic)“ est
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— x> %ln(xz—&-bx—i-c) sin=1;
1
(T—n) (x2+bx+c)™T

Pour calculer une primitive de x —

— &%
XI—)Z

1
BT o)n On peut remarquer que

2 foxte= x4+ 2+4C_b2
X = =
x 2 q

_4c—b2 ( 2x N b )Z—H
4 Vdc—b2  /4c—b2

A : _ 2x b ;
Alors grace au changement de variable u = Tzt Vi N obtient pour tout

x < f,

2B+b __Th2
JB dx ) J o 4 (Vac=b7) du
« (X2 +Dbx+c)™ Zatb (4c —b2)(u2 +1) 2

4c—b

2B

\/4C7b2 2 du
2x _H2 2
Tt Vic—b4(us+1)

Il nous reste plus qu’a trouver une primitive de x € R — m € R, n € N*.
Notons I, une telle primitive.
On sait que I = Arctan(x)+ C, C € R.

On remarque tout d’abord que

1+x? x? x?

=| ———dx— | ———dx=I,_ 1— | ———d
n J(1+x2)nd" J(1+x2)“ T J(]—i—xz)“ *

Ensuite, en faisant une intégration par parties sur le deuxieme terme (avec u: x — x/2
1

etv:x— W), on obtient
J’ x2 dx — X _ 1 J dx B X B
(T+x2)n 7 20 —n)(1+x2)1 2(1—n) J (T+x2)nT 201 —n)(1+x2)T 2(1
En conclusion, on a :
I B X n 3—2n I
T 20—+ T T 2(0—m)

Par exemple,
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