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1 Généralités sur les polynômes

Définition 1.1 (Une construction des polynômes). Soit K = Q, R, C, Fp := Z/pZ... un
corps commutatif. Un polynôme (à une indéterminée) à coefficients dans K est une
suite d’éléments de K nulle à partir d’un certain rang i.e. une suite (an)n∈N telle qu’il
existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N, an = 0.
On note K(N) l’ensemble des polynômes.

Exemple 1.2. — 0K(N) := (0, 0, . . .) et 1K(N) := (1, 0, 0, . . .)
— (1, 2, 4, 0, 0, . . .) « correspond » au polynôme 1+ 2X+ 4X2
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Définition 1.3. Soient P = (ak)k∈N,Q = (bk)k∈N deux polynômes et λ ∈ K. On peut
définir la somme de P et Q :

P+Q := (ak + bk)k∈N,

la multiplication de P par le scalaire λ :

λ · P = λP := (λak)k∈N,

et le produit de P et Q :

P×Q = PQ :=

 ∑
i+j=k

aibj


k∈N

Exemple 1.4. — Pour tout k ∈ N \ {0}, (0, 1, 0, . . .)k = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) où le 1 est à
la kème place.

— (1, 2, 4, 0, . . .) + (2, 3, 5, 1, 0, . . .) = (3, 5, 9, 1, 0, . . .)
— (1, 2, 3, 0, . . .)× (2, 4, 5, 0, . . .) = (1, 8, 19, 22, 15, 0, . . .)

Proposition 1.5. Soient P,Q,R trois polynômes et λ,µ ∈ K. Alors
— P+Q = Q+ P (commutativité de +) ;
— P+ (Q+ R) = (P+Q) + R (associativité de +) ;
— P+ 0 = P (0 est l’élément neutre de +) ;
— P(Q+ R) = PQ+ PR (distributivité de × par rapport à +) ;
— P(QR) = (PQ)R (associativité de ×) ;
— P× 1K(N) = 1K(N) × P = P (1K(N) est l’élément neutre de ×)
— PQ = QP (commutativité de ×) ;
— λ1K(N) × P = λP ;
— (λ+ µ)P = λP+ µP

— (λµ)P = λ(µP)

— λ(P+Q) = λP+ λQ

Remarque 1.6. On dit que (K(N),+) est un groupe commutatif, (K(N),+,×) est un
anneau commutatif, (K(N),+, ·) est un K-espace vectoriel et (K(N),+,×, ·) est une K-
algèbre commutative.

Remarque 1.7. Notons X = (0, 1, 0, . . .) alors Xk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .). Alors tout polynôme
P = (ak)k∈N s’écrit

P = (ak)k∈N =
∑
k∈N

ak(0, . . . , 0, 1, 0, . . .) =
∑
k∈N

akX
k.

où, par convention, X0 = 1K(N) .

Remarque 1.8. Le symbole "X" est muet. On aurait pu le remplacer par x, t,♢,♠, . . .

Remarque 1.9. Il n’est pas nécessaire de se placer sur un corps K pour définir les po-
lynômes, les opérations ou pour avoir toutes ces propriétés. On peut reprendre les
constructions et les résultats précédents avec K = Z, Z/nZ,k[t], . . . (et même d’objets
encore plus généraux). Le fait de se placer sur un corps deviendra crucial dans la suite
du cours.

Notation 1.10. On notera K[X] l’ensemble des polynômes à une indéterminée à coeffi-
cients dans K muni de la somme, la multiplication par un scalaire et du produit.

Remarque 1.11. Si K ⊂ L (par exemple, Q ⊂ R ou R ⊂ C) alors K[X] ⊂ L[X]
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Définition 1.12. Soit P =
∑

akX
k ∈ K[X] un polynôme. Alors

— le degré deg(P) de P ̸= 0 est le plus grand k ∈ N tel que ak soit non nul (par
convention, deg(0) = −∞) ;

— le coefficient dominant de P est cd(P) := adeg(P) ;
— le coefficient constant de P est a0.

Un polynôme est dit unitaire si son coefficient dominant est 1.

Notation 1.13. On notera K[X]≤n le sous-ensemble (sous-espace vectoriel) des poly-
nômes de degré ≤ n

Exemple 1.14. — deg(1+ 2X+ 4X2) = 2

— Son terme dominant est 4 et son terme constant est 1.

Proposition 1.15. Soient P,Q ∈ K[X]. Alors
— deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) ;
— deg(P+Q) ≤ max(deg(P), deg(Q)) avec égalité lorsque deg(P) ̸= deg(Q).
— le coefficient dominant (resp. constant) de PQ est le produit des coefficients dominants

(resp. constants) de P et Q.

Exemple 1.16. Si deux polynômes de même degré ont des coefficients dominants op-
posés alors leur somme est de degré strictement inférieur (eg. X et −X).

Définition 1.17. Soit P =
∑

k akX
k un polynôme de K[X] et x ∈ K. L’évaluation du

polynôme P en x est
P(x) :=

∑
k

akx
k ∈ K.

La fonction polynomiale associée à P est la fonction fP : x ∈ K 7→ P(x) ∈ K.

Remarque 1.18. Si K = R ou C alors fP est une fonction infiniment dérivable (ou lisse).
Remarque 1.19. Si K est infini alors les polynômes et les fonctions polynomiales sont en
correspondance. Ce n’est pas le cas si K = Fp (penser au polynôme Xp −X qui est nul
pour tout x ∈ Fp par le théorème de Fermat).

Définition 1.20. Soient A,B deux polynômes de K[X]. On dit que A divise B ou que B

est un multiple de A s’il existe C ∈ K[X] tel que B = AC.
On note alors A|B.

Avertissement 1.21. Contrairement au cas sur N, A|B et B|A n’impliquent pas A = B (i.e.
la divisibilité n’est pas une relation antisymétrique).
Avertissement 1.22. Contrairement au cas sur Z, A|B et B|A n’impliquent pas A = ±B

Lemme 1.23. Soient A,B deux polynômes de K[X]. Si A|B et B|A alors il existe λ ∈ K∗ tel
que A = λB.

Démonstration. Si A|B et B|A alors il existe Q1,Q2 ∈ K[X] tel que

A = BQ1, B = AQ2

On en déduit donc que A = Q1Q2A et

deg(A) = deg(Q1) + deg(Q2) + deg(A)

Autrement dit que deg(Q1) = deg(Q2) = 0 i.e. Q1,Q2 ∈ K∗.

Définition 1.24. A et B sont alors dits associés.

Proposition 1.25. — Pour tout A ∈ K[X], A|A (la divisibilité est réflexive) ;
— Pour tout A,B,C ∈ K[X], (A|B et B|C) ⇒ A|C (la divisibilité est transitive) ;
— Pour tout A,B,C ∈ K[X], A|B ⇒ A|BC ;
— Pour tout A,B,C ∈ K[X], (A|B et A|C) ⇒ A|(B+C) ;
— Pour tout A,B,P,Q ∈ K[X], (A|B et P|Q) ⇒ AP|BQ ;
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2 Division euclidienne dans K[X]

Lemme 2.1. Soient (un)n∈N une suite strictement décroissante d’entiers et b ∈ N. Alors il
existe un rang N pour lequel uN < b.

Démonstration. Si u0 < b alors N = 0 convient. Sinon, on montre par récurrence que

∀n ∈ N,un < u0 − (n− 1)

On en déduit que N = u0 − b+ 1 convient.

Théorème 2.2. Soient A,B ∈ K[X] deux polynômes de K[X] avec B ̸= 0. Alors il existe un
unique couple (Q,R) de polynômes tel que

A = BQ+ R

où deg(R) < deg(B).
On dit que Q est le quotient de la division euclidienne de A par B et R est le reste.

Démonstration. Existence :
— Si deg(A) < deg(B) alors Q = 0 et R = A convient
— Supposons que deg(A) ≥ deg(B). Notons n := deg(A) et d := deg(B).

On va considérer la suite de polynômes (Ak)k définie par itération comme suit :{
A0 = A

Ak+1 = Ak −
cd(Ak)

bk
Xdeg(Ak)−dB si deg(Ak) ≥ d

où les bk sont les coefficients de B.
Par le lemme 2.1, la suite des degrés (deg(Ak)) devient strictement inférieure à
d = deg(B) à un certain rang N. On en déduit que Q =

∑
k

cd(Ak)
bd

Xdeg(Ak)−d et
R = AN

Unicité :
Supposons que (Q,R) et (Q ′,R ′) vérifient tous les deux l’égalité du théorème et Q ̸= Q ′

(et donc deg(Q−Q ′) ≥ 0). Alors

B(Q−Q ′) = R ′ − R

On en déduit que

deg(B) ≤ deg(B(Q−Q ′)) = deg(R ′ − R) < deg(B).

autrement dit une contradiction. On en déduit donc Q = Q ′ et

BQ+ R = A = BQ ′ + R ′ = BQ+ R ′

On a donc R = R ′ et par conséquent, l’unicité du couple (Q,R).

Exemple 2.3. Si on prend A = 2X4 + X3 + 5X2 + 7X + 7 et B = X2 + 1 alors Q =

2X2 +X+ 3 et R = 6X+ 4.

Exemple 2.4. Si deg(B) = 1 i.e. B = λ(X−α) alors le reste de la division euclidienne est
P(α).

Proposition 2.5. Soient A,B ∈ K[X] deux polynômes sur K. B divise A si, et seulement si, le
reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Démonstration. Si B divise A alors il existe Q tel que A = BQ. Par unicité de la division
euclidienne, le reste de la division euclidienne de A par B est nul. Réciproquement, si
le reste de la division euclidienne de A par B alors il existe ∈ K[X], A = BQ
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3 Racine et divisibilité

3.1 Définitions

Définition 3.1. Soient P un polynôme sur K et α ∈ K. L’élément α est une racine de P

si P(x) = 0.

Exemple 3.2. 1 est une racine de X2 − 3X+ 2.

Lemme 3.3. Soient P un polynôme sur K. α est une racine sur K si, et seulement si, le
polynôme X−α divise P

Démonstration. Cela vient du fait que le reste de la division euclidienne de P par (X−α)

est P(α).

Proposition 3.4. Soient P un polynôme sur K et α1, . . . ,αn des racines distinctes de P. Le
polynôme

∏n
i=1(X−αi) divise P.

Définition 3.5. Soient P un polynôme sur K et α une racine sur K. On dit que α est
une racine d’ordre r ≥ 1 de P si (X− a)r divise P et (X− a)r+1 ne divise pas P.

Exemple 3.6. P = (X− 1)2(X− 2) a 1 comme racine double et 2 comme racine simple.

Théorème 3.7 (d’Alembert-Gauß, théorème fondamental de l’algèbre). Tout polynôme
non-constant de C[X] a une racine. On dit aussi que C est algébriquement clos.

Corollaire 3.8. Tout polynôme P ∈ C[X] s’écrit comme le produit

P = cd(P)
n∏

i=1

(X−αi)
mi

où α1, . . . ,αn sont les racines de multiplicité respective m1, . . . ,mn de P.

3.2 Polynôme dérivé et multiplicité

Dans cette sous-section, nous allons supposer que Q ⊂ K.

Définition 3.9. Soit P =
∑n

k=0 akX
k ∈ K[X] un polynôme. Le polynôme dérivé de P

est

P ′ =
n∑

k=1

akkX
k−1 =

n−1∑
k=0

ak+1(k+ 1)Xk

Notation 3.10. On note P(k) le kème dérivé de P i.e. P(2) = P ′′, P(3) = P ′′′...

Proposition 3.11. Soit P ∈ K[X] un polynôme sur K. Alors
— deg(P ′) = deg(P) − 1

— P ′ = 0 si, et seulement si, P est constant.

Proposition 3.12. Soient P et Q deux polynômes et λ ∈ K. Alors

(P+ λQ) ′ = P ′ + λQ ′

Remarque 3.13. On dit que la dérivation est une application K-linéaire K[X] → K[X].

Proposition 3.14 (Formule de Leibniz). Soient P et Q deux polynômes. Alors

(PQ) ′ = P ′Q+ PQ ′
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Corollaire 3.15. Soient P et Q deux polynômes et n ∈ N. Alors

(PQ)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
P(k)Q(n−k).

Proposition 3.16. Soient P ∈ K[X] et x ∈ K. Alors x est une racine d’ordre r ≥ 2 de P alors
x est une racine d’ordre r− 1 de P ′.

Démonstration. Supposons que x est une racine d’ordre r de P i.e. il existe Q tel que
P = (X− x)rQ et Q(x) ̸= 0. Alors

P ′ = r(X− x)r−1Q+ (X− x)rQ ′ = (X− x)r−1
(
rQ+ (X− x)Q ′)

Comme (rQ+ (X− x)Q ′) (x) = rQ(x) = 0 alors x est une racine d’ordre r− 1 de P ′.

Lemme 3.17. Soient k et n deux entiers naturels. Alors

(Xn)(k) =

{
n!

(n−k)!
Xn−k si n ≥ k

0 sinon

Démonstration. (Xn)(k) = (nXn−1)(k−1) = . . . = n(n− 1) · · · (n− k+ 1)Xn−k.

Théorème 3.18 (Développement de Taylor). Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. Alors

P =

deg(P)∑
k=0

P(k)(a)

k!
(X− a)k

Démonstration. Si P est nul, le résultat est évident. Supposons que deg(P) ≥ 0.
Posons n := deg(P). Par itération de la division euclidienne, on montre qu’il existe une
unique famille (c0, . . . , cn) telle que

P =

n∑
k=0

ck(X− a)k

Soit l ∈ {0, . . . ,n}. Alors

P(l) =

n∑
k≥l

ck
k!

(k− l)!
(X− a)k−l

On en déduit donc que
P(l)(a) = l!cl

et donc comme l! ̸= 0 (car Q ⊂ K), on a

cl =
P(l)(a)

l!
.

Remarque 3.19. On dit que (1,X− a, . . . , (X− a)n) est une base de K[X]≤n.

L’unicité des coefficients (cl) entraîne que :

Corollaire 3.20. Soit P ∈ K[X] et x ∈ K. x est une racine d’ordre r si, et seulement si,
P(x) = 0, P ′(x) = 0, ..., P(r−1)(x) = 0 et P(r)(x) ̸= 0.

Remarque 3.21. Les fonctions lisses R → R vérifiant la condition suivante

∀x ∈ R, ∃n0 ∈ N, f(n0)(x) = 0

sont polynomiales.
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4 PGCD et PPCM dans K[X]

4.1 Définitions

Lemme 4.1. Soient A et B deux polynômes de K[X] avec B ̸= 0. Soient Q et R le quotient et
le reste de la division euclidienne de A par B. Les diviseurs communs de A et B sont les mêmes
que les diviseurs communs de B et R.

Démonstration. Soit D un diviseur commun de A et B. Alors D divise BQ (compatibilité
avec la multiplication) et donc R = A− BQ (compatibilité avec la somme). Réciproque-
ment, si D divise B et R alors il divise aussi A = BQ+ R.

Théorème 4.2. Soient A et B deux polynômes dans K[X]. Il existe un unique polynôme D nul
ou unitaire dont les diviseurs sont les diviseurs communs de A et B, c’est-à-dire tel que pour
tout polynôme P ∈ K[X],

P | D ⇔ P | A et P | B

De plus, il existe deux polynômes U et V tels que AU+BV = D

Démonstration. Existence :
Démontrons par récurrence sur n que si deg(B) < n alors pour tout polynôme A, il
existe un polynôme D dont les diviseurs sont les diviseurs communs à A et B et tel
qu’il existe U et V tels que AU+BV = D.
Initialisation : Si n = 0 alors B = 0 alors D = A, U = 1 et V = 0 conviennent.
Hérédité : Soit n ∈ N et supposons le résultat vrai au rang n. Soient A,B ∈ K[X] et
deg(B) < n+ 1. Si deg(B) < n alors le résultat est vrai (par hypothèse de récurrence).
Sinon, B est nul et donc on peut faire la division euclidienne de A par B (on notera
Q le quotient et R le reste). Comme deg(R) < deg(B) alors deg(R) < n. On peut donc
appliquer l’hypothèse de récurrence avec R (et B) : il existe un polynôme D dont les
diviseurs sont les diviseurs communs de B et R et des polynômes U0,V0 tels que

BU0 + RV0 = D

Par le lemme précédent, les diviseurs de D sont également les diviseurs de A et B. On
a aussi l’égalité suivante :

D = BU0 + RV0 = BU0 + (A−BQ)V0 = B(U0 −QV0) +AV0

Le triplet (D,V0,U0 −QV0) convient.
Conclusion : Si D ̸= 0, il ne reste qu’à diviser D par son coefficient pour conclure.
Unicité
Supposons qu’il existe D1 et D2 qui vérifient le problème. Alors D1 divise A et B et
donc divise D2. De la même façon, D2 divise D1. D1 et D2 sont associés. Si l’un est
nul, l’autre aussi. Si les deux sont unitaires alors ils sont égaux.

Définition 4.3. Le polynôme D est alors appelé PGCD de A et B et est noté PGCD(A,B)
ou A∧B. Le couple (U,V) est appelé couple de coefficients de Bézout de A et B.

Remarque 4.4. — La condition d’unitarité permet d’avoir l’unicité ; si on ne l’a pas
le PGCD serait défini à multiplication par un scalaire non nul.

— Le PGCD est le plus grand (pour la divisibilité) des diviseurs unitaires communs
de A et de B.

— On peut remplacer la condition de divisibilité par la condition suivante : Pour
tout couple de polynômes (P,Q), D divise PA+QB.
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On va maintenant donner une version effective de ce théorème :
Pour cela, on va utiliser le résultat suivant (montré dans la preuve du théorème précé-
dent)

Corollaire 4.5. Soit A un polynôme non nul de K[X]. Alors

A∧ 0 =
1

cd(A)
A.

De la même façon, si P et Q sont deux polynômes non nuls de K[X] tels que P divise Q alors

P∧Q =
1

cd(P)
P

.

Proposition 4.6 (Algorithme d’Euclide). Soient A,B deux polynômes non nuls de K[X].
Notons (An) la suite de polynôme définie comme suit :

— A0 = A et A1 = B ;
— pour tout n ∈ N, An+2 est le reste de la division euclidienne de An par An+1.

La suite (An) finit par devenir nulle et le PGCD de A et B est le dernier An non nul.

Démonstration. Comme la suite d’entiers (deg(An)) est strictement décroissante alors
elle finit par devenir strictement négative et donc la suite (An) devient nulle à partir
d’un certain rang (que l’on notera N). Par itération du lemme 4.1, les diviseurs com-
muns de A = A0 et B = A1 sont les diviseurs communs de AN et AN+1 et donc

PGCD(A,B) = PGCD(AN,AN+1) = PGCD(AN, 0) =
1

cd(AN)
AN

Remarque 4.7. On trouve les coefficients de Bézout en « remontant » cette algorithme :

les égalités

{
AN−3 = QN−1AN−2 +AN−1

AN−2 = QN−2AN−1 +AN

deviennent

AN = AN−2 −QN−2AN−1 = AN−2 −QN−2(AN−3 −QN−1AN−2)

= (1+QN−2QN−1)AN−2 −QN−2AN−3

Et ainsi jusqu’à A = A0 et B = A1.

Exemple 4.8. Prenons A = X3 − 4X2 + 4X et B = X3 −X. Alors
— X3 − 3X2 + 3X = 1(X3 −X) + (−3X2 + 4X)

— X3 −X =
(
−1
3 X− 4

9

)
(−3X2 + 4X) + 7

9X

— −3X2 + 4X =
(
−27
7 X− 36

7

)
7
9X

On en déduit que A∧B = X et

7

9
X = B−

(
−1

3
X−

4

9

)
(−3X2 + 4X) = B−

(
−1

3
X−

4

9

)
(A−B) =

(
1

3
X+

4

9

)
A+

(
−1

3
X+

4

9

)
B

Proposition 4.9. Soient A et B deux polynômes dans K[X]. Il existe un unique polynôme M

nul ou unitaire dont les multiples sont les multiples communs de A et B, c’est-à-dire tel que
pour tout polynôme P ∈ K[X],

M | P ⇔ A | P et B | P
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Démonstration. Existence :
Si A ou B sont nuls alors M = 0 convient. Supposons donc A ̸= 0 ̸= B. Il existe alors
des multiples non-nuls communs de A et de B (i.e. AB). Soit M un multiple commun
non nul de degré minimal 1. Par construction, les multiples de M sont des multiples de
A et de B. Réciproquement, soient P est un multiple commun de A et de B et Q,R le
quotient et le reste de la division euclidienne de P par M. Le polynôme R = P −MQ

est divisible par A et par B. Comme M est de degré minimal parmi les multiples non
nuls communs de A et de B et deg(R) < deg(B) alors R = 0. On en déduit donc P est
un multiple de M.
Unicité : Même preuve que pour le PGCD.

Définition 4.10. Le polynôme P est alors appelé PPCM de A et B et est noté PPCM(A,B)
ou A∨B.

4.2 Propriétés du PGCD et du PPCM

Proposition 4.11. Soient A,B des polynômes de K[X]. Si P = AP1 et B = PB1 avec
P,A1,B1 ∈ K[X] et P unitaire. Alors

A∧B = P(A1 ∧B1) et A∨B = P(A1 ∨B1)

Démonstration. Si A et B sont nuls alors les résultats sont immédiats. Supposons que
A ̸= 0 ̸= B. Soit Q un polynôme de K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Q | A1 ∧B1

2. Q | A1 et Q | B1

3. PQ | A et PQ | B

4. PQ | A∧B

En particulier, en prenant Q = A1 ∧ B1, on obtient que P(A1 ∧ B1) divise A∧ B. De
plus, comme P est un diviseur commun de A et B alors P divise A∧B i.e. il existe R tel
que A∧ B = PR. On déduit des équivalences précédentes avec Q = R que R | A1 ∧ B1

et donc A∧ B = PR | P(A1 ∧ B1) et donc A∧ B et P(A1 ∧ B1) sont associés. Comme P,
A∧B et A1 ∧B1 sont unitaires alors on en déduit que

A∧B = P(A1 ∧B1).

Le cas du PPCM se fait de la même façon.

Définition 4.12. Deux polynômes A,B sont dits premiers entre eux si leur PGCD vaut
1.

Exemple 4.13. Les polynômes X2 +X et X2 − 2X+ 1 sont premiers entre eux.

Corollaire 4.14. Soient A,B deux polynômes de K[X]. Il existe deux polynômes A1,B1 ∈ K[X]

tels que A1 ∧B1 = 1 et tels que A = (A∧B)A1 et B = (A∧B)B1.

Démonstration. On utilise la proposition précédente avec P = A∧B.

1. Tout sous-ensemble non vide de N est minoré
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4.3 Théorème de Bézout et théorème de Gauß

Proposition 4.15 (Identité de Bézout). Deux polynômes A,B de K[X] sont premiers entre
eux si, et seulement si, il existe U,V ∈ K[X] tels que AU+BV = 1.

Démonstration. L’implication vient de la définition du PGCD. Réciproquement, sup-
posons qu’il existe U,V tel que AU + BV = 1. Si D divise A et B alors D divise
AU+BV = 1 et donc D est constant. On en déduit donc que PGCD(A,B) = 1.

Théorème 4.16 (Gauß). Soient A,B,C des polynômes de K[X]. Si A et B sont premiers entre
eux et A divise BC alors A divise C.

Démonstration. Comme A et B sont premiers entre eux alors il existe deux polynômes
U,V tels que AU+ BV = 1. On en déduit donc AUC+ BVC = C. Comme A divise BC

alors A divise C.

Corollaire 4.17. Si A et B sont deux polynômes de K[X] premiers entre eux, alors il existe
λ ∈ K∗ tel que

A∨B = λAB

Démonstration. Les multiples de AB sont des multiples de A et de B. Réciproquement,
soit P un multiple commun de A et B. Il existe un polynôme Q tel que P = BQ. Comme
A divise P = BQ et A∧B = 1 alors A divise Q. On en déduit que AB divise P.
On en déduit que les multiples de AB sont les multiples communs de A et de B. On en
déduit donc que A∨B et AB sont associés.

Corollaire 4.18. Soient A,B deux polynômes de K[X]. Les polynômes (A∧ B)(A∨ B) et AB

sont associés, c’est-à-dire qu’il existe λ ∈ K∗ tel que AB = λ(A∧B)(A∨B)

Démonstration. Soient A,B deux polynômes de K[X]. Si A = 0 ou B = 0 alors le résultat
est immédiat. Supposons donc que A ̸= 0 ̸= B. Par définition du PGCD, il existe A1 et
B1 deux polynômes tels que {

A = A1A∧B

B = B1A∧B

Les polynômes A1 et B1 sont premiers entre eux. On en déduit donc qu’il existe λ ∈ K∗

tel que
A1 ∨B1 = λA1B1

On en déduit donc que

λAB = λ(A∧B)2A1B1 = (A∧B)2A1∨B1 = (A∧B)(A∧BA1)∨ (A∧BB1) = (A∧B)A∨B

Proposition 4.19. Soient A,B deux polynômes de K[X] non constants et premier entre eux. Il
existe un unique couple (U0,V0) de polynôme dans K[X] tels que

AU0 +BV0 = 1 avec deg(U0) < deg(B), deg(V0) < deg(A)

Démonstration. Existence : Par Bézout, comme A et B sont premiers entre eux, il existe
un couple (U,V) de polynômes de K[X] tels que AU + BV = 1. On fait la division
euclidienne de U par B i.e. U = Q1B+U0 (avec deg(U0) < deg(B)). On obtient alors
l’égalité

1 = A(Q1B+U0) +BV = AU0 +B(AQ1 + V)

10



Comme 0 = deg(1) ̸= max(deg(AU0), deg(B(AQ1 + V))) (et donc on n’est pas dans
le cas d’égalité du lemme 8.16) alors deg(A) + deg(U0) = deg(AU0) = deg(B(AQ1 +

V)) = deg(B) + deg(AQ+ V). On en déduit :

deg(AQ+ V) = deg(A) + deg(U0) − deg(B) < deg(A)

Le couple (U0,AQ+ V) convient donc.
Unicité : Soient (U0,V0) et (U1,V1) deux polynômes vérifiant la proposition i.e.

AUi +BVi = 1 avec deg(Ui) < deg(B), deg(Vi) < deg(A)

pour i = 0, 1. On en déduit que

AU1 +BV1 = AU0 +BV0

ou encore
A(U1 −U0) = B(V0 − V1).

Comme A et B sont premiers entre eux alors, par le théorème de Gauß, on en déduit que
B divise U1 −U0. Ce dernier polynôme étant de degré strictement inférieur à deg(B),
on en déduit qu’il est nul i.e. U1 = U0. On en déduit alors que V1 = V0.

5 Irréductibilité

Définition 5.1. Un polynôme P de K[X] est dit irréductible si
— deg(P) ≥ 1

— les seuls diviseurs (à coefficient multiplicatif non nul près) de P sont 1 et P

Exemple 5.2. — Un polynôme de degré 1 est irréductible.
— Un polynôme de degré 2 et 3 sans racine dans K est irréductible.
— Tout polynôme de degré ≥ 2 ayant une racine est réductible.

Exemple 5.3. — Le polynôme X2 + 1 est irréductible sur Q, R et Fp avec p ≡ 3[4]

mais réductible sur C, F2 et Fp pour p ≡ 1[4].
— Soient a1, . . . ,an ∈ Z. Alors le polynôme

∏n
k=1(X− ak) − 1 est irréductible sur

Q.
— Il existe des polynômes irréductibles dans Fp de tout degré. Ce résultat permet

la construction de tous les corps finis.

Proposition 5.4. Les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.

Démonstration. Par d’Alembert-Gauß, tout polynôme non-constant à coefficients com-
plexes a une racine. Grâce à l’exemple 5.2, on en déduit qu’un polynôme complexe
irréductible est de degré 1.

Définition 5.5. Soit P =
∑

akX
k ∈ C[X]. Le conjugué de P est le polynôme

P =
∑

akX
k

Proposition 5.6. Soient P,Q ∈ C[X] et λ ∈ C. Alors
— P+Q = P+Q

— PQ = P Q

— λP = λP

— ∀k ∈ N,P(k) = P
(k)

— ∀z ∈ C,P(z) = P(z)
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— Si P ∈ R[X] alors pour tout z ∈ C, P(z) = P(z)

— P ∈ R[X] si, et seulement si, P = P.

Grâce au théorème de d’Alembert-Gauß et cette proposition, on déduit le résultat
suivant :

Corollaire 5.7. Les racines complexes d’un polynôme P ∈ R[X] sont
— soit des réels,
— soit des paires de complexes conjugués de même ordre.

Corollaire 5.8. Les polynômes irréductibles de R[X] sont
— les polynômes de degré 1 ;
— les polynômes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

Démonstration. Soit P un polynôme de R[X].
— si deg(P) = 1 alors il est irréductible.
— si deg(P) = 2 alors il est irréductible si, et seulement si, il n’a pas de racine réelle

i.e. si, et seulement si, son discriminant est négatif.
— si deg(P) ≥ 3 alors soit il a une racine réelle (et donc il n’est pas irréductible)

soit il a une racine complexe (non réelle) ω. Dans ce cas là, son conjugué ω est
aussi une racine de P car P est un polynôme réel. On en déduit donc que P est
divisible par (X−ω)(X−ω) = X2 − 2Re(ω)X+ |ω|2 ∈ R[X]. Autrement dit, P
est réductible.

Proposition 5.9. Un polynôme irréductible P est premier avec tous les polynômes qu’il ne
divise pas.

Démonstration. Soit Q un polynôme de K[X]. Comme P∧Q divise P et P est irréductible
alors

P∧Q =

{
1 ou

P
cd(P)

Alors soit P et Q sont premiers entre eux soit P divise Q.

Corollaire 5.10. Un polynôme irréductible divise un produit de polynômes si, et seulement si,
il divise l’un des facteurs.

Démonstration. Soient P1, . . . ,Pn des polynômes non constants de K[X]. Soit P ∈ K[X]

un polynôme irréductible qui divise
∏n

i=1 Pi. Supposons, par l’absurde que P ne divise
aucun des Pi. Alors par la proposition précédente, pour tout i, P ∧ Pi = 1. Comme P

divise
∏n

i=1 Pi alors par itération du théorème de Gauß, P divise
∏

i>k Pi pour tout
k ≥ 0. En particulier, P divise 1 i.e. P n’est pas irréductible, contradiction !

Théorème 5.11. Tout polynôme non-constant de K[X] est le produit d’un scalaire par un
produit de polynômes irréductibles unitaires de K[X]. De plus, cette décomposition est unique à
l’ordre près des facteurs.

Démonstration. Existence : Démontrons, par récurrence, pour n ≥ 1, la propriété sui-
vante : « Tout polynôme non constant de K[X] de degré inférieur ou égal à n peut
s’écrire sous la forme d’un produit de polynômes irréductibles ».
Initialisation : si n = 1 alors c’est vrai car tout polynôme de degré 1 est irréductible et
est donc le produit d’un seul polynôme irréductible.
Hérédité : Soit n ∈ N,n ≥ 1 et supposons la propriété vraie au rang n. Soit A un po-
lynôme de degré n+ 1. Si A est irréductible alors c’est le produit d’un seul polynôme
irréductible. Sinon, c’est le produit A = BC de deux polynômes non-constant de degré.
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Les polynômes B et C sont de degré inférieur ou égal à n. Par l’hypothèse de récur-
rence, les polynômes B et C s’écrivent comme le produit de polynômes irréductibles.
Unicité : Soit A = λA1 . . . An une telle décomposition du polynôme A. Le scalaire λ

est le coefficient dominant du polynôme A. Les polynômes irréductibles unitaires Ai

divise A et réciproquement, les polynômes irréductibles unitaires qui divise A divise
l’un des Qi qui sont égaux car irréductibles et unitaires. Les polynômes apparaissant
dans la décomposition sont donc tous les polynômes irréductibles unitaires de A.
Soient A deux décompositions de A :

A = λP
α1
1 . . . Pαr

r = λP
β1
1 . . . Pβr

r

où les Pi sont irréductibles unitaires distincts deux à deux. Supposons qu’il existe un i

tel que αi ̸= βi (supposons que αi < βi). Alors∏
j ̸=i

P
αj

j = P
βi−αi
i

∏
j ̸=i

P
βj

j

Alors Pi divise
∏

j ̸=i P
αj

j , ce qui absurde puisque Pi est premier avec les Pj, j ̸= i. On
en déduit que, pour tout i, αi = βi et donc la décomposition est unique à permutation
près.

Corollaire 5.12. Soient A,B deux polynômes non-nuls de K[X]. Si

A = λP
α1
1 . . . Pαn

n et B = µP
β1
1 . . . Pβn

n

où P1, . . . ,Pn sont des polynômes unitaires irréductibles distincts deux-à-deux, alors on a :

A | B ⇔ (∀1 ≤ i ≤ n,αi ≤ βi).

De plus,

A∧B =

n∏
i=1

P
min(αi,βi)
i et A∨B =

n∏
i=1

P
max(αi,βi)
i

Démonstration. Si A | B alors pour tout i, Pαi
i divise A et donc divise B. On en déduit

que αi ≤ βi. Réciproquement, si pour tout i, αi ≤ βi alors P
αi
i divise P

βi
i et donc∏

i P
αi
i divise

∏
i P

βi
i i.e. A divise B.

Les diviseurs unitaires communs de A et de B sont de la forme

D = P
δ1
1 . . . Pδn

n

avec δi ≤ αi et δi ≤ αi (i.e. δi ≤ min(αi,βi)) pour 1 ≤ i ≤ n. On en déduit que le
PGCD de A et B est

A∧B = P
min(α1,β1)
1 . . . P

min(αn,βn)
n .

De la même façon, les multiples unitaires communs de A et de B sont de la forme

D = P
µ1
1 . . . Pµn

n

avec µi ≥ αi et µi ≥ αi (i.e. µi ≥ max(αi,βi)) pour 1 ≤ i ≤ n. On en déduit que le
PGCD de A et B est

A∧B = P
max(α1,β1)
1 . . . P

max(αn,βn)
n .
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6 Relation entre coefficients et racines

Définition 6.1. Un polynôme est dit scindé sur K s’il peut s’écrire sous la forme

A = λ

n∏
i=1

(X−αi)

où α1, . . . ,αn sont dans K et λ ∈ K∗.

Exemple 6.2. — Un polynôme de degré n avec n racines distinctes est scindé.
— Un polynôme de degré n avec n racines comptés avec multiplicités est scindé.

En particulier, tout polynôme complexe est scindé.

Exemple 6.3. — Soit P = a2X
2 + a1X+ a0 un polynôme scindé de degré 2 de ra-

cines α1,α2 i.e.

P = a2(X−α1)(X−α2)

= a2X
2 − a2(α1 +α2)X+ a2α1α2

On en déduit que a1
a2

= −(α1 +α2) et a0
a2

= α1α2

— Soit P = a3X
3 + a2X

2 + a1X + a0 un polynôme scindé de degré 3 de racines
α1,α2,α3 i.e.

P = a3(X−α1)(X−α2)(X−α3)

= a3X
2 − a3(α1 +α2 +α3)X

2 + a3(α1α2 +α1α3 +α2α3)X− a3α1α2α3

On en déduit que a1
a3

= −(α1 + α2 + α3),
a2
a3

= α1α2 + α1α3 + α2α3 et a0
a3

=

−α1α2α3

Exemple 6.4. Considérons le polynôme P = X2 − 2X+ 2. Ses racines sont 1+ i et 1− i.

On a bien

{
(1+ i) + (1− i) = 2

(1+ i)(1− i) = 2

Plus généralement, pour α1, . . . ,αn ∈ K, on définit

— σ1 =

n∑
i=1

αi

— σ2 =
∑

1≤i<j≤n

αiαj

— σk =
∑

1≤i1<...<ik≤n

αi1 . . . αik pour 1 ≤ k ≤ n.

— σn =

n∏
i=1

αi.

Définition 6.5. Les quantités σi sont appelés fonctions symétriques élémentaires des
racines du polynôme scindé

∏n
i=1(X−αi).

Proposition 6.6 (Formules de Viète). Soit A =
∑n

i=0 akX
k un polynôme scindé sur K et

σ1, . . . ,σn les fonctions symétriques élémentaires de ses racines. Alors

∀1 ≤ p ≤ n,σp = (−1)p
an−p

an
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7 Résolutions d’équations

7.1 Équations diophantiennes

Soient A,B,R ∈ K[X]. On veut résoudre des équations de la forme

AU+BV = R (1)

avec U,V ∈ K[X].
On commence par calculer le PGCD A∧ B. Si A∧ B ne divise pas R alors (1) n’a

pas de solution (car A∧ B divise AU+ BV). Supposons maintenant que c’est le cas et
écrivons R = (A∧B)R1, A = (A∧B)A1 et B = (A∧B)B1. L’équation (1) devient

A1U+B1V = R1 (2)

(et A1 ∧B1 = 1).
Par le théorème de Bézout, il existe Ũ0 et Ṽ0 tel que

AŨ0 +BṼ0 = 1

On obtient ainsi une solution particulière (U0 = Ũ0R1,V0 = Ṽ0R1) de (2). L’équation
(2) se réécrit

A1U+B1V = A1U0 +B1V0

ou encore
A1(U−U0) +B1V = B1(V0 − V). (3)

Comme A1 et B1 sont premier entre eux alors B1 divise U−U0. Il existe donc K ∈ K[X]

tel que U = U0 +KB1. On en déduit ensuite que V = V0 +A1K.
Réciproquement, tous ces polynômes sont solutions de (1).

7.2 Théorème des restes chinois et systèmes d’équations

Notation 7.1. Deux polynômes sont congrus modulo P ∈ K[X] s’ils ont le même reste
pour la division euclidienne modulo P, noté A ≡ B[P]

Théorème 7.2 (des restes chinois). Soient P,Q deux polynômes premiers entre eux. Alors
pour tout polynôme A de degré < deg(PQ), il existe un unique couple de polynômes (A1,A2)

de degré, respectivement, < deg(P) et < deg(Q) tel que

{S ∈ K[X] | S ≡ A[PQ]} = {S ∈ K[X] | S ≡ A1[P],S ≡ A2[Q]}

Démonstration. Si S est congru à A modulo PQ alors si on note R1 le reste de la division
euclidienne de S par A et R2 celui de A alors S ≡ R1[P] et S ≡ R2[Q]. Réciproquement,
supposons que S ≡ R1[P] et S ≡ R2[Q]. On va retrouver A.
Comme P et Q sont premiers entre eux alors il existe U,V ∈ K[X] tels que

PU+QV = 1

Alors

{
PU ≡ 1[Q]

PU ≡ 0[P]
et

{
QV ≡ 0[Q]

QV ≡ 1[P]
.

On en déduit que

{
A2PU+A1QV ≡ A2 × 1+A1 × 0 ≡ A2[Q]

A2PU+A1QV ≡ A2 × 0+A1 × 1 ≡ A1[P]
.

On en déduit que le reste de la division euclidienne de A2PU+A1QV par PQ est le
polynôme A recherché.
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Exemple 7.3. Considérons les solutions du système{
P ≡ 8[X− 1]

P ≡ 3X+ 1[X2]
(4)

On écrit une identité de Bézout pour X2 et X− 1 :

X2 − (X− 1)(X+ 1) = 1

On en déduit que 8X2 − (3X+ 1)(X+ 1)(X− 1) vérifie les congruences (4). On en déduit
que les solutions du système (4) sont les polynômes congrus à 4X2 + 3X+ 1 modulo
X2(X− 1)

Soient B0 =
∏p

j=1 B
pj

j

∏n
k=1 B

mk
0,k ,B1 =

∏p
j=1 B

qj

j

∏m
k=1 B

nk
1,k deux polynômes écrits

comme un produit de polynômes irrédutibles (si p = 0, B0 et B1 sont premier entre eux)
et R0,R1 deux autres polynômes. On veut résoudre les équations de la forme{

P ≡ R0[B0]

P ≡ R1[B1]
(5)

(le cas à plus que deux congruences se fait de la même façon). Par le théorème des
restes chinois, les congruences (5) deviennent

P ≡ R0,0[
∏n

k=1 B
mk
0,k ]

P ≡ Rk,0[B
pj

j ] pour 1 ≤ j ≤ p

P ≡ R0,1[
∏m

k=1 B
nk
1,k]

P ≡ Rk,1[B
qj

j ] pour 1 ≤ j ≤ p

(6)

Pour tout 1 ≤ j ≤ p, on vérifie si les équations sont compatibles i.e.

Rk,0 ≡ Rk,1[B
min(pj,qj)

j ]

Supposons qj ≥ pj. Alors

P =Rk,1 +B
qk
k Qk

= Rk,1 +B
pk
k (Bqk−pk

k Qk)

Si ce n’est pas le cas, il n’y a pas de solution. Sinon, on supprime la congruence corres-
pondant à la plus petite puissance. On obtient alors un système de congruences où tous
les polynômes sont premiers entre eux. Cela permet de finir de résoudre ce système.

Exemple 7.4. On va résoudre le système{
P ≡ 7X+ 1[X(X− 1)]

P ≡ 3X+ 1[X2]
(7)

Par le théorème des restes chinois, la première congruence est équivalente aux deux

congruences

{
P ≡ 1[X]

P ≡ 8[X− 1]
.

Comme 3X+ 1 ≡ 1[X] alors la congruence P ≡ 1[X] et la deuxième congruence de (7)

sont compatibles. On en déduit que le système (7) devient :

{
P ≡ 3X+ 1[X2]

P ≡ 8[X− 1]
.

On déduit du lemme précédent que P ≡ 4X2 + 3X+ 1[X2(X− 1)].
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8 Fractions rationnelles

8.1 Généralités sur les fractions rationnelles

Slogan 8.1. Les fraction rationnelles sont aux polynômes ce que sont les rationnels pour
les entiers.

Définition 8.2. Une fraction rationnelle à une indéterminée sur K est le quotient P
Q

de deux polynômes avec Q ̸= 0K[X]. On identifie deux fractions rationnelles P
Q et R

S si
SP = QR.

Remarque 8.3. — De façon plus formelle, on munit K[X]× (K[X] \ {0}) de la relation
binaire ∼ définie par :

(P,Q) ∼ (R,S) si SP = QR

C’est une relation d’équivalence. Une fraction rationnelle est une classe d’équi-
valence de ∼.

— On écrira de la même façon la fraction rationnelle P
1 et le polynôme P (de la

même façon que l’on identifie, dans Q, n
1 et n.

En particulier, si S est un polynôme non nul et P
Q est une fraction rationnelle alors

SP

SQ
=

P

Q
.

Proposition 8.4. Pour tout fraction rationnelle F, il existe un unique (à multiplication par un
élément de K∗ près) couple de polynômes premiers entre eux P, Q tels que

F =
P

Q
.

Démonstration. Soit F = P
Q une fraction rationnelle.

Existence : Notons P0 et Q0 les polynômes tels que P = (P∧Q)P0 et Q = (P∧Q)Q0.
Alors

P

Q
=

(P∧Q)P0
(P∧Q)Q0

=
P0
Q0

et P0 ∧Q0 = 1.
Unicité : Soient (P1,Q1) et (P2,Q2) deux couples de polynômes premiers entre eux tels
que

F =
P1
Q1

=
P2
Q2

.

Alors P1Q2 = P2Q1. Comme P1 et Q1 sont premiers entre eux alors par le lemme de
Gauß, P1 divise P2. De la même façon, comme P2 et Q2 sont premiers entre eux, P2
divise P1. On en déduit qu’il existe λ ∈ K∗ tel que P2 = λP1. De même, Q2 = λQ1.

Définition 8.5. On appelle cette écriture forme/représentation irréductible de F

Corollaire 8.6. Soit F une fraction rationnelle et F = P
Q sa représentation irréductible. Alors si

R
S = F alors il existe un polynôme non nul T tel que

{
R = TP

S = TQ

Démonstration. Si R
S = P

Q alors RQ = PS. Comme P et Q sont premiers entre eux alors
P divise R. Ainsi il existe T tel que R = TP et donc TPQ = PS i.e. S = QT .
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On va maintenant définir des lois de compositions sur l’ensemble des fractions ra-
tionnelles. Cela se fait de la même façon que sur Q : pour tout quadruplet de polynômes
P1,P2,Q1,Q2

P1
Q1

+
P2
Q2

=
P1Q2 + P2Q1

Q1Q2

et
P1
Q1

× P2
Q2

=
P1P2
Q1Q2

Cependant avant de pouvoir faire ça, il faut tout d’abord vérifier que tout cela est bien
défini, c’est-à-dire montrer que si on multiplie le numérateur et le dénominateur par
un même polynôme, on obtient le même résultat.

Lemme 8.7. Soient F = P1
Q1

et G = P2
Q2

deux fractions rationnelles et S et T deux polynômes
non nuls. Alors

(SP1)(TQ2) + (TP2)(SQ1)

(SQ1)(TQ2)
=

P1Q2 + P2Q1

Q1Q2

et
(SP1)(TP2)

(SQ1)(TQ2)
=

P1P2
Q1Q2

Remarque 8.8. — Cela revient à dire que

P1
Q1

+
P2
Q2

=
SP1
SQ1

+
TP2
TQ2

et
P1
Q1

× P2
Q2

=
SP1
SQ1

× TP2
TQ2

— Ces deux opérations sont compatibles avec celles définies sur les polynômes dans
le sens où

P1
1

+
P2
1

=
P1 + P2

1

et
P1
1

× P2
1

=
P1P2
1

.

On a ainsi deux opérations sur l’ensemble des fonctions rationnelles (et une troi-
sième qui est la multiplication par un scalaire qui est la multiplication par λ

1 ).
Ces opérations héritent des propriétés de celles sur K[X] :

Proposition 8.9. Soient F,G,H trois fractions rationnelles et λ,µ ∈ K. Alors
— F+G = G+ F (commutativité de +) ;
— F+ (G+H) = (F+G) +H (associativité de +) ;
— F+ 0 = F (0 est l’élément neutre de +) ;
— F(G+H) = FG+ FH (distributivité de × par rapport à +) ;
— F(GH) = (FG)H (associativité de ×) ;
— F× 1

1 = 1
1 × F = F (11 est l’élément neutre de ×)

— FG = GF (commutativité de ×) ;
— λ1K[X] × F = λF ;
— (λ+ µ)F = λP+ µF

— (λµ)F = λ(µF)

— λ(F+G) = λF+ λG

Notation 8.10. On note K(X) l’ensemble des fractions rationnelles muni de ses trois
opérations.
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Remarque 8.11. K(X) est aussi une K-algèbre commutative et K[X] est une sous K-
algèbre de K(X).

Proposition 8.12. Toute fraction rationnelle non nulle F a un (unique) inverse i.e. il existe une
fraction rationnelle G telle que FG = GF = 1.

Démonstration. Si F = P
Q alors G = Q

P convient

Remarque 8.13. Avec cette propriété, on dit que l’anneau (K(X),+,×) est un corps (c’est
même le corps des fractions de K[X]).

Définition 8.14. Le degré d’une fraction rationnelle F = P
Q est

deg(F) := deg(P) − deg(Q) = Z ∪ {−∞}

Remarque 8.15. — Le degré est bien définie car deg(PS) = deg(P) + deg(S)
— Comme le degré de 1 est nul alors cela étend bien le degré des polynômes.
— On remarquera que deg(F) ≥ 0 n’implique pas que F est un polynôme (e.g.

F = X3

X2+1
n’est pas un polynôme).

Proposition 8.16. Soient F,G ∈ K(X). Alors
— deg(FG) = deg(F) + deg(G) ;
— deg(F+G) ≤ max(deg(F), deg(G)) avec égalité lorsque deg(F) ̸= deg(G).

Démonstration. On se concentre sur le deuxième point. Soient F = P
Q et G = R

S deux
fractions rationnelles.

deg(F+G) = deg
(
SP+QR

SQ

)
= deg(SP+QR) − deg(SQ)

≤ max(deg(SP), deg(QR)) − deg(SQ)

≤ max(deg(SP) − deg(SQ), deg(QR) − deg(SQ))

≤ max(deg(P) − deg(Q), deg(R) − deg(S))

≤ max(deg(F), deg(G))

Si deg(F) ̸= deg(G) alors deg(P) − deg(Q) ̸= deg(R) − deg(S) et donc deg(SP) ̸=
deg(QR). On en déduit donc toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités.

Définition 8.17. La dérivée d’une fraction rationnelle F = P
Q est la fraction rationnelle

F ′ :=
P ′Q− PQ ′

Q2
.

Lemme 8.18. — Pour tout F,G ∈ K(X) et λ ∈ K, on a :

(F+ λG) ′ = F ′ + λG ′

— Pour tout F,G ∈ K(X), on a :

(FG) ′ = F ′G+ FG ′

— La dérivée définie pour les polynômes et celle définie pour les fractions rationnelles coïn-
cident sur les polynômes.
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Définition 8.19. Soit F = P
Q une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. La

fonction associée à F est la fonction (dite « rationnelle »)

fF : x ∈ K \ {x ∈ K | Q(x) = 0} 7→ F(x) :=
P(x)

Q(x)
∈ K

On appelle pôle de F les racines de Q et racine de F les racines de P (ou les zéros de fF)

Remarque 8.20. — Si K = R alors a est un pôle de F si

lim
x→a

fF(x) = ±∞.

— Si K = R ou C, fF est infiniment dérivable et f ′F = fF ′ .
— si K = Fp, fF peut être définie nulle part (e.g. F = 1

Xp−X )

8.2 Décomposition en éléments simples

8.2.1 Résultats généraux de décomposition

Le but de cette subsection va être d’expliquer comment intégrer les fonctions ration-
nelles associées à une fraction rationnelle de R(X). Pour cela, on va décomposer cette
dernière en une somme de fractions rationnelles que l’on pourra facilement intégrer.

Lemme 8.21. Soit F une fraction rationnelle. Il existe un unique couple (E,G) où E ∈ K[X] et
G ∈ K(X) tel que

F = E+G

et deg(G) < 0. Le polynôme E est appelé partie entière de la fraction rationnelle F.

Démonstration. Soit F = P
Q une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. Soit

E,R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par Q. Alors

F =
P

Q
=

EQ+ R

Q
= E+

R

Q

Comme deg(R) < deg(Q) (par définition du reste) alors deg
(

R
Q

)
< 0.

L’unicité vient de l’unicité de la division euclidienne.

Lemme 8.22. Soit F = A
B une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Soient B1,B2

deux polynômes premiers entre eux tels que B = B1B2. Alors il existe une unique paire de
polynômes (A1,A2) tels que deg(Ai) < deg(Bi) pour i = 1, 2 et

F =
A1

B1
+

A2

B2
.

Démonstration. Existence :
Comme B1 et B2 sont premiers entre eux alors, par le théorème de Bézout, il existe des
polynômes U et V tels que

B1U+B2V = 1

et donc tels que AB1U+AB2V = B. On obtient alors les égalités suivantes

A

B
=

AB1U+AB2V

B1B2
=

AU

B2
+

AV

B1

= E2 +
A2

B2
+ E1 +

A1

B1
(8.21), deg(Ai) < deg(Bi)
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Par unicité de la partie entière, E1 + E2 = 0 et donc

F =
A1

B1
+

A2

B2
.

Unicité :
Soient (A1,A2) et (C1,C2) deux paires de polynômes vérifiant les hypothèses de l’énoncé.
Alors

A1

B1
+

A2

B2
=

C1

B1
+

C2

B2

On en déduit que A1−C1
B1

= C2−A2
B2

et donc B2(A1 − C1) = B1(C2 − A2). Comme
B1 et B2 sont premiers entre eux alors par le théorème de Gauß, B2 divise C2 −A2.
Autrement dit, il existe K ∈ K[X] tel que C2 = KB2 +A2. Comme deg(A2) < deg(B2)

et deg(C2) < deg(B2) (par hypothèse) alors K = 0 et donc A2 = C2. De la même façon,
A1 = C1.

En utilisant ce lemme de façon répétée, on obtient :

Lemme 8.23. Soit F = A
B une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Soient B1, . . . ,Bn

des polynômes premiers entre eux deux à deux tels que B =
∏n

i=1 Bi. Alors il existe une unique
famille (A1, . . . ,A2) de polynômes tels que deg(Ai) < deg(Bi), 1 ≤ i ≤ n et

F =

n∑
i=1

Ai

Bi
.

Lemme 8.24. Soient A,B deux polynômes tels que deg(A) < ndeg(B) = deg(Bn). Il existe
une unique famille (A1, . . . ,An) tels que deg(Ai) < deg(B) et

A

Bn
=

n∑
i=1

Ai

Bi

Démonstration. On procède par récurrence sur n. Si n = 1 alors A1 = A est le seul à
convenir.
Soit n ∈ N∗ et supposons la propriété vraie au rang n. Soient Q,R le quotient et le reste
de la division euclidienne de A par B. Alors

A

Bn+1
=

QB+ R

Bn+1
=

Q

Bn
+

R

Bn+1

Comme deg(R) < deg(B), il reste à montrer que deg(Q) < ndeg(B). On peut supposer
Q ̸= 0 (car ce cas-là est évident). Alors deg(A) = deg(BQ) = deg(BQ) = deg(B) +
deg(Q). Comme deg(A) < (n+ 1)deg(B) alors deg(Q) = deg(A) −deg(B) < ndeg(Q).
La propriété est donc vraie au rang n+ 1.

Théorème 8.25 (décomposition en éléments simples sur C). Soit F = P
Q une fraction

rationnelle de C(X) écrite sous forme irréductible de partie entière E et Q unitaire. Si la décom-
position en facteurs irréductibles de Q est

Q =

n∏
i=1

(X−αi)
mi

alors il existe une unique famille de coefficients (xij)1≤i≤n,1≤j≤mi
de nombres complexes tels

que

F = E+

n∑
i=1

mi∑
j=1

xij

(X−αi)j
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Lemme 8.26. Soit F = P
Q ∈ R(X) ⊂ C(X) une fraction rationnelle écrite sous forme irréduc-

tible. Soit α une racine complexe d’ordre r de Q. Notons λ1, . . . , λn les coefficients devant les
1

(X−α)i
dans leur décomposition en éléments simples. Alors les coefficients devant 1

(X−α)i
sont

λ1, . . . , λn. En particulier, si α ∈ R alors λi ∈ R pour tout i.

Démonstration. On va supposer dans un premier temps que r = 1 (on notera λ le com-
plexe λ1).
On sait que λ = [(X − α)F](α). Soit Q̃ le polynôme tel que Q = (X − α)Q̃ (et donc
Q = Q = (X−α)Q̃). Alors

λ =
P(α)

Q̃(α)

Comme P ∈ R[X], on en déduit donc

λ =
P(α)

Q̃(α)
=

P(α)

Q̃(α)
=

P(α)

Q̃(α)
= [(X−α)F](α)

Ce dernier complexe est le coefficient devant 1
X−α . Le cas général se fait en considérant

(X−α)nF et ses dérivées.

Lemme 8.27. Soient α, λ ∈ C. Alors

λ

(X−α)n
+

λ

(X−α)n
∈ R(X)

Démonstration. On a l’égalité suivante

λ

(X−α)n
+

λ

(X−α)n
=

λ(X−α)n + λ(X−α)n

(X−α)n(X−α)n

Le numérateur et le dénominateur sont égaux à leur conjugué et sont donc dans R[X].

Théorème 8.28 (décomposition en éléments simples sur R). Soit F = P
Q une fraction

rationnelle de R(X) écrite sous forme irréductible de partie entière E et Q unitaire. Si la décom-
position en facteurs irréductibles de Q est

Q =

n∏
i=1

(X−αi)
mi

p∏
k=1

(X2 −βkX+ γk)
nk

alors il existe un unique triplet de familles de réels (xij)1≤i≤n,1≤j≤mi
, (ykl)1≤k≤p,1≤l≤nk

,
(zkl)1≤k≤p,1≤l≤nk

tel que

F = E+

n∑
i=1

mi∑
j=1

xij

(X−αi)j
+

p∑
k=1

nk∑
l=1

yklX+ zkl
(X2 −βkX+ γk)l

On peut démontrer ce théorème comme dans le cas complexe. Dans la démonstra-
tion qui suit, on va partir de la décomposition sur C pour trouver celle sur R dans le cas
des racines complexes simples (i.e. nk = 1) afin d’avoir un moyen calculatoire simple
de le faire.

Démonstration. Quitte à retirer la partie entière, on suppose que F est de degré stricte-
ment négatif.
On peut décomposer en facteurs irréductibles le polynôme Q sur C :

Q =

n∏
i=1

(X−αi)
mi

p∏
k=1

(X− λk)(X− λk)
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où λk et λk sont les racines de X2 −βkX+ γk.
On a donc une décomposition en éléments simples sur C (on utilise 8.26 pour avoir le
coefficient des racines complexes conjuguées) :

F =

n∑
i=1

mi∑
j=1

xij

(X−αi)j
+

p∑
k=1

wk

(X− λk)
+

wk

(X− λk)

Ensuite, on a :

wk

X− λk
+

wk

X− λk
=

wk(X− λ) +wk(X− λ)

X2 −βk + γk
=

2Re(wk)X− 2Re
(
wkλ

)
X2 −βk + γk

On en déduit que yk = 2Re(wk) et zk = −2Re
(
wkλ

)
.

8.2.2 Méthode de calculs

Soit F = P
Q une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible et

Q =

n∏
i=1

(X−αi)
mi

p∏
k=1

(X2 −βkX+ γk)
nk

la décomposition en facteurs irréductibles de Q. On en déduit l’existence d’une écriture
de la forme

F = E+

n∑
i=1

mi∑
j=1

xij

(X−αi)j
+

p∑
k=1

nk∑
l=1

yklX+ zkl
(X2 −βkX+ γk)l

Pour trouver les différents coefficients, on peut procéder comme suit :
— E est le quotient de la division euclidienne de P par Q (on peut supposer dans

la suite que E = 0).
— Soit αi une racine réelle de Q. Alors αi n’est pas une racine de (X−αi)

miF et

xi,mi
= [(X−αi)

miF](αi)

On ne peut pas trouver les coefficients plus petits avec cette méthode.
— Soit λk une racine simple non réelle de Q (et de X2 − βkX+ γk). On trouve de

la même façon que dans le cas réel le coefficient (complexe) ωk devant 1
X−λk

.
Celui devant 1

X−λk
est ωk et on retrouve ainsi yk1 et zk1 en faisant la somme.

— Pour trouver les coefficients qui manquent, on peut ensuite
— évaluer en des points bien choisis (e.g. 0 ou des zéros de F) ;
— calculer lim

x→∞[XnF](x) de deux façons différentes (avec des n ∈ N bien choisis
pour que cela tende vers un nombre fini). On obtient ainsi une équation ;

— tout développer et identifier les coefficients. On obtient ainsi un système li-
néaire en les coefficients qui faut résoudre.

Exemple 8.29. Considérons la fraction rationnelle

F =
2X4

X4 + 2X3 + 2X2 + 2X+ 1
∈ R(X).

Cette fraction rationnelle est écrite sous forme irréductible et

X4 + 2X3 + 2X2 + 2X+ 1 = (X2 + 1)(X+ 1)2
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Tout d’abord, on remarque que

F = 2−
4X3 + 4X2 + 4X+ 2

X4 + 2X3 + 2X2 + 2X+ 1

Il existe α,β,γ, δ ∈ R tels que

F = 2+
α

X+ 1
+

β

(X+ 1)2
+

γX+ δ

X2 + 1

Calculons β :

β = (X+ 1)2F(−1) =
2(−1)4

(−1)2 + 1
= 1

Calculons γ et δ. Pour cela, on fait la décomposition (λ ∈ C) :

γX+ δ

X2 + 1
=

λ

X− i
+

λ

X+ i

Alors

λ = [(X− i)F](i) =
2i4

(1+ i)22i
= −

1

2

et donc
γX+ δ

X2 + 1
=

−1

2(X− i)
−

1

2(X+ i)
=

−X

X2 + 1

i.e. γ = −1 et δ = 0 Pour trouver α, on va calculer lim
x→∞ x(F(x)− 2) (qui existe et est finie

pour des questions de degré) :

lim
x→∞ x(F(x) − 2) = lim

x→∞−x
4x3 + 4x2 + 4x+ 2

x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1
= −4

et

lim
x→∞ x(F(x) − 2) = lim

x→∞ αx

x+ 1
+

βx

(x+ 1)2
+

γx2 + δx

x2 + 1
= α+ γ = α− 1

On en déduit que α = −3. Ainsi

F = 2+
−3

X+ 1
+

1

(X+ 1)2
+

−X

X2 + 1

8.2.3 Intégration

8.2.3.1 Primitives de fn,a : x 7→ 1
(x−a)n

, n ∈ N∗

On se fixe un intervalle I inclus dans ] −∞,a[ ou ]a,+∞[.
— Si n = 1 alors les primitives de f1,a sur I sont x ∈ I 7→ ln |x− a|+C, C ∈ R

— Si n ̸= 1 alors les primitives de fn,a sont x ∈ I 7→ 1
(1−n)(x−a)n−1 +C, C ∈ R

8.2.3.2 Primitives de x 7→ αx+β
(x2+bx+c)n

avec b2 − 4c < 0 et n ∈ N∗

Tout d’abord, on peut faire la décomposition suivante (pour x ∈ R) :

αx+β

(x2 + bx+ c)n
=

α

2

2x+ b

(x2 + bx+ c)n
+

(
β−

αb

2

)
1

(x2 + bx+ c)n

En considérant u : x 7→ x2 + bx+ c, le premier terme se réécrit de la façon suivante :

α

2

2x+ b

(x2 + bx+ c)n
=

α

2

u ′(x)

u(x)n

Ainsi la primitive de x 7→ α
2

2x+b
(x2+bx+c)n

est
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— x 7→ α
2 ln(x2 + bx+ c) si n = 1 ;

— x 7→ α
2

1
(1−n)(x2+bx+c)n−1

Pour calculer une primitive de x 7→ 1
(x2+bx+c)n

, on peut remarquer que

x2 + bx+ c =

(
x+

b

2

)2

+
4c− b2

4

=
4c− b2

4

((
2x√

4c− b2
+

b√
4c− b2

)2

+ 1

)

Alors grâce au changement de variable u = 2x√
4c−b2

+ b√
4c−b2

, on obtient pour tout
α < β,

∫β
α

dx
(x2 + bx+ c)n

=

∫ 2β+b√
4c−b2

2α+b√
4c−b2

4

(4c− b2)(u2 + 1)

(√
4c− b2

)
du

2

=

∫ 2β√
4c−b2

2α√
4c−b2

2√
4c− b2(u2 + 1)

du

Il nous reste plus qu’à trouver une primitive de x ∈ R 7→ 1
(x2+1)n

∈ R, n ∈ N∗.
Notons In une telle primitive.
On sait que I1 = Arctan(x) +C, C ∈ R.
On remarque tout d’abord que

In =

∫
1+ x2

(1+ x2)n
dx−

∫
x2

(1+ x2)n
dx = In−1 −

∫
x2

(1+ x2)n
dx

Ensuite, en faisant une intégration par parties sur le deuxième terme (avec u : x 7→ x/2
et v : x 7→ 1

(1−n)(1+x2)n−1 ), on obtient

∫
x2

(1+ x2)n
dx =

x

2(1−n)(1+ x2)n−1
−

1

2(1−n)

∫
dx

(1+ x2)n−1
=

x

2(1−n)(1+ x2)n−1
−

1

2(1−n)
In−1

En conclusion, on a :

In = −
x

2(1−n)(1+ x2)n−1
+

3− 2n

2(1−n)
In−1

Par exemple,

I2 =
−x

−2(1+ x2)
+

−1

−2
I1 =

x

2(1+ x2)
+

1

2
Arctan(x) +C
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