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Séries

Feuille 4 : Séries numériques 11

Exercice 1. Donner une primitive de chacune de ces fonctions (I’ensemble de départ de ces fonctions est un
intervalle ouvert maximal ol elles sont définies) :

1 1
firz—a®aveca# —1, forx— —, fg:xr—)ﬁ,ﬁl:cos,ﬁ:sin,fﬁzln,f7:exp,f8:tan
x T

(o] o0
Exercice 2. Soit a € R, soient f,g: [a,+o0o[— R deux fonctions continues telles que / f(x)dz et / g(z)dx
a a

existent et sont finies, et A € R. Montrer que

1. si pour tout z € [a, 400, f(z) >0 alors [ f(z)dz > 0.

2. si, pour tout = > a, f(z) < g(x) alors [ f(z)dz < [F*° g(x)dz (croissance de I'intégrale)
3. [ f(@) + Ag(z)dz existe et [ f(z) + Ag(z)dx = [ f(z)dz + X [ g(z)dx

4. si c>aalors [~ f(z)dz existe et [ f(z)dz = [ f(x)dz + [ f(x)da

5. si F' est une primitive de f alors I'intégrale impropre faoo f(x)dz existe si, et seulement si, F' a une limite
finie en 4o00.

Exercice 3. Calculer, si elles sont bien définies, les intégrales suivantes :

“+oo 1 “+oo 1 +oo 1 “+oo “+oo 5 +oo
/ — dz avec a # 1, / —dx / — 5 dz, / ze " dx, / ze T dz, / Inzdx
1z 17 o 1+ 1 0 1

Exercice 4. Soit f : [0,+00[— [0, +oo[ continue et décroissante. Posons, pour n € N, u, = f(n) et A, =
n+1
u, — [ f(t)dt
1. Montrer que (u,) est convergente.

2. Montrer que pour tout n € N, 0 < A, < Uy — Upt1-

3. En déduire que Y A, est convergente.

4. Montrer que pour tout N € N, Zfzo Uy = nyzo A+ fONH fe)de

N+1

5. En déduire que la suite (ZQLO Un — J,

f(t)dt) converge.

Exercice 5. On souhaite étudier, suivant la valeur de «, 8 € R, la convergence de la série
) Pp——

= n(lnn)s’

1. Démontrer que la série converge si o > 1.

2. Déterminer la nature de cette série dans le cas a < 1.

3. On suppose que o = 1.



(a) Montrer si 8 <0, alors la série est divergente.

"od
On pose Tn:/ - pour n € N.
5 z(Inz)?

(b) Montrer que si 8 > 1, alors la suite (T;,) est convergente et si 8 < 1, la suite (T},) tend vers +oo.

(c) Conclure pour 37, -, m-

1
Exercice 6. On définit la fonction f: z €]0, +o0[— <5 € R.

1. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que I'intégrale

I, = /:OO () da

est bien définie et exprimer I,, en fonction de n.

2. En déduire que I, ~ %

3. Montrer que la série > f(n) est convergente.

4. (a) Montrer que :

+oo el +o00
VYn € N\ {0}, Z up < I, < — + Z Uk
k=n-+1 [ S

(b) En déduire un équivalent simple de

+oo 1
> =
k2
k=n-+1

Exercice 7. Etablir, grace a une comparaison série-intégrale, les équivalences suivantes
LY Vk~2nyn
2. In(n!) ~ nln(n)
3. Y s ﬁ(k) ~ In(In(n))

Exercice 8. Pour a > 1, posons

+o00 1
(o) = —.
n=1 n

Déterminer la limite de (o — 1)¢(«) quand « tend vers 1%.

Exercice 9. On définit la fonction f: z € [2; +oo[— ——

\/ﬁER.

1. Démontrer que, pour tout réel x > 2 :

(a) Démontrer que : lim I, = +oo.
n—-+oo
(b) On définit la fonction
F:z€[2;+o0— In (x—l— Va?— 1) eR.

Calculer la dérivée de F, et en déduire une expression de I,, en fonction de n.

(¢) Déterminer la limite de I, — In(n) quand n tend vers +oo.



3. On définit, pour tout entier naturel n > 2 :

Sp = —_—
— Vk? -1
(a) Montrer que : Yn e Nyn >2,1,,41 <S5, <1, + %

(b) Trouver un équivalent simple de S,, quand n tend vers +oc.

Exercice 10. Déterminer la nature des séries suivantes :

_qyn-1
L. anl( \/)E

_1)»
2. Vo1 i

_1)"
3. ZnZl 25127)571

Exercice 11. 1. Montrer que pour tout n € N,

cos(n + 1) — cos(n) > —1

Indication : pour tous z,y € R, cos(z) — cos(y) = —2sin(£5¥) sin (£52)

2. Déterminer la nature de la série
> e
n + cos(n)’
Exercice 12. 1. Montrer que pour tout z € R et tout n € N, sin(x + nw) = (—1)" sin(x)

Zsin (nﬂ'—|— %) .

n>1

2. Déterminer la nature de

Indication : Justifier que si u, — 0 alors sin(u,) — u, = o(u2) pour n — oo.
Exercice 13. Soient (4, )n>1 €t (vy)n>1 les suites définies par

Vn € N\ {0}, u, = (_\/1%71 +l et vy, = (?/1%71

3

1. Montrer que u, ~ vy,.
2. Montrer que > u, diverge et que Y v, converge.
3. Que peut-on en conclure ?

Exercice 14. Soit (uy,),>1 la suite définie par

Vn € N\ {0}, u, = (—1)"1n7n

1. Vérifier que la série ), -, u, n’est pas absolument convergente.

2. Montrer que la fonction z +— me est décroissante sur [3, +00].
3. Montrer que la série ) ., u, est convergente (et est donc semi-convergente).

Exercice 15. Soit Y u, une série semi-convergente. Montrer que les séries Y min(0,u,) et > max(0,uy,)
divergent.

Exercice 16. Soit (u,) la suite définie par

(=D"

n +

Vn e N u, =

d

1. Montrer que la série Y u,, est semi-convergente.



2. Notons (u},) la suite définie par
Vn € N, up, = g1 + Usns3 + Uzp.
Montrer que Y u/, est divergente.

3. Montrer que le produit de Cauchy de la série Y u,, avec elle-méme diverge.

Exercice 17. Soit (u,) la suite définie par

(="

n+1

vn e Nyu, =

1. Montrer que Y u,, est semi-convergente.

Par comparaison série-intégrale, on montre que y_;'_; =+ — In(n) converge vers un réel y c’est-a-dire

Z% n) + 7+ o(1) (*)

k=1
pour n — oo

2. En déduire que Y7, u, = In(2).
Indication : Montrer que pour N € N pair

2
~
[V}

S|

w3k

1 k=1

uMz
s

ES
Il

n 1

et trouver un résultat similaire pour N impair puis utiliser (*).
Soit o la fonction N — N définie comme suit :
2k sin = 3k
VneN,on)=<4k+1sin=3k+1
4k +3sin=3k+2

3. Calculer o(n) pour 0 < n < 6.

4. Montrer que la fonction o est une bijection et déterminer la nature de la série ) u,(,) et si elle converge,
en donner la somme.
Indication : On pourra grouper les termes avec n = 3k et n = 3k + 1.

5. Refaire les questions 3) et 4) avec application o, : N — N définie, avec a,b € N\ {0} fixés, par

2ak + ¢ sin=(a+bk+20avec0<l<a-1

Yn € N, o,
n Ub() {Qbk“‘l“rzg Sln:(a+b)k+a+€avecogng_1

C’est une généralisation des calculs précédents : 01,1 =idy et 012 = 0.

Indication : On pourra montrer que

(a+b)n—1 an—1 bn

1 1
VneN\{O}v Z ua(k)zzm_Zﬁ
k=0 k=1

k=0



