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Dans R*, soient F = {(a+ b,a — b,a,0), a,b € R} et
G={(y,x,y,x—y), x,y € R}.
@ Trouver des basesde F,G,FNG,F + G.
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= (07X707X)+(y707y7_y)
= x(0,1,0,1) + y(1,0,1, —1).

La famille G .= {(0,1,0,1),(1,0,1,—1)} est donc génératrice
de G.
Cette famille est clairement libre, c'est donc une base de G.
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: Soit v = (a+ b,a— b,a,0) € F. On cherche des conditions sur
a et b pour que v € G, i.e. existe des réels x et y tels que
(y,x,y,x —y)=(a+ b,a— b,a,0).Dans un systeme cela
donne :

y=a+b
X =a—>b
=
y=a
X—y= 0

On tente alors de résoudre le systeme en x, y.
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Doncv=(a+b,a—b,a,00€ G b=0.
FNG={veRv=_(aaa0)=a(1,1,1,0)}
Une base de FN G est{(1,1,1,0)}.
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peuvent s'écrire f + g avec f € F et g € G.
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A

Proposition
Une famille génératrice de F + Gest la réunion d'une base de F
et d'une base de G.

.

Preuve :

Soient {fi, >, ..., f,} une base de Fet {g1,82,...,8m} une
base de G. Les éléments de F + G sont donc les vecteurs de la
forme

f+g=MhA+ b+ Aafy + p181 + p2g2 + - fim&m
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Pour trouver une base de F + G on echelonne la matrice
associée a une famille génératrice pour trouver une famille
libre.Avec les questions précédentes,
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Et on fait le pivot de Gauss :
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La famille obtenue est libre et toujours génératrice donc c'est
une base.
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Un vecteur v = (x, y, z, t) € R* est dans F si, et seulement si,
il existe a et b réels tels que (x,y,z,t) = (a+ b,a— b, a,0), i.e.

a+b = X

a—>b = y

a = z
0=t

On echelonne ce systeme :
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Autrement dit, le vecteur v = (x,y, z, t) appartient a F si et
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existe A1, A2, ..., A, et i, non tous nuls
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Proposition
Soit {g1,82,--.,8n} une base d'un S.E.V. G; un vecteur v
appartient a G si, et seulement si, la famille {g1,82,...,8n, v}
est liée.
Preuve :
Si v € G, alors il s’écrit comme une combinaison linéaire des
vecteurs gi, 82, . . ., &n, donc la famille {g1, g2,...,8n, v} est
liée. Réciproquement, si {g1,8&2,-..,8n, v} est liéealors il
existe A1, A2, ..., A, et u, non tous nuls, tels que

Ag1+ Xogo+ o+ Angn + v =0.



Eq uations de G

Correction TD

3 Pour obtenir les équations de G on va utiliser une autre

Un méthode.

d’
Proposition
Soit {g1,82,--.,8n} une base d'un S.E.V. G; un vecteur v
appartient a G si, et seulement si, la famille {g1,82,...,8n, v}
est liée.
Preuve :
Si v € G, alors il s’écrit comme une combinaison linéaire des
vecteurs gi, 82, . . ., &n, donc la famille {g1, g2,...,8n, v} est
liée. Réciproquement, si {g1,8&2,-..,8n, v} est liéealors il
existe A1, A2, ..., A, et u, non tous nuls, tels que

A1g1+ Aogo + -+ Angn + v = 0. Or, la famille
{g1,82,...,8n} est libre donc u # 0.
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Soit {g1,82,--.,8n} une base d'un S.E.V. G; un vecteur v
appartient a G si, et seulement si, la famille {g1,82,...,8n, v}
est liée.
Preuve :
Si v € G, alors il s’écrit comme une combinaison linéaire des
vecteurs gi, 82, . . ., &n, donc la famille {g1, g2,...,8n, v} est
liée. Réciproquement, si {g1,8&2,-..,8n, v} est liéealors il
existe A1, A2, ..., A, et u, non tous nuls, tels que

g+ doge+ -+ Apgn + uv = 0. Or, la famille
{g1,82,...,8n} est libre donc p # 0. Comme p # 0, on peut
donc écrire
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Proposition
Soit {g1,82,--.,8n} une base d'un S.E.V. G; un vecteur v
appartient a G si, et seulement si, la famille {g1,82,...,8n, v}
est liée.
Preuve :
Si v € G, alors il s’écrit comme une combinaison linéaire des
vecteurs gi, 82, . . ., &n, donc la famille {g1, g2,...,8n, v} est
liée. Réciproquement, si {g1,8&2,-..,8n, v} est liéealors il
existe A1, A2, ..., A, et u, non tous nuls, tels que

g+ doge+ -+ Apgn + uv = 0. Or, la famille
{g1,82,...,8n} est libre donc p # 0. Comme p # 0, on peut

donc écrire v = —%gl - %gg — = %gn. donc v € G.
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Equations de G

Correction TD
2

On utilise ce résultat pour trouver les équations de G.
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Et on échelonne.
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Cette famille est donc liée si, et seulement si,

z—x=0
t+x—y=0
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e Comme on connait une base de F N G, on peut aussi utiliser la
? méthode de la question précédente.Un vecteur v = (x,y, z, t)

appartient a F N Gsi et seulement si la famille

{(1,1,1,0),(x, y,z,t)} est liée. Considérons
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O - = =
~+~ N < X
O R B

N
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x

Vo —XVi

Cette famille est donc liée si, et seulement si,

y—x=0
z—x=0
t=0

Ce sont donc les équations de FN G.
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On a trouvé lI'équation : t—y —x+2z=0
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On se place dans |'espace vectoriel des fonctions réelles
dérivables sur R.

© Montrer que les quatre fonctions fi, ..., f; définies par les
formules suivantes sont linéairement indépendantes :
fi(x) =1, fa(x) = sinx, f3(x) = cos 2x, fa(x) = sin 3x.
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AMfi+ Xofo + A3z + Mafa =0

A1+ Azsin x 4+ Az cos(2x) + Agsin(3x) =0
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dont on voit facilement qu'il a pour unique solution

A1 = X2 = A3 = A4 = 0. Donc les fonctions fi, f>, f3, f4 sont
linéairement indépendantes.
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On sait que cos(2x) = cos® x — sin? x = 1 — 2sin? x.

On a une relation a x 1 + bcos(2x) + csin? x = 0 valable pour
tout x en prenant a=1,b= —1,c = —2. Donc les trois
fonctions ne sont pas linéairement indépendantes.
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ce qui implique que la fonction x — e(P=3)* est constante, ce
qui est absurde; donc 5 = 0.

On montre de la méme maniére que o« = 0, donc les fonctions
f, et f, sont linéairement indépendantes.
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On se donne deux nombres réels distincts a et b. Soient « et 3
des scalaires tels que af, + Bf, = 0, c'est-a-dire tels que

e®™ + BeP = 0,¥x € R. Si B# 0, alors on a elb=2 = —q/3
ce qui implique que la fonction x — e(P=3)* est constante, ce
qui est absurde; donc 5 = 0.

On montre de la méme maniére que o« = 0, donc les fonctions
f, et f, sont linéairement indépendantes. Si a = b, les
fonctions f; et f, sont égales, donc ne sont pas linéairement
indépendantes.




