Méthode de Gaufy

Antoine Boivin

Posons I =] — 1,1[, w: I — R tel que

1
/ P, (z)w(z) de < oo
—1
pour tout polynoéme P € R[X].

Pour toute paire de polynoémes (P, @), on définit (P, Q) = fi1 P(2)Q(x)w(x)dx

Lemme 1. () est un produit scalaire sur R[X].

w

Soit n € N. Soit (Py, - - - , P,) la base obtenue par orthogonalisation pour (-, ) dela base (1,...,X™) de R<,[X].
Lemme 2. Soit n € N. Le polynome P,, a n racines distinctes.

Démonstration. Soit p := {a €] — 1,1[| a racine d’ordre impaire de P}. Posons Ry, := [],c,(X — ). Le polynome
P, s’écrit comme un produit de polynémes irréductibles sur R :

Py =cd(Py) [J(X =) [](X =)o [T(X =) [[(X® + b:X + i)™
B v

aep i

On en déduit donc que R, P, () est de signe constant pour z €] —1, 1] car [ [, (X — a)Zvat? [L, (= —y)2 (2 +
biz +¢;)" > 0 pour tout x et [[4(z — )25+ ne change pas de signe (car ne s’annule pas) sur | — 1, 1].

En particulier,
1

(R Pa)., :/ R (8)Po(Hw(t) dt £ 0
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On en déduit donc que R, ¢ P = R<,_1[X] et donc Card(p) = deg(R,) = n. Comme deg(P,) = n, P, n’a pas
d’autres racines que celle dans p. O

Soient a, ..., les racines de P,. Soient (Ly,...,L,) la base de Lagrange associée. Posons

A= /1 L;(t)w(t) dt.

-1

Proposition 3. Pour tout polynome P de degré au plus 2n — 1, on a :
1 n
/ P(w(t) dt = 3 AP(ay).
-1 i=1

Démonstration. — Cas deg(P) <n—1: La fonction ¢: P € Re,y—1[X] — f_ll P(t)w(t) dt est une forme linéaire.
Comme (evg,,...,eVq,, ) est une base de (R<,_1)* (car a1,...,a, sont distincts) alors il existe un unique
n-uplet (B1,...,0n) € R™ tels que

n
Y = Z 6ievo¢i .
i=1

Pour j € {1,...,n}, on a alors :

No=@(L;) = Bieva,(L;) = Bj.
=1



et donc pour P de degré au plusn — 1, on a :

P)=> \P(w).
i=1

— Cas deg(P) =n : Comme 1 € P+
1
/ P,(t)w(t) =(1,P,),=0
~1
Comme (1,..., X" 1 P,) est une base de R<,,[X], on est ramené au cas précédent.

— Cas deg(P) < 2n — 1 Soit P un polynéme (non nul) de degré au plus 2n — 1. On peut faire la division
euclidienne de P par P, : P = Q, P, + R,, avec deg(R,),deg(Q,) <n — 1. On a alors

| Pt /(Qn() 0+ Ra)e0 = [ @uOPD + Bt
/ QuOPa(Odt+ [ ROt = (@, Pl + [ Ratiulti

QHEPL /71 Rn(t)w(t)dt deg(Rn:)Snfl Z )\iRn(ai) _ Z )\i(p(ai) _ Pn(Oéi) Qn(al)) = Z)\ip(ai)

i=1 i=1 Y
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Notation 4. Pour f une fonction continue, on note
1
)= [ s a
-1
et "
= Z Aif (o)
i=1
Lemme 5. Pour touti € {1,...,n}, \; > 0.
Démonstration. Soit i € {1,...,n}. On a :
0 < (L;, L;) Z L2 () = \i.
O

Proposition 6. Soient f : [—1,1] — R une fonction de classe C*™. Alors

2/ X713 supgey 1,0 1F 4" ()]

Démonstration. Pour tout x € [—1, 1], le théoréme des accroissements finis fournit ¢(z) €] — 1, 1] tel que

2n—1 on
B 2 @) (o(a).
f0=3_1 <> + g el@)

2n

Notons T},: = — Z% Lk (o ) 5T et urx Gn )f(2" (¢(x)). Comme T, est une fonction polynomiale de degré au
plus 2n — 1 alors

[L(f) = Sn(A)] = 1(Th) + I(u) = Su(Th) = Su(u)| = [1(u) = Sp(w)] < [I(u)] + [Sn(u)].




On a:

=/ 1 O ea))ote) d < / 1 SIS o) d
< SUPye; 11[|f( n) |/ Supre 12179){( n)( M”X””i
et
" o supg @) )
[Sn(u)| = ; u(ay)| < Z| )\Z lu(oi) < ;)\iw:ﬁ?,l[vﬁ )(x)‘(Qn)! _ €l 221;)' Sn(wr—>x2 ).

Considérons la division euclidienne X?" = P,Q + R et donc

Sp(z = 22") = S, (x = Po(2)Q(x)) + Sp(z — R(x)) = Sp(z — R(x)) = I(z — R(x))
=I(z — 2™) — I(z — P,(2)Q(x)).

Comme deg(Q) = n alors la division euclidienne de @ par P, s’écrit : Q = (( )P + S = Cd(P B =P, + S avec
deg(S) <n —1 et donc
I~ Py(2)Q(x)) = ﬁ (I = P2(2)) + (x> SPa())) = Cd(;n)g(x > P2(2)) > 0

On en déduit donc que
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