
Méthode de Gauß
Antoine Boivin

Posons I :=]− 1, 1[, ω : I → R>0 tel que ∫ 1

−1

Pn(x)ω(x) dx < ∞

pour tout polynôme P ∈ R[X].
Pour toute paire de polynômes (P,Q), on définit 〈P,Q〉ω :=

∫ 1

−1
P (x)Q(x)ω(x)dx

Lemme 1. 〈·, ·〉ω est un produit scalaire sur R[X].

Soit n ∈ N. Soit (P0, · · · , Pn) la base obtenue par orthogonalisation pour 〈·, ·〉ω de la base (1, . . . , Xn) de R≤n[X].

Lemme 2. Soit n ∈ N. Le polynôme Pn a n racines distinctes.

Démonstration. Soit ρ := {α ∈]− 1, 1[| α racine d’ordre impaire de P}. Posons Rn :=
∏

α∈ρ(X − α). Le polynôme
Pn s’écrit comme un produit de polynômes irréductibles sur R :

Pn = cd(Pn)
∏
α∈ρ

(X − α)2να+1
∏
β

(X − β)2νβ+1
∏
γ

(X − γ)2νγ

∏
i

(X2 + biX + ci)
νi

On en déduit donc que RnPn(x) est de signe constant pour x ∈]−1, 1[ car
∏

α∈ρ(X−α)2να+2
∏

γ(x−γ)2νγ
∏

i(x
2+

bix+ ci)
νi ≥ 0 pour tout x et

∏
β(x− β)2νβ+1 ne change pas de signe (car ne s’annule pas) sur ]− 1, 1[.

En particulier,

〈Rn, Pn〉ω =

∫ 1

−1

Rn(t)Pn(t)ω(t) dt 6= 0

On en déduit donc que Rn /∈ P⊥
n = R≤n−1[X] et donc Card(ρ) = deg(Rn) = n. Comme deg(Pn) = n, Pn n’a pas

d’autres racines que celle dans ρ.

Soient α1, . . . , αn les racines de Pn. Soient (L1, . . . , Ln) la base de Lagrange associée. Posons

λi :=

∫ 1

−1

Li(t)ω(t) dt.

Proposition 3. Pour tout polynôme P de degré au plus 2n− 1, on a :∫ 1

−1

P (t)ω(t) dt =
n∑

i=1

λiP (αi).

Démonstration. — Cas deg(P ) ≤ n−1 : La fonction ϕ : P ∈ R≤n−1[X] 7→
∫ 1

−1
P (t)ω(t) dt est une forme linéaire.

Comme (evα1
, . . . , evαm

) est une base de (R≤n−1)
∗ (car α1, . . . , αn sont distincts) alors il existe un unique

n-uplet (β1, . . . , βn) ∈ Rn tels que

ϕ =

n∑
i=1

βievαi
.

Pour j ∈ {1, . . . , n}, on a alors :

λj = ϕ(Lj) =

n∑
i=1

βievαi
(Lj) = βj .
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et donc pour P de degré au plus n− 1, on a :

ϕ(P ) =

n∑
i=1

λiP (αi).

— Cas deg(P ) = n : Comme 1 ∈ P⊥
n ∫ 1

−1

Pn(t)ω(t) = 〈1, Pn〉ω = 0

Comme (1, . . . , Xn−1, Pn) est une base de R≤n[X], on est ramené au cas précédent.
— Cas deg(P ) ≤ 2n − 1 Soit P un polynôme (non nul) de degré au plus 2n − 1. On peut faire la division

euclidienne de P par Pn : P = QnPn +Rn avec deg(Rn),deg(Qn) ≤ n− 1. On a alors∫ 1

−1

P (t)ω(t)dt =

∫ 1

−1

(Qn(t)Pn(t) +Rn(t))ω(t)dt =

∫ 1

−1

(Qn(t)Pn(t) +Rn(t))ω(t)dt

=

∫ 1

−1

Qn(t)Pn(t)ω(t)dt+

∫ 1

−1

Rn(t)ω(t)dt = 〈Qn, Pn〉ω +

∫ 1

−1

Rn(t)ω(t)dt

Qn∈P⊥
n=

∫ 1

−1

Rn(t)ω(t)dt
deg(Rn)≤n−1

=
n∑

i=1

λiRn(αi) =
n∑

i=1

λi(P (αi)− Pn(αi)︸ ︷︷ ︸
=0

Qn(αi)) =
n∑

i=1

λiP (αi)

Notation 4. Pour f une fonction continue, on note

I(f) :=

∫ 1

−1

f(t) dt.

et

Sn(f) :=

n∑
i=1

λif(αi)

Lemme 5. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, λi > 0.

Démonstration. Soit i ∈ {1, . . . , n}. On a :

0 < 〈Li, Li〉ω =

n∑
i=1

λiL
2
i (αi) = λi.

Proposition 6. Soient f : [−1, 1] → R une fonction de classe C2n. Alors

|I(f)− Sn(f)| ≤
2‖Xn‖2ω supx∈]−1,1[ |f (2n)(x)|

(2n)!
.

Démonstration. Pour tout x ∈ [−1, 1], le théorème des accroissements finis fournit c(x) ∈]− 1, 1[ tel que

f(x) =

2n−1∑
k=0

f (k)(0)
xk

k!
+

x2n

(2n)!
f (2n)(c(x)).

Notons Tn : x 7→
∑2n−1

k=0 f (k)(0)x
k

k! et u : x 7→ x2n

(2n)f
(2n)(c(x)). Comme Tn est une fonction polynomiale de degré au

plus 2n− 1 alors

|I(f)− Sn(f)| = |I(Tn) + I(u)− Sn(Tn)− Sn(u)| = |I(u)− Sn(u)| ≤ |I(u)|+ |Sn(u)|.



On a :

|I(u)| =
∣∣∣∣∫ 1

−1

x2n

(2n)!
f (2n)(c(x))ω(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

−1

x2n

(2n)!
|f (2n)(c(x))|ω(x) dx

≤
supx∈]−1,1[ |f (2n)(x)|

(2n)!

∫ 1

−1

x2nω(x) dx =
supx∈]−1,1[ |f (2n)(x)|

(2n)!
‖Xn‖2ω.

et

|Sn(u)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

λiu(αi)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

| λi︸︷︷︸
>0

|u(αi) ≤
n∑

i=1

λi sup
x∈]−1,1[

|f (2n)(x)| αn
i

(2n)!
=

supx∈]−1,1[ |f (2n)(x)|
(2n)!

Sn(x 7→ x2n).

Considérons la division euclidienne X2n = PnQ+R et donc

Sn(x 7→ x2n) = Sn(x 7→ Pn(x)Q(x)) + Sn(x 7→ R(x)) = Sn(x 7→ R(x)) = I(x 7→ R(x))

= I(x 7→ x2n)− I(x 7→ Pn(x)Q(x)).

Comme deg(Q) = n alors la division euclidienne de Q par Pn s’écrit : Q = cd(Q)
cd(Pn)

Pn + S = 1
cd(Pn)2

Pn + S avec
deg(S) ≤ n− 1 et donc

I(x 7→ Pn(x)Q(x)) =
1

cd(Pn)2
(
I(x 7→ P 2

n(x)) + I(x 7→ SPn(x))
)
=

1

cd(Pn)2
I(x 7→ P 2

n(x)) > 0

On en déduit donc que

|Sn(u)| ≤
supx∈]−1,1[ |f (2n)(x)|

(2n)!
In(x 7→ x2n) =

supx∈]−1,1[ |f (2n)(x)|
(2n)!

‖Xn‖2ω.


