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Fonctions a deux variables

Controle continu

Durée : 1h00.
Toute réponse doit étre justifiée.
Le correcteur tiendra compte de la qualité de la rédaction et de la présentation.
Les appareils électroniques et tout document sont interdits.

Exercice 1 (2). Donner la définition d’ouvert (de R?).

Solution : Un ouvert est une partie S de R? telle que
Vz € 5,3 > 0,B(x,e) C S.

Exercice 2 (2%¥2+2*2+4+(1+2)). Soit C' un sous-ensemble de R?. La fonction indicatrice de C' est la fonction
1c: R? — R définie par
1 sizeC

0 sinon.

Vo € R? 1o(x) = {
1. Donner la définition de I’adhérence de C et de I'intérieur de C.

2. Montrer que 1¢ est continue en tout point de C et en tout point de R?\ C.

3. Montrer que 1o n’est pas continue en tout point de C'\ C.
Indication : Pour les questions 2 et 3, un dessin donnant les valeurs prises par 1o devrait aider a la résolution.

4. Montrer que 1¢ est continue si, et seulement si, C = @) ou C = R2.
On pourra utiliser que les seuls ouverts fermés sont () et R?.

Solution :
1. C={zeR?|3e>0,B(z,e) CC}et C={xeR?|Ve>0 B(zx,e)NS +#0}

2. Soit z € C. Fixons ¢ > 0 tel que B(z,e) C C. On en déduit donc que la fonction 1¢|p(s,) est constante et

est donc continue. De la méme fagon, comme R? \ C' est ouvert (comme complémentaire d’'un fermé), 1¢ est
constante au voisinage de n’importe lequel point de R? \ C.

3.8izeC\C=CnN(R2\C)=CnNCe alors
e V6 >0,B(x,0)NC #0
e V5 >0,B(x,0)NCc £
Posons ¢ = 1/2. Soit 6 > 0. Gréace aux deux conditions précédentes, on trouve y; € B(x,d) N C,y2 €

B(x,6) N C¢ et donc 1eo(y1) = 1 et L1e(ye) = 0. Six € C alors |1o(x) — L1a(y2)| > € et si x € C€ alors
[lo(x) = Le(p)| >«

4. 851 C =0 ouC = R2 alors 1¢ est constante et donc continue. Réciproquement, si I¢ est continue alors
C\ C = 0. Comme C C C alors C = C. Comme C D C D C alors C = C = C. L’ensemble C est donc
ouvert et fermé, ce qui permet de conclure.

On pourrait aussi dire que comme 1¢ est continue et C' = 1;'({1}) = 15'(R*) alors C est un ouvert fermé.

Exercice 3 (2*2+2). Soient S,T deux sous-ensembles de R%. Montrer que



L SUT=SUT 2. SUT CcSUT
Solution :
e Méthode 1
1. Comme SUT C SUT alors comme S UT est un fermé (comme union finie de fermés — les deux
adhérences) contenant SUT alors SUT C SUT. Comme S C SUT C SUT et que SUT est fermé

alors S C SUT. On montre de la méme facon que T C SUT et donc SUT C SUT, ce qui permet de
conclure.

2. Comme S C SUT et T CSUT alors SUT C SUT

e Méthode 2 :

1. Soient x € SUT et € > 0.
— Siz € S alors B(z,6) NS # 0. Comme S C SUT alors B(z,e) N (SUT) #0;
— Siz €T alors B(x,e)NT # (). Comme T'C SUT alors B(x,e) N (SUT) # 0.

On en déduit donc que z € S UT. Pour montrer I'inclusion réciproque, on va passer au complémentaire :
on va montrer (SUT)® C (SUT). Notons tout d’abord que

(SUT) =8"NT =5°NT°

et

o

(SUTYF = (SUT) = §°nT°
Soit x € (SUT)® = @ﬂﬁ Alors z € @ et x € ﬁ Fixons €1 > 0 et €2 > 0 tels que
B(z,e1) C 5S¢ et B(z,e9) C T
Posons ¢ := min(ey,£2) > 0. Alors
B(z,e) C B(z,e1) C S¢ et B(z,e) C B(z,e2) C T
et donc B(z,g) C S°NT° On en déduit donc que z € W
2. Soitxz e SUT.

— Siz e S alors il existe £ > 0 tel que B(z,e) € S C SUT ;
— Siz e T alors il existe e > 0 tel que B(x,e) c T C SUT.

On en déduit donc que = € ﬁ“ .
Exercice 4 (4+5). Soient a,b € R? et r,s > 0.
1. Montrer que si By(a,r) C By(b,s) alors |la —b|| < s —r.
2. Montrer que si By(a,r) N Byf(b,s) = 0 alors ||a — b|| > s +r.
Indication : Dans les deux cas, on pourra considérer un point bien choisi de la droite définie par a et b.
Solution :

1. Supposons que By(a,r) C By(b, s).
Sia=balors v:=a+re; € B(a,r) C B(a,s) donc r=|jv—al| <setdoncs—r>0=]a—Dbl.
Supposons que a # b. Soit x = a — m(b —a). Clest le point de la droite définie par a et b, et de la boule
By (a,r) le plus éloigné de b.
Montrons que x € By(a,r) :

r r
z—all=|l—0B—-0a)||=———|[(b—a)||=1r
o=l = | 0= )| = o 16—

Par hypothese, on sait que z € By(b, s) et donc ||z — b|| < s et donc

r

a—”bia(b—a)—b‘ :H(H”b_a')(b—a)

Iob—all <s—r

= (14 o ) e =@l = b=l + -

s> fla—b] =

et donc



2. On va démontrer le résultat par contraposée : si |ja — b|| < s+ r alors By(a,r) N Bf(b,s) # (). Montrons que

ri=——a+——be By(a,r) N Bs(b, s).

s+r r+s
On a
|z — al| = a+ b—a :H— Lot — b‘: " p—al <
s+r r+s s+r r+s r+s
et
e = bl = | — “*rb‘ﬂwz s ‘: polb -l <o
s+ r+s s+r r+s r+s

Exercice 5 (2+(3+3)/2+2). Déterminer les couples (a,b) €]0,+o00[? pour lesquels
par

a b
i (2,y) # (0,0)
0 sinon.

V(a:,y) € RQ?f(xvy) = {

est continue.
Indication : on pourra commencer par étudier le cas (a,b) = (3, %) et (a,b) = (
ces cas rapportera des points.

3
2

la fonction f: R? — R définie

71), La résolution compléte de

Solution : Erratum : J’ai ajouté des valeurs absolues pour que la fonction soit définie sur tout R2.
Soient (a,b) €]0,+o00[%. Alors la fonction f est continue sur R? \ {0} comme quotient de fonctions continues

dont le dénominateur ne s’annule pas. Etudions maintenant la continuité en (0,0).
polaires : pour r > 0,6 € R,

_|rlcos(0)|r®| sin()]°|
= 2

| (r cos(68), rsin(9))| .

Sia+b—2>0 alors lir% ro+b=2 — () et donc la fonction est continue.
r—

Sia+b—2 <0 alors en prenant la fonction continue v : R — R? définie par

V(1) = (t,1),

on a :
ey = 7 e 2
2t2 2 '
sia+b<0et )
F() = 3 #0
sia+b=2.

On en déduit donc que f n’est pas continue en (0,0).

On va passer en coordonnées

= r@t=2| cos(0)]%| sin(h)|® < r2 T2,

Exercice 6 (0.5%4). Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en francais et préciser s’il s’agit

d’une minuscule ou d’une majuscule :
1.T 2. ¢ 3. H
Solution :
e gamma majuscule
e phi minuscule
e eta majuscule

e xi minuscule

4. ¢



