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Toute réponse doit être justifiée. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et
de la présentation. Le cas échéant, on pourra admettre explicitement le résultat d’une
question pour répondre à une question suivante.

Exercice 1. Soient E un espace vectoriel, N1 et N2 deux normes sur E. Montrer que la fonction
donnée par N(x) := max(N1(x), N2(x)), pour tout x ∈ E, est une norme sur E.

Exercice 2. Soient (E, ∥ · ∥) un espace vectoriel normé et K1, . . . ,Kn des parties compactes. On pose

K :=

n⋃
j=1

Kj .

Montrer que K est compact.

Exercice 3. Soient (E, ∥ · ∥) un espace vectoriel normé, F un sous-espace vectoriel fermé de E et
u ∈ E \ F . Soit (yn) une suite de F ⊕Vect(u) convergeant vers y. On écrira

∀n ∈ N yn = xn + λnu

avec (xn) une suite de F et (λn) une suite de R.

1. On va montrer, par l’absurde, que (λn) est bornée. Supposons que (λn) ne le soit pas.

(a) Construire une sous-suite (λφ(n)) de (λn) telle que ∀n ∈ N, λφ(n) ̸= 0 et |λφ(n)| → +∞.

(b) Pour tout n ∈ N, on pose ỹn := 1
λφ(n)

yφ(n). Calculer la limite de cette suite et aboutir à
une contradiction.

2. En déduire que (λn) admet une sous-suite convergente et qu’il en est de même pour (xn).

3. En déduire que F ⊕Vect(u) est fermé.

4. Soit G un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Montrer que F +G est fermé.
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Exercice 4. On considère la norme euclidienne ∥ · ∥2 sur Rd. Dans cet exercice, on pourra noter, pour
tous x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd,

⟨x, y⟩ :=
d∑

j=1

xjyj .

et observer que ∥x∥22 = ⟨x, x⟩. On définit, pour tout x ∈ Rd,

f(x) :=
1

1 + ∥x∥2
x .

1. Soit a ∈ Rd \ {0}. Montrer que f est différentiable en a et donner l’expression de sa différentielle
en a.

2. Déterminer, si c’est possible, la dérivée directionnelle de f en 0 dans toute direction v. La
fonction f est-elle différentiable en 0 ?


