L3 M - L3 MA - DL3 ME - DL2 MI
2025-2026

Analyse numérique

Controle continu 2

Dugrée : 2h30.
Toute réponse doit étre justifice.
Les correcteurs tiendront compte de la qualité de la rédaction et de la présentation.
Les appareils électroniques sont interdits. Une feuille de taille A4 de notes est autorisée.
Le sujet comporte 4 pages.

Exercice 1. Soit f: [-1,1] — R une fonction continue. On considére la méthode d’approximation suivante :

1
/_ (@) o af(-1)+ BF(-6)+ BIE) + o f (1)

ou «a,B €Ret & €]0,1].
1. Rappeler la définition de I'ordre d’une méthode de calcul numérique d’intégrales.

2. Soit £ €]0,1[. Déterminer I'unique couple («, 3) en fonction de £ pour lequel la méthode d’approximation soit
d’ordre supérieur ou égal a 2. Est-elle d’ordre supérieur ou égal & 37

3. Déterminer la valeur de £ pour laquelle la méthode soit d’ordre supérieur ou égal a 5.

Solution : Dans ce qui suit, on identifiera un polyndome de R[X] et la fonction polynomiale qui lui est associée.

1. Soit n € N et A une méthode de calcul numérique d’intégrales sur un intervalle [a,b]. La méthode A est
d’ordre n si pour tout P € R, [X],

et s'il existe P € R[X] de degré n + 1 tel que

b
A(P) ;é/ P(z) dz.

2. Notons A la méthode proposée. La méthode A : f — A(f) étant linéaire, elle est d’ordre supérieur ou égal a
n € N si et seulement si A (Xk) = f_ll z* dx pour tout k € N tel que k < n.
Pour tout k € N impair, par imparité de X*, on a
1
A (XF) :0:/ 2 da.

-1

De plus,
A1) = 2(a + B),
/1 1 dx =2,
A(X?) =a (-1 +1) + B (-6 + &) =2 (a + 5°)
et



2+ p) =2
2(a+pe%) =2

Ainsi, la méthode est d’ordre supérieur ou égal a 2 si et seulement si { . Résolvons ce
systéme.

2(a+8) =2 a+pB=1
{2<a+652)=§ ‘:’{a+ﬁ52=;

— a+p=1
Lo«Ly—L1 |f3 (52 - 1) = _§
— {a +5=1

_ 2
b=smen
_ 2
— {a =1 3=
A= s

Comme 3 est un nombre impair, on a vu que
1
A(X3) :/ 22 dr =0,
-1
donc pour ces valeurs de « et 3, la méthode est d’ordre supérieur ou égal a 3.
3. Soit € €]0,1[, a = 1 — ﬁ et 8 = ﬁ Comme précédemment, A (X5) = f_11x5 dx = 0, donc la

méthode est d’ordre supérieur ou égal a 5 si et seulement si A (X*) = fil z* dz.

o A(X4)2a+2ﬂg42<12(1:§4))2(12(1+§2)>

3
1 5
[
. 51, 5

et

2
donc la méthode est d’ordre supérieur ou égal a 5 si et seulement si 2 (1 — @) = % si et seulement si

£ = % si et seulement si

1
T
(car £ > 0).
Exercice 2. Soient a,b € R avec a < b. Soit N € N\ {0}. On pose h = 2% et, pour k € [0, N], z), := a + kh.
Soient m € N\ {0} et ¢1,...,t, € [0,h] avec t1 ... < ty,. Soient aq,...,a, € R. Soit f : [a,b] — R une fonction
continue.

On considére la méthode d’approximation définie sur [z, xx41] par :

Thk41 b— m
/ f(z) dz =~ NGZij(kartj)
T =1

k

et donc

Pour k € [0, N — 1] et pour g: [, zr+1] — R, on pose I(g) == Zajg(wk +t;).
j=1

. b g Nl
On pose aussi I(f) == N Z I}c(f|[zk,zk+l]).
k=0

1. Expliciter les coefficients pour obtenir la méthode de Simpson.

2. Soit n € N. Supposons que cette méthode d’approximation est d’ordre n et supposons que f est de classe
crtt,
noor)
Pour k € [0, N —1], on pose Py, : & € [T, Trt1] — Z M

7 (:B—sck)e € Ret uy == f— Py sur [Tg, Tpt1]-
=0 ’



(a) Justifier que f("+1) est bornée.

_ n+1

(b) Montrer que : Vk € [0, N — 1], Va € [z, zas1], Jux(@)] < sup |f+D gy E =T
tlab] (n+1)!
b N-1 Thq1
(c) Montrer que : / fl@)ydz —I(f) = Z (/ ug(x) de — hIk(uk)>.
a k=0 Tp
(d) Montrer qu’il existe C7 € R indépendante de N telle que
T41
Wk € [0, N — 1}],/ lun(2)] dor < Cyhn+2.
Tk

(e) Montrer qu'il existe Cy € R indépendante de N telle que
VEk € [0, N — 1], |Tx(ug)| < Coh™ .

(f) En déduire qu’il existe C' € R indépendante de N telle que

b
Cb—a)"t?
/f(x)dx—[(f) S(N%
Solution : Posons h = b*T“.
1. La méthode de Simpson utilise I'approximation
Th41 + 4 + ﬁ +
/ f(z) dz ~ hf(zk) f e+ %) f(l“k+1)_
Tk 6
Cela correspond a
h 1 4 1
m:3> t1:07 t2:§7 t3:h7 alzéa a2:6> 043:6-

2. (a) La fonction f est de classe C"*', donc f("*1) est bien définie et continue sur le segment [a, b]. D’apres le
théoréme des bornes atteintes, f("*1) est bornée (et atteint ses bornes).

(b) Soit k € [O,N — 1] et = € [z, xk41]. Si © = =z, alors 'inégalité a prouver est claire car uy(zx) = 0.
Supposons désormais que z € |xy, x4 1]. La fonction f est de classe C"*! sur [a, b]. En particulier, elle est
de classe C™ sur [z, z] et n+ 1 fois dérivable sur |z, z[. Par conséquent, la formule de Taylor-Lagrange
montre qu’il existe ¢ €]z, z[ tel que

F(z) = Ppp(x) + f(n+1)(c)w
o (n+1)!
Par conséquent,

n+1 n+1

) m < (n+1) ¢ m

[ux{a)] = £ | < s (£ S
(c) D’apres la relation de Chasles et la définition de I(f), on a
b N—-1 Tk+1
/ fl@)de —I(f) =) (/ f(x) dz — hly (f‘[%xkﬂ])),
e k=0 YTk

Mais pour tout k € [0, N — 1] et = € [zk, Tp+1], f(x) = ug(z) + Py (x). La linéarité de I'intégrale et de
I, conduisent alors a

b N—-1 Tht1
/ f(z) dz — I(f) = (/ f(x) dz — hi (f\[xk,mk+1])>
@ k=0 Tk
N-1 Tr+1 Th+1
= (/ ug(z) do —|—/ Py (x) dz — kI (ug) — hIk.(Pk,n)) .
k=0 YTk Tk
Mais la méthode est d’ordre n et pour tout k € [0, N—1], deg (Px.,») < n, donc iy (Py,) = f;:“ Py n(x) dz.
D’ou
b N-1 Tt
[ @ ae—1 =Y ([ uste) do - ni ().
e k=0 Tk



n+1

‘f(nJrl)(t)‘ (x —xp)

(d) Soit k € [0, N—1]. D’apres la question 2b, pour tout = € [z, Tg41], |ug(z)| < sup CF]
n !

t€la,b]

Tri1 Th41 (x _ xk)"H
ug(x)| de < sup ’f("'H) / ——— dx
/zk ‘ ( )| tela,b] ) Ty (n+1)'

)n+2:| Th41

D’ou

_ . (n+1) (z —ax
= sup t {
tela,b] ‘f ®) (n+2)!

hn+2
(n+2)!°

Tk

= ap |1y
t€la,b]

Ainsi, la constante

ol

= (n 19!

convient.
(e) Soit k € [0, N — 1]. En utilisant I'inégalité triangulaire puis le résultat de la question 2b, on obtient

m

|Ik uk Z £Ck+t

j=1

m
Z|0<J| uk (1 + ;)|

) t”}+1
;| sup ‘f”“ )7
| J|t€ab 2 (n+1)!

<3
tszb] ‘f n+1) )‘
} (n+1)! Z|a3| e

sup ‘f n+1 ‘ -
. t€lad]
2= TZ 1

Donc la constante

convient.
(f) En combinant les résultats des trois questions précédentes, on obtient

N-1

dx—f(f)‘ =) (/ u(x)(z) dz — hly (Uk))’
k=0 YTk

I

< ug () (x)| doe + k|1 (ug
S ([ o a s nie )
N-1

< 3 (CLR"2 + hCoh™+Y)
k=0
N-1

(Cl + CQ)hn+2

ES
I
=3

b—a)*t?
=N(C4 +02)(NTJ)FQ

(b _ a)n—i—Q

= (Cl + 02) Nn+1

Donc la constante C' := C; + Cy convient.

Exercice 3. 1. Déterminer 'unique fonction o : R — R qui satisfait les propriétés suivantes :



— o est de classe C? sur R;
— o(t) =0 pour t <0;
— 0[0,400[ €st une fonction polynomiale de degré au plus 3;
— lim o®)(t) = 1.
t—0+

2. Soit n € N\ {0}. Soit (¢;)1<i<n une suite strictement croissante d’éléments de R. On note S ’ensemble des
fonctions s: R — R telles que
— s est de classe C?;
— pour tout i € {1,...,n — 1}, la fonction s, 4, ,
— les fonctions sj_q 4,7 €t 8|[¢,,,+00[ SONt des fonctions polynomiales de degré au plus 1;

] est polynomiale de degré au plus 3;

(a) Montrer que tout s € S vérifie une égalité de la forme
VtER,s(t) = o+ Bt+ Y vio(t—t;)
i=1

ou a?ﬁa’ylv“'v’}% eR.
(b) En déduire que S est un R-sous-espace vectoriel de C?(R, R) puis déterminer sa dimension.

Indication : On pourra utiliser le fait que sur [t,,+oo[, la fonction polynomiale s n’est plus de degré 3
mais de degré 1.

3. Supposons n = 3, t; = —1, to = 0 et t3 = 1. Montrer qu’il existe une unique fonction s € S vérifiant
Vie {1,...,n},s(t;) = t2.

Dessiner les graphes de t — t? et s sur [—2,2].

4. Soit f: R — R une fonction de classe C2. Montrer qu’il existe une unique fonction s € S vérifiant
Vi € {1, . ,n}, S(tl) = f(ti).

Solution :

1. Soit o une telle fonction. Puisque o est polynomiale de degré au plus 3 sur [0, +o0], il existe ag, a1, as,a3 € R

tels que pour tout t > 0, o(t) = ag + a1t + ast® + ast®. On a alors o(t) —— 0 et o(t) —— ao. Comme o
t—0— t—0

est continue, cela entraine
apg = 0.

De plus, o est dérivable sur | — oo, 0] et sur ]0,+oo[, pour tout ¢ < 0, o’(t) = 0 et pour tout t > 0,
o' (t) = a1 + 2ast + 3azt®. Par conséquent, o’ (t) — 0 et o’ (t) — a. Comme o est de classe C!, o’ est
t—0— t—0

continue en 0, donc
ayp = 0.

Le méme raisonnement avec la dérivée seconde entraine
ag = 0.
Enfin, o est trois fois dérivable sur ]0, 4-o00| et pour tout t > 0, ¢® (t) = 6a3. Comme o (t) —— 1, ona
t—0
as = —.
*76

Ceci montre que la seule fonction pouvant satisfaire les conditions de ’énoncé est

c: R — R
t<0 — 0

tzOr—>%

Réciproquement, montrons que cette fonction convient. La fonction o est bien nulle sur | — oo, 0], polynomiale
de degré 3 sur [0, +o0o[ et par conséquent trois fois dérivable sur |0, +o0], et pour tout ¢ > 0,

6
0(3)(t) - 6 =1 t—0+

11 reste & justifier que o est de classe C2. Pour cela, rappelons le théoréme de prolongement de la dérivée.



Théoréme 1 (prolongement de la dérivée). Soit I un intervalle de R, a € I et f : I — R une fonction

f(m) f(“) —— {. Par conséquent,

continue sur I et dérivable sur I\ {a}. Si f' a une limite £ € R en a, alors
r—ra

est dérivable en a, a) =/ et ' est continue en a.
!

La fonction o est de classe C* sur R* car elle est polynomiale au voisinage de tout point de R*. De plus,
3
0(0) = 0, pour tout t < 0, o(t) =0 —— 0 et pour tout t > 0, o(t) = % ——— 0, donc o est continue en 0,
t—0~ t—+oco

et donc sur R tout entier. Enfin, pour tout t < 0, ¢/(t) = 0 —— 0 et pour tout t > 0, ¢'(t) = % ‘——+ 0,
t—0—
donc o’ (t) = 0. D’apres le théoréme de prolongement de la dérivée, o est dérivable en 0, f'(0) =0 et f’ est
—

(0
continue en 0. o est donc de classe C*, pour tout ¢ < 0, o/(¢) = 0 et pour tout t > 0, o/(t) = %
Le méme travail sur ¢’ montre que o’ est de classe C!, donc que o est de classe C2.
2. (a) Dans ce qui suit, on convient que t,11 = +00. Soit s € S. Pour k € [0,n], on pose P(k) : « il existe
a,B,71,---,7k € R tels que pour tout t < tx11, s(t) = a+ ft + Zle vio(t —t;) »
e Comme s est polynomiale de degré au plus 1 sur | — oo, t1], il existe o, 3 € R tels que pour tout
t <t1, f(t) = a+ Bt, ce qui prouve P(0).
e Soit k € [0,n — 1]. Supposons P(k) et montrons P(k + 1). La fonction

t<tk+2b—>s(t)—a—,@t—Z%U(t—ti)

(ot @, 3,71, - . ., Y& proviennent de P(k)) est de classe C? (car somme de fonctions de classe C2), nulle
sur | — 0o, tr41] d’apres P(k) (et donc sur | — 0o, ti41] puisqu’elle est continue), et polynomiale de
degré au plus 3 sur [tgy1,tri2| (car somme de fonctions polynomiales de degré au plus 3 sur cet
intervalle). Notons P ce polynéme et prolongeons la fonction précédente en une fonction g définie
sur R en posant g(t) = P(t) pour t > t; o !. Posons enfin 5(t) = g(t + t;41) pour t € R.

La fonction & est de classe C2, nulle sur | — 00,0] et polynomiale de degré au plus 3 sur [0, +oo|.
La fonction o(®) est constante et admet donc une limite £ € R en 0F. Si £ # 0, alors la fonction

% vérifie toutes les hypotheses de la question précédente, et c’est donc la fonction o, par unicité.

Si £ = 0, on voit facilement en reprenant le raisonnement de la question précédente que & est la
fonction nulle (reprendre la question précédente et voir que dans ce cas, ag = 0). Dans tous les cas,
on pose Yp+1 = ¢, et on a pour tout ¢ € R, 6(t) = Yr410(t), par conséquent, pour tout ¢t € R,
g(t) = Yg+10(t — tgy1). En se restreignant a ¢t < txyo, 'expression de g conduit & :
k+1
Vt <tppa, s(t)=a+Bt+ Y vio(t—t).
i=1
D’ou P(k +1).
Par principe de récurrence, P(k) est vrai pour tout k € [0,n]. En particulier, P(n) montre qu’il existe
a, B,71, .-+, € R tel que pour tout ¢ € R,

s(t)=a+pt+ > yiolt—t;).
i=1
(b) e S CC?*R,R) par définition de S.
e La fonction nulle appartient & S (elle est bien de classe C? et polynomiale de degré —oo sur chacun
des sous-intervalles considérés, donc bien de degré au plus 3 ou 1 (selon lintervalle)).

e Toute combinaison linéaire de fonctions de classe C? est de classe C2, et pour tout d € N toute
combinaison linéaire de fonctions polynomiales de degré inférieur a d est une fonction polynomiale
de degré inférieur a d. S est donc stable par combinaison linéaire.

S est donc bien un sous-espace vectoriel de C*(R,R).

Soit s € S. D’apres la question précédente, il existe a, 5,71, .. .,v» € R tels que pour tout ¢t € R,

s(t) =a+pt+ > yio(t—t;).

i=1

1. Si k =n—1, il n’y a rien a faire : puisque t,4+1 = 400, la fonction est déja définie sur R



En prenant 'expression de o sur [0, +o0[, il vient :

n
atBt+Y yio(t —t;)

=1

Vi >t s(t)

L (t—t)?
a+6t+2w%
i=1

n
—a+Bt+ Y (£ -3t + 37— t]).
i=1
Ceci est ’expression d’une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1 si et seulement si,
n n
Z%:Oet Z'Yitizo' (1)
i=1 i=1

Notons

E= {(aaﬂﬁl7---,’yn) € R*12

i=1 i=1

Il s’agit de l'intersection de deux hyperplans de R"*2 (c’est Iintersection des noyaux de deux formes
linéaires non nulles) qui ne sont pas confondus (car, par exemple, (0,0,1,—1,0,...,0) est dans ’hyperplan
d’équation Y. | v; = 0 mais pas dans celui d’équation Y ., v;it; = 0 car t; — to # 0). E est donc de
dimension n +2 — 2 =n.

Posons maintenant

P E — S
(aaﬁvlylv"'v’}/n) — (StGRHCk-l-ﬁt—f—Z’le(t—tl)) ’

i=1
e La fonction ¢ est bien définie, autrement dit pour tout « € E, ¢(z) € S. En effet, il est clair par
définition de o que p(x) est de classe C%, que sur les sous-intervalles [t;,t;11] pour i € [1,n — 1],

o(x) est de degré au plus 3 et que sur | — 00, t1], p(z) est affine; quant au caractere affine de p(z)
sur [t,, +ool, il provient de la condition (1) et de la définition de E.

e ¢ est surjective. En effet, la question précédente et la condition (1) montrent que tout élément s € S
s’écrit sous la forme s = p(z) avec x € E.

e Montrons que ¢ est injective. Soit = (o, 8,71,...,7n) € ker . La nullité de ¢(x) sur | — oo, ]
entraine que a = 8 = 0; puis sa nullité sur [¢1, t2] que y1 = 0, sur [t2, t3] que y2 = 0 et ainsi de suite,
puis enfin sa nullité sur [¢,, +oo[ entraine que v, = 0.

En conclusion, ¢ est un isomorphisme, donc
dimS =dim F = n.
3. Soit «, 8,71, 72,73 € R. Posons

3
s:tER»—)a—l—ﬂt—i—Z%U(t—ti).

i=1
La fonction s convient si et seulement si
ses
s(t1) =13
s(tz) =13
s(ts) =13
En utilisant la condition (1) pour traduire s € S, 'expression de s et la nullité de o sur | — o0, 0], ce systéme
devient
Z?:l 7 =0
Z?:l Yit; = 0
o+ Bty =t]

« +6t2 +")/10'(t2 — tl) = t%
a+ Bty +y10(ts —t1) + 20 (ts — to) = 13



En remplacant par les données de I’énoncé et en résolvant ce systeme, on trouve

a=-1
p=-3
71 =3
Y2 = —6
Y3 =3
La fonction est donc
s R — R
t<—1 — —%—%t
te[-1,0] —?—gﬁ—%(t—kl)?’
tel0,1] —?—gt+§(t+l)3—§t3
t>1 — —3—at+ s+ -+ 2 -1)3

Voici les graphes en figure 1.

FIGURE 1 : En bleu : la fonction s. En rouge : la fonction t — ¢2.

4. Je note Sy, .
Montrons que pour tout (y1,...,yn) € R", il existe une unique fonction s € Sy, .., telle que pour tout
i € [1,n], s(t;) = y;. Il suffira ensuite d’appliquer cela avec (y1,...,yn) = (f(t1),..., f(tn)). Au passage, le
caractére C2 de f ne sert a rien. Le résultat que 1'on souhaite prouver revient & la bijectivité de la fonction

au lieu de § pour insister sur la dépendance en tq,...,t,.

otn

¢t1,...,tn : Stl,.“,t — R”

n

s — (s(t1),...,s(tn)) °

Il s’agit d’une fonction linéaire entre deux espaces de méme dimension n car dimS;, . ;, = n d’apres la
question 2. Il suffit donc de prouver l'injectivité de vy, .. ., , c’est-a-dire que son noyau est {0}. Pour cela, on
procéde par récurrence sur n en posant, pour n > 2, P(n) : « pour tout (t1,...,t,) € R" tel que t1 < ... < t,,
ker ¢t1,...,tn = {O} ».

e Initialisation : Soit (1,%2) € R? tel que t1 < ta. Soit s € ker ¢y, +,. La fonction s est de classe C?, et comme
s est affine sur | — 0o, t1] et sur [ta, +00[ et polynomiale de degré au plus 3 sur [t1,%2], s” est nulle sur
R\Jt1, ta[ et affine sur [t1, t2]. La nullité de s sur R\|ty, t2] entraine en particulier que s”(¢1) = s”(t2) = 0,
ce qui, combiné avec son caractére affine sur [t1, t3], montre qu’elle y est nulle. En conclusion, s” est nulle
sur R, donc s est affine sur R, et comme s(¢1) = s(t2) = 0, s est bien nulle sur R.

e Hérédité : Soit n > 2. Supposons P(k) pour tout k € [2,n] et montrons P(n + 1). Soit (t1,...,tnt1) €
R tel que t1 < ... < t,41. Soit s € keray, .
Comme dans l'initialisation, s” est nulle sur |—oo, t1] U [t,41, +00[ et affine sur chaque intervalle [t;, ¢;41]
pour ¢ € [1,n].

g1t

Soit i € [1,n]. La fonction s étant de classe C2 sur R, elle est continue sur [t;,¢;11] et dérivable sur
Jti,tix1][. Comme s(t;) = 0 = s(ti+1), le théoréme de Rolle montre qu'il existe u; € |t;,t;iq1] tel que



s'(u;) = 0. De la méme maniére, en appliquant le théoréme de Rolle & s’ (qui est de classe C!) entre les
u; successifs, on obtient v < ... < vp_1 € |t1,tn41[ tels que s”(v;) = 0 pour tout ¢ € [1,n — 1]. En
ajoutant s” (t1) = " (tn41), cela fait n + 1 zéros de s” dans [t1, t,11].

Les intervalles [t;, t;+1] pour i € [1,n] étant au nombre de n, au moins I'un d’entre eux, disons [t;,, tiy+1],
contient deux zéros de s”. Comme s” est affine sur [t;,,t;,+1], elle y est nulle, donc s est elle-méme affine
sur [tig, tig+1]- Mais s (ti,) = S (tip+1) = 0, donc s est nulle sur [¢;,, t;,+1]. Distinguons alors quelques cas.

— Siig = 1, alors le recollement C? entre la partie affine de s sur | — oo, 1] et sa partie nulle sur [t1, 5]
entraine que s est nulle sur | — o0, 3]. Elle y est en particulier affine, ce qui montre que s € Sy, .4, ,-

On a alors s € kery, ;... , donc d’aprés P(n), s est la fonction nulle.

— De méme, si ig = n, alors en utilisant le recollement en t,,, on montre que s est nulle sur [t,, +o0],
donc s € kerpy, . 4., ce qui entraine que s est la fonction nulle d’apres P(n).

— Reste le cas ot 1 < ig < n. Notons que cela impose n > 3. Posons

51 R — R
t<ty, +— s(t)
t>t, — 0

et
52 : R — R
t>ti,41 S(t) .
t<tiyr — O

On a alors §; € Stlw--ytio' En effet, le caractére affine et polynomial de degré 3 par morceaux de §;
découle de celui de s; 1 est de classe C? sur | — 00, t;, [ car s lest, elle 'est évidemment sur ]¢;,, +00],
et elle 'est au voisinage de ¢;, car elle coincide avec s au voisinage de t;, puisque s est nulle sur
[tigs tig+1]- On en déduit que §; € ker Vi, t;,» C€ qui entraine que 51 est nulle par P(ig). De méme,
S2 € kery, ... t..,, Ce qui entraine que Sy est nulle par P(n —ig+1).

Comme §; est nulle, s est sur |—00,#;,[. Comme §5 est nulle, s l'est sur ]¢;,+1, +0o[. Enfin, on a
déja vu que s est nulle sur [t;,,¢;,4+1]. Donc s est nulle, ce qui prouve P(n + 1) et achéve la preuve
par récurrence.

Probléme. Soient ¢,p : R — R deux fonctions inconnues et (go,pp) un point de R?. On considére le systéme
différentiel suivant

(2)

—N
"R
<N
—~ o~
~
NN
[
| =
K T
—~—
~
~—

avec la condition initiale (¢(0),p(0)) = (go,Po)-

Existence et unicité de la solution
1. Ecrire le systéme (2) sous la forme Y’ = F(¢,Y) on Y := (¢,p).

2. Montrer que la fonction F' obtenue dans la question précédente est (globalement) lipschitzienne par rapport
a la seconde variable.

3. En déduire que pour toute donnée initiale (o, po) € R2, le systéme (2) admet une unique solution globale
(a,p) € C'(R,R?).

4. Calculer explicitement la solution du systéeme (2) pour (qo,po) = (0, 1).
On pourra calculer q".

Conservation de ’hamiltonien

On considére la fonction H définie pour tout (x,y) € R? par

Hr,y) = (2 + 7).

Cette fonction est I’hamiltonien associé a ’équation (2).
1. Soient p,q : R — R deux fonctions dérivables. Montrer que t — H(q(t),p(t)) est dérivable et calculer sa
dérivée.
2. On considere (g, p) 'unique solution du systéme (2) telle que (¢(0),p(0)) = (go,po). Montrer que la fonction
t— H(q(t),p(t)) est constante.



Dans toute la suite, on considere 0 < h < 1 et on pose pour tout n € N, t,, := nh.

On cherche a approcher la solution (¢(t),p(t)) du systéme (2) aux temps discrets ¢, & Paide de deux méthodes
numériques différentes. On introduit pour cela des suites (¢ )nen €t (Pn)nen vérifiant

In = q(tn), Pn=p(ty).

Euler explicite
1. Rappeler le schéma d’Euler explicite associé a la subdivision ty < ... < t,, pour une fonction y solution de
{ y't) = fty)
y(0) = wo
avec f:RxR —RetyseR.

2. En admettant que ce schéma se généralise aux fonctions & valeurs dans R?, en déduire le schéma d’Euler
explicite associé au systéme (2).
On notera ((¢n, pn))nen la suite de R? ainsi obtenue.

3. (a) Montrer que pour tout n € N,
H(qni1,Pnt1) = (14 B?) H(gn, pn)-

(b) En déduire que la suite (H(qn,pn))neN diverge lorsque n — oo si (po, qo) # (0,0).

(¢) Ce résultat semble-t-il cohérent avec celui obtenu a la question 2. de la partie précédente ?

Euler symplectique

On considére maintenant le schéma d’Euler symplectique défini pour tout n € N par

{ Pnt1 = DPn—hgn
dn+1 = (4n + hpn+1
1. Calculer (¢1,p1) en fonction de (go, po). Dans quel ordre doit-on calculer les approximations ?

2. Conservation d’une quantité proche de 1’énergie
On consideére la fonction modifiée Hj, : R> — R définie par

~ h
V(z,y) € R? Hy(z,y) = H(z,y) — 5Ty

ou H est 'hamiltonien défini dans la partie précédente. Montrer que pour tout n € N,

Hi (g pn) = Hp (g0, po)-

En déduire que les points (¢n, pn) restent sur une courbe fermée du plan.
3. Variation de I’énergie classique

(a) Montrer que pour le schéma d’Euler symplectique, I’énergie classique n’est pas exactement conservée,
mais que sa variation & chaque pas est de I'ordre h2, c’est-a-dire, pour tout n € N,

H(qn+1apn+1) = H((Jnvpn) + h2u”

ol h est le pas de temps et (u,)nen est une suite qui dépend de h et des suites (¢n)nen €t (Pn)nen-
(b) Montrer que la suite (uy)nen est bornée.
(c) En déduire que le schéma d’Euler symplectique est plus adapté a la simulation a long terme du systéme
(2).
4. Simulation Python
Ecrire un programme Python qui implémente le schéma d’Euler symplectique.
Solution : Existence et unicité de la solution
1. Posons Y = (¢, p). Le systéme s’écrit sous la forme Y’ = F(t,Y) avec
F : RxR? — R?
(tv (v,u)) — (u’ _U) .
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2. La fonction F est linéaire entre espaces de dimension finie, donc lipschitzienne (et en particulier par rapport
a sa seconde variable).
Voici une autre version pour les L2 qui n’ont pas acces a cet argument. Notons || - || la norme sur R? définie
par ||(z,y)| == max(|z|, |y|). Soit t € R et (u1,v1), (u2,v2) € R% On a

1 (¢, (u1,01)) = F (8, (uz, v2)) | = [[(u1 — uz, —v1 4+ v2) |
= max(|u; — usl, |ve — v1|)
= [[(u1 — ug, v1 — va)|
= [[(u1,v1) = (uz, v2).
Par conséquent, F' est 1-lipschitzienne par rapport a sa seconde variable.

3. La fonction F est continue et globalement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, donc d’apres le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz global, quelle que soit la condition initiale, le probleme de Cauchy admet une
unique solution globale de classe C'.

4. Soit Y = (g, p) la solution du probléme de Cauchy. Alors ¢’ = p et p’ = —¢q, donc ¢ = p’ = —q. D’apres le
cours de premiere année, les solutions de cette équation sont les combinaisons linéaires de cos et sin, donc il
existe A\, u € R tels que ¢ = Acos+psin. Comme ¢(0) =0, on a A =0, donc g = psin. Mais ¢'(0) = p(0) = 1,
autrement dit pcos(0) =1, d’ott u = 1. Ainsi, ¢ = sin. Puis, comme p = ¢/, on a p = cos. La solution est donc

Y :t € R~ (sin(t), cos(t)) .

Conservation de ’hamiltonien

1. Comme les fonctions g et p sont dérivables, la fonction % (q2 + p2) est dérivable (par produit et combinaison
linaire de fonctions dérivables) et sa dérivée est la fonction

1
teRo 5 (24'(t)q(t) + 20" (t)p(t)) ,
c’est-a-dire la fonction
t € R q'(t)q(t) +p' (t)p(t).

2. En utilisant ¢ = p et p’ = ¢, la dérivée précédente devient la fonction

t € R p(t)q(t) — q(t)p(t),
¢’est-a-dire la fonction nulle sur R. La fonction ¢ — H(q(t), p(t)) étant dérivable de dérivée nulle sur U'intervalle
R, elle y est constante.
Euler explicite

1. Le schéma d’Euler explicite est donné par la suite (y,) donnée par yg et la relation de récurrence

neN
VneN, yni1 :yn+hf(tnayn)'
2. Les suites (qn), ey €t (Pn),ecn Sont données par qo et po et par la relation de récurrence
gn+1\ _ (dn
Vn € N, = =+ hF(tru (%Lypn))v
Pn+1 Pn

c’est-a-dire

vYn €N (q"H) = <q” + hp") .
’ Pn+1 Dn — han

3. (a) Soitn € N. On a

H(gnt1,Pnt1) = QZH +P%+1)

(

((@n + hpn)? + (P — han)?)

(47 + 2hgupn + 1Py + P2 — 2Puhan + h2¢2)
(

@2 + h?p2 + p2 + hq?)

N = N =N =N =N -

h2
(an +70) + = (0 +a2)
= H(Qnapn) + hQH(anpn)

=(1+ h2) H(qn,pn)-
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(b) La suite (H(gn,pn)), ey st géométrique de raison 1+ h?. Par conséquent, pour tout n € N,

H(gn,pn) = (1 + h2)n H(qo,p0)-

Comme 14 h? >0, (1+ h2)" e +00. De plus, si (go,po) # (0,0), alors H(qo,po) = g2 + p3 > 0.

On a alors H(gn,pn) or +o0.
n—-+oo

(¢) L’hamiltonien de la vraie solution est constant, alors que celui de son approximation par la méthode
d’Euler explicite diverge. C’est signe que 'approximation n’est pas bonne.

Euler symplectique

1. On commence par calculer
P1="Po — hqo

puis on en déduit
@1 = qo + hp1 = qo + h(po — hqo) = (1 — h*)qo + hpo.

2. Soit n € N. Le méme calcul qu’a la question précédente montre que
Pn+1 = Pn — hQn et dn+1 = (1 - h2) Adn + hpn

Par conséquent,

Hp (qn+1,Pns1) = 9 ((pn - hQn)2 + ((1 - h2) qn + hpn)2 ) (Pn — han) ((1 - h2) qn + hpn))
= % (P2 = 2hpngn + h2G2 + (1= h2)* 2 + 2k (1 = h2) qupn + h*p% — b (1 = h2) pugn

—h2p2 + 1% (1= h?) ¢ + h®pngn)

P2 (1= n2+h2) 42 (h2 + (1= h?)" + h2 (1= h2)) —qupn (20 — 20 (1 = h®) + (1 = h?) — h?)
R el %
e

R

= Hh (Qnapn) .

1
2

La suite est donc constante, égale a Hy, (go,po)-
Soit n € N. L’égalité précédente se réécrit en :

a4 + P — hpugn — ¢3 — Pg + haopo = 0.
Autrement dit, pour tout n € N, (g, p,) appartient a la conique d’équation

w2+y2—hmy—q§—p§+hqop0:0.

b)) (1) = (- gm) + (1= 1)
_ 1— - _ 1—
(CU 22/) + i)Y 9 = 5Po + 1) Po

qui est 'équation d’une ellipse puisque, h étant compris entre O et 1, on a 1 — hff > 0.
3. (a) Soitn € N. On a

On la réécrit en

H (Qn+1apn+1) = ((pn - hQn)z + (qn + hpn — hQQn)Z)

1
2
1

= 5 (P + @n = 2hpngn + P2a; + B2pi + g5 + 2q0hpn — 2h°q — 2h7pngy)

(h? —1)q2 + p} — 2hpngn

2

On pose donc, pour n € N,
(h* =Dy +py — 2hppgy
5 i

Up =
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(b) Par inégalité triangulaire et en utilisant h €]0,1[, on a

1—h? 7

n< 2 2 hnn<
un| < 5o+ P T \pql_2

+ i + |pndnl-

Mais comme la suite ((¢n,Pn)),,cy €st & valeurs dans une ellipse, elle est bornée. Par conséquent les suites
(Gn)pen €t (Pn),en sont elles aussi bornées. Prenant une constante M > 0 telle que pour tout n € N,
lgn] < M et |p,| < M, on obtient que, pour tout n € N,

5
nl < = M2
O

(c) Pour 'hamiltonien classique, I’analogue de la suite (uy,),,cy est la suite (H (gn, pn)), ey d’apres la question
3.(a) de la partie précédente. Cette suite n’est pas bornée (elle diverge vers +00). La variation & chaque
pas de la méthode d’Euler symplectique est donc négligeable devant celle de la méthode d’Euler expli-
cite. Comme la vraie solution conserve cette énergie classique, c’est un indice de la supériorité d’Euler
symplectique pour la résolution numérique de cette équation différentielle.

4. 1l s’agit du méme algorithme que pour la méthode d’Euler explicite vue en TP, en changeant l'itération.
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