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Suites et séries numériques

Controle continu

Durée : 2h30.
Toute réponse doit étre justifiée.
Le correcteur tiendra compte de la qualité de la rédaction et de la présentation.
Les appareils électroniques et tout document sont interdits.

Exercice 1.
1. Enoncer le critere de Cauchy et donner un exemple pour chacun des cas de ce critere.

2. Soient (uy,) et (v,) deux suites a termes positifs telles que pour tout n € N, u,, < v,. Montrer
que si Y v, converge alors > u, converge.

3. Soient (uy) et (vy) deux suites. Montrer que si > u, converge et > v,, diverge alors > u, + v,
diverge.

Exercice 2.

1. Pour quels a € R, la série Zn>1 est-elle convergente 7

Pour de tels «, on note ((a) la somme de cette série :
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1
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2. Montrer que pour tout n > 1 et tout = € [n,n + 1],
1 1 1
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(z+1)* = (n+1)* = ae

3. En déduire que
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4. En déduire la limite de (o — 1){(«) pour o — 1.

puis que

Exercice 3. Déterminer la nature des séries des termes généraux suivants

Lou,=(n+1—yn)sin(L), n>1 3. w, =In(n + 1)n3e "
| 2

_n _ )"
2. vp= - n>1 4.tn_<1+ﬁ)



Exercice 4. Soient (ax) et (by) deux suites.

1. En calculant la somme suivante (par un télescopage) pour n > 1

n—1 n—1
Z (apq1 — ag) by + Z apy1 (bry1 — br),
k=0 k=0
montrer que
n—1 n—1
Vn > 1,3 (ars1 — ax) be = (anbn — aobo) = Y axt1 (brs1 — bi)
k=0 k=0

Cette égalité est appelée formule de sommation par parties.
2. En déduire que pour z € R et n € N\ {0},
n—-1 n+1

(x—l)kak:mz”—I

k=0

-z
z—1
3. Montrer que si || < 1 alors la série Y kz* converge. Calculer la somme de cette série.
Exercice 5. Montrer que la série
Y s
n+mt
est convergente mais pas absolument convergente.

Exercice 6.

° 1
1. Déterminer si l'intégrale / ——————dt est bien définie.
1 2tIn(t) 4+t

On pourra faire le changement de variable u = In(t).

2. En déduire la nature de la série ), -, m



