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Fonctions a deux variables

Controle continu

Durée : 2h00.
Toute réponse doit étre justifiée.
Le correcteur tiendra compte de la qualité de la rédaction et de la présentation.
Les appareils électroniques et tout document sont interdits.

Exercice 1.
1. Enoncer le théoréme de Schwarz.

2. Soit f: U — R une fonction dont les dérivées partielles sont de classe C? et qui est harmonique, c’est-a-dire
Af =02, f+ 8§yf = 0. Montrer que 0, f, 0y f et (z,y) — x0, f(z,y) + y0, f(x,y) sont harmoniques.

On pourra introduire les dérivées partielles troisiémes de f en continuant le systeme de notation du cours :
par exemple, 02, f = 02,0, f.

3. Soit f: R? — R la fonction définie par :

2,2 .
20 s (0,y) # (0,0)
0 sinon.

V(I’y) € R27f(l'7y) = {

(a) Montrer que f est de classe C' sur R? et calculer la matrice jacobienne de f.
(b) Montrer que 82, f(0,0) = 97, £(0,0).

(c) La fonction f est-elle de classe C? ?

Solution : 1) Soient f: U C R? — R une fonction et a € U. Supposons que f est de classe C? en a. Alors

axyf(a) = ayarf(a)

2) Pour une fonction g de classe C2, on notera Ag := 92,9 + Biyg. On a alors

A(@xf) =3 f _,’_aSW f:(22 93 f+63 3yf:C 9 f +agyu Oy li;éaire 81Af —0.

TTT 1 TTT yzy TTT
et
c? B f C? 9, linéaire
Soit ¢: (x,y) = x0. f(z,y) + yOy f(z,y). Alors

V(z,y) € U,000(%,y) = 2050 f(2,y) + O f(2,y) + y0uy f(2,Y)
et

V(z,y) € U, 0yp(x,y) = 20y f(x,y) + Oy f(x,y) + yOyy f(x,y)
Donc

V(z,y) € U, 02ap(2,y) = Oue f(2,y) + 20000 f(2,Y) + Ova f(2,y) + YOuuy f(z,y)

et

V(:E, y) ey, ayy@(xa y) = Iayyrf(l'a y) + 6yyf(x7 y) + ayyf(xv y) + yayyyf(xv y)

Par conséquent,

V(z,y) € U, Ap(z,y) = 2Af(2,y) + 2A0: f) (2, y) + yA(9y f)(x,y) =0



3)a) La fonction f est C* sur R? \ {0} comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas et

4 4
¥(,y) € R?\ {0}, Jac(s ) f = (rieys, ooy )

Comme, pour h # 0
f(h>0) - f(0,0)
h

f(oah) 7f(0,0)
h

=0—0

et
=0—0

alors 0, f(0,0) et 0, f(0,0) existent et sont nulles.
Les fonctions 0, f et 0, f sont continues en (0,0). En effet, en passant en coordonnées polaires, on a, avec r > 0

et eR
~2r%| cos(0)|sin’(0)

|0x f (r cos(8), r sin(6))| i <2r =0
et . P
|0y f (1 cos(0), rsin(f))| = 2r” cos (4)|sm( )| <% =0
r
b) Comme, pour h # 0
h
et
0.0(0.0) ~ 0,7(0.0) |
h

alors 0y, f(0,0) = 0 = 0y, f(0,0).
¢) Pour (z,y) € R?\ {0}, f est C? en (z,y) comme fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas et
ona:

8$3y3
Oya f(2,y) = @+ 28
En composant avec 7y : t — (¢,t), on obtient, pour t # 0 :
8t6 t—0
Oyaf (V1) = Gzys = 1= 1 # 8y f(0.0).

Exercice 2.

1. Soient A une partie non-vide de R? et x € R?. Justifier que 'ensemble {||z —al| | a € A} C R admet une
borne inférieure.

On pose alors
d(z, A) = inf{||]z —a|| | a € A}.

2. Soit T :== {(¢t,1) | t #0}. Calculer d(0,T) et d(0,T"\ {£(1,1)}).

Rappelons qu’un minorant m d’une partie X de R est la borne inférieure de X si, et seulement si, Ve > 0,3y €
Xy<m+e.

Soient x € R? et A une partie de R2. Montrer que x € A si, et seulement si, d(x, A) = 0.
Soient € R? et A une partie de R%. Montrer que d(x, A) = d(z, A).

Soit F une partie de R?. Montrer que F est fermée si, et seulement si, (Vo € R?,d(z, F) =0 z € F).

A A S

Soit A une partie de R%. Montrer que Vz,y € R?, |d(x, A) — d(y, A)| < ||z — v

Solution : 1) L’ensemble {||z — al| | a € A} est non-vide (car A est non-vide) et minoré (par 0, car une norme
est positive) donc admet une borne inférieure.
2) On a I’égalité suivante :

flol o e 0p = {[ (1.7)] 167 0} = {max (1. ) 1220}



Comme 1 € {max(|t|,‘71|> | t # O}, [t| > 1 ssi ﬁ <let [t] <1 ssi ﬁ > 1 alors

{llz] |z eT} = {maX <It|, i) [t # 0} = {3 U {1t} > 1 U{t~" [t < 1} = [1, +o0].

|
On en déduit donc que
d(0,T) = inf[1, +oo[=1

Par le méme raisonnement, on obtient (la différence étant que 1 ¢ {||z|| |z € T'\ {£(1,1)}}) :
d(0,T\ {£(1,1)}) = inf]1, +oo[= 1.

3) Soit x € A. Soit € > 0. Par définition de I’adhérence, on peut fixer y € A tel que ||y — x| < e. Ainsi,
inf{||z — a|| | a € A} < e. Comme cette égalité est vraie pour tout € > 0 alors inf{||z —al| | a € A} = 0.

Soit z € R2. Supposons que d(z, A) = 0. Soit € > 0. Par la caractérisation de la borne inférieure, il existe a € A
tel que ||a — z|| < € i.e. B(z,¢) N A est non-vide. On en déduit donc que z € A.

4) Montrons que d(z, A) = d(x, A) par double inégalité.

Comme A C A alors pour tout a € A, ||z — al| > inf{||z —a|| | a € A} = d(x, A). Comme le membre de gauche
ne dépend pas de a, on en déduit donc que d(z, A) > d(z, A).

Soit € > 0. Par la caractérisation de la borne inférieure, on peut choisir @ € A telle que

lz —all < e/2+ d(x, A).

Par définition de 'adhérence, on peut alors choisir a € A tel que |ja —a|| < /2. On a alors

IT _
dz,A) < ||z —a| < ||z —a|| + [la —a|| <e+d(z, A)

Comme c’est valable pour n’importe quel € > 0, on en déduit que d(x, A) < d(z, A). -
5) Supposons que F est fermé. Alors par la question 2, pour tout x € R?, d(z, F) =0 &z € F=F.
_ Supposons que Yz € R? d(z,F) = 0 & x € F. Soit x € F. Alors par la question 3), d(z, F) = 0. Comme

F = F alors d(x, F) = 0. Par la question 4, on en déduit que d(z, F) = 0. Par hypothese, z € F. On en déduit
que F' C F. Comme on sait que F' C F, on en déduit que F = F et donc que F est fermée.
6) Soit =,y € R%. Soit a € A. On a :

d(z, A) < [lz —all < [z =yl + lly — af

et donc
d(z,A) = |lz =yl < lly — all.

Comme le membre de gauche ne dépend pas de a, on en déduit que

d(z, A) — ||lz —yll < d(y, A)
et donc

d(z, A) —d(y, A) < |lz -yl
Par symétrie de role, on obtient

d(y, A) — d(z, A) < |lz -y,

d’ou le résultat

Exercice 3. Le but de cet exercice est de résoudre I’équation aux dérivées partielles suivante :
2?03, f(2,y) = y?0,, f (z,y) = 0 (1)

pour une fonction f: ]0, +oo[>— R de classe C2.
Soit ¢: ]0, +00[2—]0, +00[? la fonction définie par :

V(w,y) €10, +00%, () = (£,2y)

1. Montrer que ¢ est une bijection sur son image A, que 'on déterminera, et donner sa bijection réciproque.

On notera u et v les variables de =1

1 1

2. Montrer que ¢ et ¢! sont de classe C2. Calculer la matrice jacobienne de o~ 1.



3. Soit f:]0,+0o[>— R une fonction de classe C?

(a) Calculer (si cela a un sens) Oy, (f 0 ™ 1).

(b) En déduire que f est une solution de (1) si, et seulement si,
1
(1, 0) € A, 0uu(f 0 71 (1, 0) = 5-0u(F 0 97 (w,v).
v
(c) En déduire que f est une solution de (1) si, et seulement si, pour tout u, la fonction ®,, :== 9, fop~(u,-)
vérifie I'équation différentielle ordinaire ®), = ;- ,,.
4. En déduire I'ensemble des solutions de (1).

Solution : 1) On remarque que ¢(]0,+00[?) CJ0,+o0o[%2. On va montrer que la corestriction® ¢: ]0, +oo[*—
]0, +00[? est une bijection en donnant la bijection réciproque : pour tout z,y, u,v €]0, +oo],

{g:u <:>{y:wc , zéo {y:ux:‘/uv

TYy="v v =Ty = uT r=,/Z
1

On en déduit que ¢ est bijective de réciproque o~ *: (u,v) (\f \/ﬁ)

2) La fonction ¢ est de classe C? car ses fonctions coordonnées sont des fonctions C? comme fonctions rationnelles
dont le dénominateur ne s’annule pas. La fonction o1 est de classe C? car ses fonctions coordonnées sont des
fonctions C? comme composée de fonctions C? (de /- et de fonctions rationnelles).

On a, pour (u,v) €]0, +oo[?

__\ 1
Jac(uu @t = ( w 2%‘7)
W 2o

L sont de classe C? alors f o¢~! est C2. Alors, pour (u,v) €]0,+00[?,

3)a) Comme f et ¢~
3qu04p_1(u,’l}) 4 A2 xmfogp 1(u,v)+i(:)yyfo<p—1(u, v) + (_Zlu\l/%azfocp_l(uﬂv) 4\/*8 yfop™ 1(u, U))
b)c) On a, pour (u,v) €]0, +o00[?,
2;\[;@89610050_1(“7”) \&a Jop™ 1(’“? v) =2v <_4u\1/%azfo§o_l(uvv) 4\/*8 f oY 1(’LL,'U))

On en déduit que les assertions suivantes sont équivalentes

Ou(fop™")(u,v) = —

1. f est solution de (1) ;

2. Y(u,v) €]0,+00%, Opuf 0 97 (u,0) = — 7 2=0uf 0 07 (u,v) + 77=0y f 0 o7 (u, v) 5
3. V(u,v) €]0,+00[%, Oy f 0 o Hu,v) = %&L(fogfl)(u, v) ;

4. Y(u,v) €]0,+oo[%, W) (v) = £V, (v) ;

le passage de 3. & 4. vient du fait que la dérivée de U,, = 9, f(u, ) :]0, +oo[— R est Oy, f(u, -).
4) D’apres le cours de premiere année, les solutions de I'équation différentielle y = -y sur ]0, +-o00[ sont

tHCeXpG ()) oVi

avec C' € R.
Supposons que f est une solution de classe C2 de (1). Alors pour tout u, il existe un unique c(u) tel que

Vo €]0, 400, @, (v) = c(u)vv

Comme ¢ = (v +— ®,(1) = 9, f(u,1)) et que f est C* alors c est de classe C!. On en déduit que les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. f est solution de (1) ;

Lque I'on notera de la méme fagon pour des raisons de simplicité



2. V(u,v) €]0, +00[?, W), (v) = £, (v) ;
3. dc € CH(]0, +00[,R),V(u,v) €]0,+00[?, 0y f 0 o (u,v) = c(u)/v ;
4. 3C € C*(]0, +oo[,R),3D: 10, +00[— R,V (u,v) €]0, +00[2, f 0 o~ (u,v) = C(u)y/v + D(v) ;

Le passage de 3. a 4. se fait en prenant C’ = c.
On remarque dans la derniere égalité, la fonction D est C? si, et seulement si, f est C2. On en déduit que les
assertions suivantes sont équivalentes pour f :]0,00[>— R :

1. f est une solution de classe C? de (1) ;
2. 3C € €*(]0, +0o[, R),3D € €*(]0, +00[, R), ¥(u, v) €]0,+00[?, f 0 o~} (u,v) = C(u)y/v + D(v) ;
3. 3C € C?(]0, +oo[,R), 3D € C*(]0, +oo[,R), V(z,y) €]0, 4002, f(x,y) = C (¥) Ty + D(zy) ;

et donc I'ensemble des solutions de classe C? de (1) est :
{@y) () vay+Day) | € e?(0,+00[R), D € C2(J0, +o0[ R)}

Exercice 4. Soit f: R? — R la fonction définie par :

Y(z,y) € R?, f(z,y) = {5952 +y2)*  si (x,y) # (0,0)

sinon.
1. Déterminer f~1(1).

2. Montrer que f est continue. Indication : lim+ uln(u) = 0.
u—0

3. Montrer que f est de classe C* sur R? \ {0}.
4. Etudier 'existence des dérivées partielles de f en (0,0).

5. Soit g : R — R la fonction définie par :
Vo € R, g(x) = f(z,0).

(a) Construire le tableau de variation de g.
Indication : Faire attention a ce que toutes les expressions manipulées aient un sens

En déduire que f n’a pas d’extremum local en (0, 0).

)
) Déterminer les points critiques de f dans R? \ {0}.
) Montrer que Yz > 0,Vy € R, f(z,y) > g(x).
¢) En déduire que f a un minimum local en (2,0).
) Redémontrer ce résultat grace & des considérations sur la hessienne de f.
) En reprenant les deux questions b) et ¢), montrer que f a un maximum local en (—%, 0).
)

Montrer que les autres points critiques ne sont pas des extrema locaux.
Indication : On pourra introduire et étudier une fonction a une variable bien choisie de facon analogue
a la question 5.

Solution : 1) Soit (z,y) € R?. Alors on a les équivalences suivantes :

f(z,y) =1 & (z,y) = (0,0) ou ((z,y) # (0,0) et (z* +y*)* =1)
& (2,y) = (0,0) ou ((z,y) # (0,0) et * M@ +v") — 1)
& (z,y) = (0,0) ou ((z,y) # (0,0) et zIn(z? 4 3?) = 0)
& (2,9) = (0,0) ou ((z,y) # (0,0) et (z =0 ou In(z? + y?) = 0))
& (2,9) = (0,0) ou ((z,y) # (0,0) et (z =0 ou 2® +y* = 1))
sr=0ouz?+y*=

Ainsi, f71(1) = {0} x RUS.



2)3) Sur R?\ {0}, la fonction f est la composée de fonctions C? et est donc C2.
Montrons que la fonction f est continue en (0,0). Pour (z,y) € R?\ {0}, on a :

(:c,y)ig&o)

lzIn(z® + y?)| = |2 In(2® + y*)| < V22 + y2|In(a® + y?)| = 2|v/22 + y2 In(\/22 + 32| 0

) @000 )

On en déduit que xIn(z? + y?) — 0 et donc f(x,y = f(0,0). Par conséquent, f est continue en (0, 0).

4) Soit h #0. On a :

[0 -10.0) (h?)Z —1_ e’“““; ' =1 _ 2hIn(h) ORI — 1)) + o))  —oc

et
f(0,h) — f(0,0) 1-1
h - h
On en déduit que f n’admet pas de dérivée partielle en (0,0) sur la premieére coordonnée mais en admet une sur
la seconde et 9, f(0,0) = 0.
5)a) La fonction g s’écrit

=0—0.

z2t = 2rn(z) siz >0
Ve eRg(z) =<1 siz=0
(—x)%* = e2rIn(=2) gz <0
Cette fonction est C! sur R*.

Pour x > 0,
J'(z) = 2(In(z) + 1)e* M
Comme e est toujours positive alors le signe de ¢'(x) dépend uniquement de celui de In(z) 4+ 1. On en conclut
que ¢'(z) > 0 si, et seulement si, z > é
Pour x < 0,

2z In(z)

g (z) = 2(In(—x) + 1>e2xln(_x)

Comme e?*'(=%) est toujours positive alors le signe de ¢’(x) dépend uniquement de celui de In(—z) — 1. On en

conclut que ¢'(x) > 0 si, et seulement si, z < —%.
-1

On en déduit que g est croissante sur | — oo, —e 1], est décroissante sur [—e~!,e~1] puis est croissante sur
[e=!,+oo[. On a lim g(z) = 0 car lim zln(—z) = —oco (par produit), g(—e™') = e¥¢, gle™!) = e~2/¢ et
T——00 T—>—00

lim g(x) = +oo car Erf zln(x) = +oo (par produit)

r—r+00
b) On déduit de la question précédente que

Vo 6]07671[7.]‘-(57 0) = 9(6) < 9(0) = f(0,0)

et
V6 €)0, e[, f(—6,0) = g(—0) > 9(0) = £(0,0)
Ainsi, pour tout § > 0, on peut trouver z,y € B(0,5) (car si § > e~ +(e71/2,0) € B(0,6)) tel que

f(x) = f(0,0) = f(y)-

Ainsi f n’a pas d’extremum local en (0,0).
6)a) Soit (z,y) € R?\ {0}. Alors

2z 2 2

="+ In(z® +y

v(myy)f _ (.’172 + y2).L ( $2+y2 sz( ))
z2+y2

Ainsi,
£2+2+1n(x +y?) =0 9 27 9
Vi =06 4700 0 < (x=0et ln(y):O)ou(y:Oet?+ln(aj):O)
z2+y?
S(x=0ety==%1)ou(y=0etz==4e")

Ainsi, les points critiques de f sont (0,41) et (e~ 1,0).
6)b) Soient z > 0 et y € R. Comme 2% + y?> > z? alors par croissance de In, on a : In(z? + y?) > In(2?)
puis par positivité de z, on obtient zIn(x? + y?) > xIn(2?). Par croissance de exp, on en conclut que f(z,y) >



L f(z,0) = g(z). Siz = 0 alors f(z,y) vaut toujours 1 pour n’importe quel y et donc en particulier

f(x,y) > f(2,0) = g(z).

¢) Pour tout z > 0 et tout y € R, on a :

flz,y) > gly) > gle™) = f(e',0)

En particulier, pour (z,y) € B((e71,0),e7 1), f(z,y) > f(e71,0).
d)On a:

2el—2/e 0
HeSS(efl7o)f = < 0 2@1*2/e>

qui est définie positive, f admet donc un minimum local en (e, 0).

e) Soient * < 0 et y € R. Comme z? + y? > 22 alors par croissance de In, on a : In(z? + y?) > In(z?)
puis par négativité de z, on obtient xIn(z? + y?) < xIn(z?). Par croissance de exp, on en conclut que f(z,y) <
e n(@) = f(x,0) = g(z). Siz = 0 alors f(z,y) vaut toujours 1 pour n’importe quel y et donc en particulier

f(z,y) < f(2,0) = g().

Pour tout x <0 et tout y € R, on a:

fla,y) <gly) <gle™') = f(e',0)

En particulier, pour (z,y) € B((—e™1,0),e71), f(z,y) < f(e™1,0).
f) Soit & > 0. Alors
Fla,+1) = " mEHD 5 0 — 1 = £(0, +1)

car In(z2 4+ 1) > In(1) = 0 et z > 0. Soit x < 0. Alors
f(x7j:1) — e:tln(pr—‘rl) < 60 =1= f(O,il)
car In(z2 +1) > In(1) = 0 et # < 0. On conclut de la méme fagon que dans la question 5)b).

Exercice 5. Pour chacune des lettres grecques suivantes, donner son nom en frangais et préciser s’il s’agit d’une
minuscule ou d’une majuscule :

1. = 2. w 3.9 4. Y
Solution :

1. xi majuscule 2. omega minuscule 3. theta minuscule 4. upsilon majuscule



