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Analyse numérique

Controle continu 1

Durée : 1h30.
Toute réponse doit étre justifice.
Le correcteur tiendra compte de la qualité de la rédaction et de la présentation.
Les appareils €lectroniques sont interdits. Une feuille de taille A4 recto de motes est autorisée.

Exercice 1. Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction convexe et z,y,z € I tels que x < y < z.

1. Montrer que x + z — y €]z, z].
En particulier, t + z —y € I.
2. Enoncer I'inégalité des pentes.
3. Montrer que f(z+ 2z —y) < f(x) + f(2) — f(v).
On pourra reformuler cette inégalité en une inégalité entre pentes que l’on prouvera a l'aide des inégalités des
pentes. Pour ce faire, on pourra distinguer selon la position de x + z — y par rapport d y.
Exercice 2. Soit f : [l,400o[ — [0,+00] .
x —  zln(x)
1. Montrer que f est une bijection.

Soit @ > 0. On cherche a calculer une approximation de f~1(a), c’est-a-dire & résoudre numériquement 1’équation

f(z)—a=o. (B)

2. Ecrire explicitement l'itération de la méthode de Newton-Raphson associée a D'équation (E), sous la forme
Tn+1 = h(xn)

3. Montrer que si zg > f~!(a), la suite définie par g et 2,11 = h(x,) donnée par la méthode de Newton-Raphson
converge vers f~!(a).

4. Proposer un tel g, qu’on exprimera en fonction de a.

On n’exprimera évidemment pas xqo en faisant appel a f~1(a), que 'on souhaite calculer.

5. Que se passe-t-il si zg € [1, 7 (a)] ?

Exercice 3. Soit f : R — R
x +—— arctan(z)

1. Vérifier brievement que 1'équation f(z) = 0 posséde une unique solution z*, que l'on précisera.

2. Ecrire explicitement l'itération de la méthode de Newton-Raphson associée & 'équation f(z) = 0, sous la
forme x,+1 = h(z,).

3. Montrer que f est strictement croissante sur R, convexe sur |—oo, 0] et concave sur [0, +-00[. A partir de quel(s)
point(s) zg € R le résultat de convergence globale du cours assure-t-il la convergence de la suite (z,)nen de
la méthode de Newton-Raphson vers z* ?

4. Etudier les variations de la fonction h et en déduire son signe.



5. (*) Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout z € R, on ait

[h(z)] < |z| si O<|z|<r
(h(x)] = |z st o] =7
|h(z)| > || si |z|>7r

On n’a pas besoin de trouver explicitement r pour faire les questions suivantes

6. Représenter la courbe de f et tracer trois tangentes a la courbe de f illustrant les trois cas de la question
précédente.

7. Montrer que si |zg| > 7, la suite (z,,)nen n'est pas bornée.
8. Montrer que si |zg| < 7, la suite (z,,)nen converge vers x*.
9. Que se passe-t-il si |xg| =7 ?

10. Ecrire un script Python qui calcule une valeur approchée & 1075 prés de 7 en utilisant la méthode de la
dichotomie.

Exercice 4. Soient n € N\ {0} et @ € R tel que |a| > 1. Le but de cet exercice est d’étudier la convergence
uniforme des polynémes interpolateurs de Lagrange pour la fonction f: [—1,1] — R définie par :

1

Tr—«

Ve e [-1,1], f(z) =

Soient x1,...,z, des points distincts de [—1,1]. Soit P, le polynéme interpolateur de f aux nceuds z1,...,Z,.

1. Montrer que

Vo € [-1, 1], [[J(x — )| < 2™
i=1
2. (a) Justifier que f est de classe C* sur [—1, 1].
(b) Calculer les dérivées successives de f.
(¢) En déduire que
swp [f@)] €
z€[—1,1] (lof = 1)+t
(d) En déduire que
2n

Ly M = = oy

puis donner une condition suffisante sur o de convergence uniforme de P, vers f (i.e. sup,ei_y q|f(2) —
P,(z)] — 0).



