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Analyse numérique

Controéle continu 1
Durée : 1h30.
Toute réponse doit étre justifiée.
Le correcteur tiendra compte de la qualité de la rédaction et de la présentation.
Les appareils électroniques sont interdits. Une feuille de taille Aj recto de notes est autorisée.

Exercice 1. Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction convexe et x,y,z € I tels que z < y < z.

1. Montrer que x + z — y €]z, z].
En particulier, t + z —y € I.
2. Enoncer I'inégalité des pentes.
3. Montrer que f(z+ 2z —y) < f(x) + f(2) — f(y).
On pourra reformuler cette inégalité en une inégalité entre pentes que l’on prouvera a l'aide des inégalités des
pentes. Pour ce faire, on pourra distinguer selon la position de x + z — y par rapport d y.
Solution :
1. Puisque z <y < z,onaz—y >0,et donc x +2 —y > x. De méme, x —y < 0donc z+ 2z —y < z, dou
x+z—y€lr,z[C I
2. Soit J un intervalle de R et g : J — R. La fonction g est convexe si et seulement si pour tous a, b, c € J tels
que a < b<ec,
9(b) —g(a) _ g(c) —gla) _ g(c) = g(b)
b—a ~ c¢c—a ~ c¢—b
3. L’inégalité a prouver est équivalente & f(x + z —y) — f(z) < f(2) — f(y). En divisant par z —y > 0 et en

remarquant que x +y — 2z — x = z — ¥, on obtient qu’elle est équivalente a 'inégalité de pentes :

flat+z-y) - flx) _ f(z) - fy)
(x+z—y) —=z = z—y (1)

Puisque z < z + z — y < z (d’apres la question 1), I'inégalité des pentes avec x, = + z — y et z montre que

fatz—y) = f@) _ f&)~f) _ f&) - fatz—y) o)
x+z—y—x ~—  z—z = z—(x+z—-y)
Avec = < y < z, on obtient de méme
F) = f) _ f2) = @) _ f() = fly) 5
Yy—x B Z—T - zZ—=1

—~

En prenant la premiere inégalité de (2) et la seconde de (3), il vient

fla+z=y) = f@) _ [ = 1) _ 1G)=I)

zZ— - Z—T - zZ—Y

On a donc bien la reformulation (1) de l'inégalité demandée.

Remarque : d’autres preuves étaient possibles. Par exemple, on pouvait appliquer l'inégalité des pentes avec
T,Y, T+ 2 —y puis avec y,x + z —y,z. On était alors amené a distinguer selon si x + z —y est inférieur, égal
ou supérieur da y.



Exercice 2. Soit f : [l,4+00[ — [0,+0o0] .

1.

x —  zln(x)

Montrer que f est une bijection.

Soit @ > 0. On cherche & calculer une approximation de f~1(a), c’est-a-dire a résoudre numériquement I’équation

f(z) —a=0. (E)

2. Ecrire explicitement litération de la méthode de Newton-Raphson associée a I'équation (E), sous la forme
Tnt1 = h(xy).

3. Montrer que si zg > f~1(a), la suite définie par x¢ et ,,.1 = h(z,) donnée par la méthode de Newton-Raphson
converge vers f~1(a).

4. Proposer un tel xg, qu'on exprimera en fonction de a.

On n’exprimera évidemment pas xo en faisant appel a f~1(a), que l’on souhaite calculer.

5. Que se passe-t-il si 2o € [1, f ' (a)] ?

Solution :

1. o Injectivité : La fonction f est dérivable en tant que produit de fonctions dérivables (elle est méme de
classe C*°) et pour tout > 1, f'(z) = In(x) + £ = In(z) + 1 > 1. Par conséquent, f est strictement
croissante, donc injective.

e Surjectivité : Soit y € [0,4+00[. On a f(1) = 0 < y. De plus, f(x) —+> 400, donc il existe b > 1
A— xr—r+00
tel que f(b) > y. Enfin, f est continue. Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
x € [1,b] tel que f(x) =y.

2. On applique la méthode de Newton-Raphson & la fonction g := f —a. La fonction ¢’ = f’ ne s’annule pas (on

a vu en question 1 qu’elle est strictement positive). L’itération de la méthode de Newton-Raphson est
. . _g(:cn)_x _f(xn)fa_x _xnln(xn)—a_ Ty +a
e g () " f(zn) " 1+ In(z,) 1+ In(z,)

3. La fonction f est de classe C?, on a déja vu que sa dérivée est strictement positive et, pour tout = > 1,
f(x) = % > 0. Par conséquent, quel que soit le point zg > f~1(a), le résultat de convergence globale de la
méthode de Newton-Raphson montre que la suite (x,) converge vers la solution de f(z) —a = 0, c’est-a-dire
vers f~1(a).

4. Ona f(a+e)=(a+e)ln(a+e)>a+e>a,donca+e> f1(a). On peut donc proposer xg = a + e.

5. Sixg = f~'(a), alors la suite (), oy est constante.

Supposons désormais que x¢ < f~!(a), c’est-a-dire que f(x) < a. Comme f” est strictement positive, f — a
est strictement convexe. Par conséquent, la courbe de f — a est au-dessus de sa tangente en g, dont on note
T, la fonction affine associée : on a
f(z) — a> Ty, (z) pour tout = € [1,+oo[\{zo}. (4)
Par définition, x; est le point ol cette tangente coupe I’axe des abscisses, autrement dit T, (x1) = 0. De plus,
x1 > o car Ty, (xo) = f(xo) —a < 0 et car Ty, est strictement croissante ; en particulier, zg € [1, +oo[\{zo}.
Par conséquent, (4) conduit & f(z1) —a > Ty, (x1) = 0, c’est-a-dire
x> [~ a).
Le théoreme de convergence globale appliqué a la suite (x,,),,~, (en partant de I'indice 1 au lieu de 0) entraine
la convergence de (), o vers f~!(a).
Exercice 3. Soit f : R — R
x +— arctan(z)
1. Vérifier brievement que 1'équation f(z) = 0 posséde une unique solution z*, que 'on précisera.
2. Ecrire explicitement I'itération de la méthode de Newton-Raphson associée & 1'équation f () = 0, sous la

forme x, 11 = h(z,).



3. Montrer que f est strictement croissante sur R, convexe sur | — o0, 0] et concave sur [0, +00]. A partir de quel(s)
point(s) xg € R le résultat de convergence globale du cours assure-t-il la convergence de la suite (z,)nen de
la méthode de Newton-Raphson vers z* 7

4. Etudier les variations de la fonction h et en déduire son signe.

5. (*) Montrer qu’il existe > 0 tel que pour tout « € R, on ait

|h(z)| < |z] si O0<|z|<T
\h(z)| = |z| st |z|=r
|h(z)| > || si |z|>7r
On n’a pas besoin de trouver explicitement r pour faire les questions suivantes

6. Représenter la courbe de f et tracer trois tangentes a la courbe de f illustrant les trois cas de la question
précédente.

7. Montrer que si |zo| > r, la suite (z,)nen n'est pas bornée.

8. Montrer que si |zg| < 7, la suite (zy,)nen converge vers x*.

9. Que se passe-t-il si |xg| =7 ?

10. Ecrire un script Python qui calcule une valeur approchée & 1075 prés de r en utilisant la méthode de la
dichotomie.

Solution :

1. 0 est solution car arctan(0) = 0 et c’est la seule car f est strictement croissante.

2. f’ ne s’annule pas sur R car pour tout z € R, H% # 0. On a, pour tout = € R,

f(x)
hiz)=x —
f'(x)
=2 — (1 + 2?%) arctan(z).

3. La fonction f est de classe C? et pour tout # € R, f/(x) = ﬁ > 0, d’ou la stricte croissance. De plus, pour
tout z € R, f"(z) = (H__%)Q, donc f” est strictement positive sur | — oo, 0[, nulle en 0 et strictement négative
sur ]0, +o0o[, d’olt la convexité sur | — oo, 0] et la concavité sur [0, +ool.
Rappelons le théoréme de convergence globale. Sur un intervalle [a, b] contenant z* sur lequel f est de classe
C2, croissante et vérifie f”'(x) > 0 pour tout = €]a, b[ (cas croissant convexe), le résultat de convergence globale
assure que (2, ),y converge vers z* si on prend xg € [a, b] tel que xg > x*, c’est-a-dire x¢ > 0. Ici, ce n’est pas
possible : d’apres I’étude de la dérivée seconde de f, un tel intervalle est nécessairement inclus dans | — oo, 0],
ce qui empéche de choisir zy > 0.
De la méme maniére, dans le cas croissant concave, il faudrait prendre zg < z* = 0. Ce n’est pas possible car
tout intervalle sur lequel f est concave est inclus dans [0, +00[, ce qui empéche de choisir zy < 0.
Remarquons que dans le cas ot xg = 0, la suite (x,), oy est constante, et converge donc vers 0, c’est-a-dire
vers x*. C’est le seul cas ot on peut dire a priori que la suite converge vers x*.

4. La fonction h est dérivable sur R et pour tout x € R,

W) =1 (2 fan( )+1”2>) 22 arctan(z) < 0
z) =1—(2zarctan(z) + —— |) = —2x arctan(z
1+ 22 -

car arctan(x) est du signe de . Donc h est décroissante. De plus, h(0) = 0. Donc h est positive sur | — oo, 0]
et négative sur [0, 400l

5. Commengons par remarquer que, h étant impaire, la fonction x — |h(x)| — |x| est paire, si bien qu’il suffit de

prouver le résultat pour = > 0. Mais on a vu & la question précédente que h est négative sur [0, +ool, si bien
que pour tout x > 0, |h(z)| = —h(z). Par conséquent, il suffit de prouver qu’il existe r > 0 tel que

x+h(x)>0 si O0<zaz<r
r+h(r)=0 si z=r
r+h(r) <0 si z>r



On étudie les variations! de la fonction ¢ : 2 > 0+ x + h(z), ie.,
x>0 20—(1+ x2) arctan(z).
Cette fonction est deux fois dérivable sur R et pour tout z > 0,
¢ (z) = h'(z) + 1 =1 — 2z arctan(z)

et
1
"(z) = —2arct P
©"(x) arctan(z) T

Ainsi, ¢”(0) = 0 et pour tout = > 0, ¢”(z) < 0. Par conséquent, ¢ est strictement décroissante sur [0, +oo].

Mais ¢'(0) =1 > 0 et ¢’ (x) o ™ (car ¢'(z) ~ —mx en +00), donc il existe b > 0 tel que ¢’(b) < 0.
T—>+00

Comme ¢’ est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires indique qu’il existe a > 0 tel que ¢'(a) = 0.

Comme ¢’ est strictement décroissante, on a ¢'(z) > 0 pour tout = € [0, o et ¢'(z) < 0 pour tout = > «a.

Ainsi, ¢ est strictement croissante sur [0, ] et strictement décroissante sur [a, +00[. Mais ¢(0) = 0, donc ¢ est

strictement positive sur ]0, «]. Sur [a, +00[, ¢ est continue, ¢(a) > 0, et () P (car p(z) ~ —Fa?
r—+00

en +00), donc il existe 8 > « tel que ¢(8) < 0. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe

r €la, B[ tel que ¢(r) = 0. Comme ¢ est strictement décroissante sur [o, +00[, on a ¢(z) > 0 si x € [a, 7| et

o(x) < 0siz>r. En résumé, on a prouvé que
p(x) >0 si x€]0,a]Ua,r[=]0,r]
plr)=0 si z=r )
plr) <0 si z>r

ce qu’on voulait démontrer.

Tl Lo

Figure 1: Cas 1 : si |xg| < 7, litération de la méthode de Newton-Raphson rapproche de 0.

Figure 2: Cas 2 : si |zg| = r, Pitération de la méthode de Newton-Raphson conserve la distance avec 0.

ITout ce qui suit est pénible & écrire, mais bien plus simple & comprendre en dressant un tableau de variations.
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Figure 3: Cas 3 : si |xg| > r, litération de la méthode de Newton-Raphson éloigne de 0.

Supposons que |xg| > r. Alors une récurrence facile montre que la suite (|xn\)n€N est strictement croissante.
Supposons par 'absurde qu’elle soit bornée. Alors d’apres le théoréme de la limite monotone, elle converge

vers un certain ¢ > |zg|. Par imparité de h, on a, pour tout n € N, |z,41| = |h(|2,]|)|. Par continuité de h,
|Znt1| = [h(Jzn])] e |h(€)] = —h(£), d’ot, par unicité de la limite, £ = —h(¥), c’est-a-dire :
n—-+0oo
L+ h(L) =

Mais la question précédente montre que I’équation = + h(z) = 0 ne posséde aucune solution dans |r, +oo],
donc aucune solution non plus dans [|zg], +00[, ce qui conduit & une absurdité.

Supposons que |zg| < r. Alors une récurrence facile montre que la suite (|z,),,cy est décroissante. Comme elle

est minorée par 0, elle converge vers un certain ¢ € [0, |zo|[. Comme on a, pour tout n € N, |z, 41| = |h(|z,])],
la continuité de h entraine que |x, 1] —— |h(€)] = —h(£) et donc, par unicité de la limite, £ = —h(¥).
n—-+00

Mais d’apres la question 5, Péquation x + h(x) = 0 n’a pas de solution dans ]0,r[, donc pas non plus dans
10, |zo]], d’ott £ = 0. Ainsi, z, —— 0 = z*.

n—-+oo

. On a h(r) = —r et h(—r) = r (on le déduit de |h(z)| = |z| lorsque |z| = 7 et de ’étude du signe de h). Par

conséquent, si |zo| = 7, la suite (z,,), oy alterne entre les valeurs r et —r.

11 suffit de résoudre ’équation = + h(x) = 0 sur |0, +00[. On reprend l'algorithme vu en TP. La seule difficulté
est de trouver des bornes qui conviennent pour 1'utiliser. On note que

1+h(1):2—2%>0

et que, puisque arctan(3) > arctan(1l) =

IS

33
3+ h(3) = 6 — 10arctan(3) < 6—10% <6-105 =5 <0.

On peut donc prendre a = 1 et b = 3 comme bornes. Partant des bornes a < b, et en notant (z,,) la suite des
milieux construite par la méthode de dichotomie, on a |z, —r| < 2n+1 = QL Pour majorer 'erreur par ¢, il
suffit de prendre n = LlogQ ( ) + 1J

Voici un code possible pour calculer r & € pres.

import numpy as np

def f(x)

return 2xx —(l4+x#*%2)*np.arctan(x)
def r(eps)

a =1

b=3

n = int (1 + np.log(1l/eps)/np.log(2))

for k in range(0,n)
(a—|—b)/2
f(x)*f(a) >0

= X



else
b=x

return x
On trouve r ~ 1.39174.

Exercice 4. Soient n € N\ {0} et € R tel que |a] > 1. Le but de cet exercice est d’étudier la convergence
uniforme des polynomes interpolateurs de Lagrange pour la fonction f: [-1,1] — R définie par :

1

r—

Ve e [-1,1], f(z) =

Soient 1, ..., 2, des points distincts de [—1,1]. Soit P, le polynéme interpolateur de f aux nceuds zq,. .., Z,.

1. Montrer que

Ve e [-1,1], H(x —x)| < 2™
i=1
2. (a) Justifier que f est de classe C* sur [—1,1].
(b) Calculer les dérivées successives de f.
(¢) En déduire que
sup|f ()| €
z€[—1,1] (Ja| = 1)+t
(d) En déduire que o
a;es[lfllil] |f(z) = Pp(z)] < W.
puis donner une condition suffisante sur o de convergence uniforme de P, vers f (i.e. SUP,e[-1,1] |f(z)—
P,(z)| — 0).
Solution :

1. Soit z € [—1,1]. Alors pour tout ¢ € {1,...,n}, on a :

0< |o— 2l < [a] + o] <2.

Par conséquent, comme la valeur absolue d’un produit est le produit des valeurs absolues et par positivité,

n n
=[[lz—=l<][2=2"
i=1 i=1

n

H(x—xi)

i=1

2. (a) Par définition de o, z — « ne s’annule pas si € [—1, 1]. On en déduit donc que f est C*>° comme quotient
de fonctions C* (car ce sont des fonctions affines) dont le dénominateur ne s’annule pas.

(b) Montrons, par récurrence, que

k!

ve 1] fP (@) = (—1f
Vk e N,Vz € [-1,1], f\¥(x) = (-1) (z — a)F+t

Initialisation : pour k = 0, on a, pour z € [—1,1]

(—1)%0!

1O@) = f(w) =

Hérédité : Soit k € N. Supposons que la propriété soit vraie au rang k.
Comme f*+D est la dérivée de f*) et que f) : 2 — (fl)k(wifiﬁ par hypothese de récurrence alors,
pour z € [—1,1]
—(k+1) (k+1)!
(k+1) = (=1 kk|(7 = (-1 k+17.

PO @) = (R e = (D
La propriété est donc vraie au rang k + 1.
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a montré que

k!

Vk € N,vz € [-1,1], f¥)(2) = (—1)km'



(c) Pour tout x € [—1,1], on a, par I'inégalité triangulaire renversée
|| <1
P 0 Z 2] S ol -1 > 0.

[z —al = |lz] = ol
On en déduit donc que pour x € [—1,1]
@) = |- " Pn <
€T = — =
(z =)t fz—af"tt 7 (Jaf —1)"+!
ne dépend pas de =
et donc,
n!
sup | f™ ()] < :
ze[-1,1] (Jof = 1)+t
(d) Comme f est de classe C™ sur [—1,1]
n!
sup | f(@)] < ;
z€[-1,1] (Jaf = 1)+t
on a, par le théoreme 3.4 et le corollaire 3.6 des notes de cours,
n! 1 1
(o] =1)+1 n
sup fx—ngi sup T — sup T — x< 2",
ze[—1,1] 1#() (@)l n! -1 1]}_[1| \04| Dt e el-1 1]I[1| . (Jaf = 1)n+t
La suite < Tal=D 1 2 > est une suite géométrique de raison =T et converge vers 0 si, et seulement si
< lie. |a] > 3.

Ia\ 1



