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Dans cet examen, on considérera uniquement des R-espaces vectoriels.

Exercice 1.

1. Donner la définition d’une famille libre d’un espace vectoriel E.

2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f ∈ L(E) un endomorphisme de E. Montrer
que f est injective si, et seulement si, f est un isomorphisme.

Exercice 2. Les ensembles suivants forment-ils un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de
référence ?

1. A := {(x, y, z) ∈ R3 | (2x+ 3y − 5z)2 + (x− y + z)2 = 0} ;

2. B := {P ∈ R[X] | P ′(2) = P (5)}

3. C := {f ∈ F(R,R) | ∃a, b ∈ R, a < b,∀x ∈ [a, b], f(x) = 0}.

Exercice 3. Soit f l’endomorphisme de R3 défini par

∀(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) := (2y − z, 3x− 2y,−2x+ 2y + z).

Notons M la matrice représentative de l’endomorphisme f dans la base canonique de R3, qui sera
notée B.

1. Donner la matrice M .

2. Calculer le rang de cette matrice.

3. Calculer le noyau de f − 2IdR3 . On notera v1 le générateur dont la première coordonnée vaut 4.

4. En déduire la dimension de l’image de f − 2IdR3 .

5. Notons v2 := (1, 1, 1) et v3 := (2,−3, 2). Montrer que C := (v1, v2, v3) est une base de R3.

6. Donner la matrice représentative de f dans la base C. On la notera D.

7. Calculer les matrices de passage Pass(B, C) et Pass(C,B).

8. Écrire la formule reliant M,D et P .

9. Calculer l’inverse de M .



Exercice 4. Soit n ∈ N \ {0}. Montrer que les ensembles

Sn(R) := {M ∈ Mn(R) | M⊤ = M}

et
An(R) := {M ∈ Mn(R) | M⊤ = −M}

sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de Mn(R).

Exercice 5. On considère la fonction φ : R[X] → R[X]× R définie par

∀P ∈ R[X], φ(P ) := (P ′, P (0))

1. Montrer que φ est un isomorphisme.

2. En déduire que R[X] n’est pas un espace vectoriel de dimension finie.

3. Soient n ∈ N. Déterminer l’image V de la restriction φ|R≤n[X] sur l’espace des polynômes de
degré au plus n.

4. Montrer que φ|R≤n[X] est un isomorphisme R≤n[X] → V .

Exercice 6. Soient E un espace vectoriel, f, g ∈ L(E) deux endomorphismes de E.

1. Montrer que f et g sont des projecteurs de même noyau si, et seulement si, f ◦g = f et g ◦f = g.

2. Montrer que f et g sont des projecteurs de même image si, et seulement si, f ◦g = g et g ◦f = f .

On rappelle que si p est un projecteur de E alors E = ker(p)⊕ im(p).


