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Chapitre 1

Dénombrement et probabilités sur un
univers fini

1.1 Dénombrement

1.1.1 Injection, surjection, bijection

Définition 1.1.1.1. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. On dit que f est injective
(ou est une injection) si
Vx,x' € X, f(x) = f(x') = x =x'.

Exercice 1. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. Montrer qu'une fonction est
injective si, et seulement si, pour tout y € Y, I’ensemble f~!(y) contient au plus un élément.
Exemple 1.1.1.2.

— La fonction x € R — x? € R n’est pas injective (1?2 = (=1)?) mais x € R>p — x? € R Vest.

— Si A C X alors la fonction (dite d’inclusion) x € A — x € X est injective.

— Une fonction strictement monotone R — IR est injective.

— La restriction d’une fonction injective est injective.

Exercice 2. Montrer qu'une fonction f: X — Y est injective si, et seulement si, pour tout A C X,
f~1(f(A)) = A.

Définition 1.1.1.3. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. On dit que f est surjective
(ou est une surjection) si
Yy €Y,3Ix € X,y = 1f(x).

Exercice 3. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. Montrer qu'une fonction est
surjective si, et seulement si, pour tout y € Y, l'ensemble 1 (y) contient au moins un élément.
Exemple 1.1.1.4.

— La fonction x € R +— x? € R n’est pas surjective (aucun réel n’est envoyé sur —1 par positivité)
mais x € R — x? € R>¢ l'est (par le TVI).

— Sin € N>, alors la fonction Z — Z/nZ, x — x +nZ est surjective.
— Une fonction polynomiale R — R de degré impaire est surjective.

— La restriction d'une fonction surjective n’est pas nécessairement surjective (il suffit de réduire
le domaine de la fonction carré a un unique point).

— Si f: X = Y est une fonction alors sa corestriction f/fX): X — £(X) est une surjection.

— 5i X, Y sont deux ensembles non-vides, les fonctions de projection (x,y) € X XY = x € X et
(x,y) € X X Y =y € Y sont surjectives.
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Exercice 4. Montrer qu'une fonction f: X — Y est injective si, et seulement si, pour tout B C Y,
f(f~1(B)) = B.

Définition 1.1.1.5. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. On dit que f est bijective
(ou est une bijection) si elle est injective et surjective.

Exercice 5. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. Montrer qu'une fonction est
bijective si, et seulement si, pour tout y € Y, I'ensemble 1 (y) contient exactement un élément.
Exemple 1.1.1.6.

1. La fonction x € R + x% € R> est bijective.

2. Les fonctions In: ]0, +oco[— R et exp: R —]0, +oo[ sont des bijections.

3. Sin et m sont premiers entre eux alors Z/nmZ — Z/MZ X Z/mZ,x +nmZ — (x +nZ,x +
mZ) est une bijection (par le théoréme des restes chinois).

4. La fonction N — IN>1,n — n + 1 est une bijection.

5. Si f: X — Y est une fonction injective alors sa corestriction f/f): X — £(X) est une bijection.
Exercice 6. Montrer que la fonction N2 - IN>1,(n,p) — 2™(2p + 1) est une bijection.

Exercice 7. Montrer qu'une fonction f: X — Y est bijective si, et seulement si, il existe une fonction
g: Y = Xtelle que gof = Idx et fo g = Idy. Montrer que dans ce cas cette fonction g est unique
(c’est la bijection réciproque de f).
Proposition 1.1.1.7. Soient X,Y, Z trois ensembles et f: X — Y, g: Y — Z deux fonctions. Alors

1. si f et g sont injectives alors g o f est injective;

2. sif et g sont surjectives alors g o f est surjective;

3. si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.

Démonstration. 1) Supposons f et g injectives. Soient x,x’ € X tels que g o f(x) = g o f(x’). Comme g est injective alors
f(x) = f(x’). Et comme f est injective, on obtient x = x" et donc que g o f est injective.

2) Supposons f et g surjectives. Soit z € Z. Comme g est surjective alors il existe y € Y tel que z = g(y). Fixons un tel y.
Comme f est surjective alors il existe x € X tel que y = f(x). Pour un tel x, on a :

gof(x) =g(y) =z

On en déduit que g o f est surjective.
3) Si f et g sont bijectives alors en particulier, elles sont injectives et surjectives. Par les points précédents, g o f est injective
et surjective et est donc bijective. O

Exercice 8. Soient X, Y, Z trois ensembles et f: X — Y, g: Y — Z deux fonctions bijectives. Déterminer
la bijection réciproque de g o f.
Exercice 9. Soient W, X,Y, Z quatre ensembles, et f: W — X, g: X = Yeth: Y — Z

1. Montrer que si g o f est injective alors f est injective.

2. Montrer que si g o f est surjective alors f est surjective.

3. Montrer que g o f et h o g sont bijectives si, et seulement si, f, g et h sont bijectives.

Exercice 10. Soient X, Y, Z trois ensembles, et f: X — Y et g: Y — Z deux fonctions. Posons h := gof.
1. On suppose h injective et f surjective. Montrer que g est injective.

2. On suppose h surjective et g injective. Montrer que h est surjective.

Théoreme 1.1.1.8 (Cantor-Bernstein). Soient X,Y deux ensembles. S'il existe une injection X — Y et une
injection Y — X alors il existe une bijection X — Y.

Exercice 11. Montrer que [0, 1] et [0, 1[ sont en bijection.

Exercice 12. Montrer que I'ensemble R et I'ensemble des parties de IN sont en bijection.
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1.1.2 Ensembles finis
Notation 1.1.2.1. On pose Eg =@ etpourn € N>q, B :={1,...,n} ={k |1 <k <n}.

Proposition 1.1.2.2. Soient m,n € IN.
1. S'il existe une fonction injective Eyy — Eqy alors m < m;
2. S’il existe une fonction surjective E;y — En alors m > n;

3. S’il existe une fonction bijective E;y — Eny alors m =n;

Démonstration. 1) Supposons qu’il existe une fonction injective E, — E,. Soit f une telle fonction.
Notons i1, ...,1;m les éléments (qui sont tous distincts par injectivité) de f(Exy) ot iy < iz <... < imﬂ On peut remarquer
que iy > m (car pour k € Em \ {1}, ix > ix—1 + 1 et i; > 1). De plus, par définition, iy < n. On en déduit que m < n.

2) Supposons qu'il existe une fonction surjective E;, — Er. Soit f une telle fonction.
Soient iy,...,in € En, tels que Vk € Eq, f(ix) = k. Comme les (i )reg,, sont tous distincts, on en déduit de la méme fagon
que dans 1) que n < max(iy) < m.

3) Supposons qu’il existe une fonction bijective E;, — E,. En particulier, il existe une fonction injective et une fonction
surjective. Par les deux points précédents, m < netn < m et donc m =n. O

Exercice 13. Enoncer les contraposées de ces énoncés.

Proposition 1.1.2.3. Soient n € IN>q et f: Ey — En une fonction. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f est injective; 2. f est surjective; 3. f est bijective.

Démonstration. Nous allons montrer 'équivalence entre les point 1 et 3. Par définition, si f est bijective alors f est injective.
Supposons f injective. Supposons par I’absurde que f n’est pas surjective. Soit k ¢ f(E,,). On définit la fonction

j o sij<k

€En
ji—1 sij>k !

ﬂk:jEEnH{

Comme k ¢ f(En) alors la fonction 7 o f : Ey — E;y_1 est toujours injective. Par la proposition précédente, on en déduit que
n <n—1, ce qui est absurde. O

Remarque 1.1.2.4. Sin =0, la fonction est trivialement injective, surjective et bijective.
Exercice 14. En reprenant la démonstration, montrer 1'équivalence entre le point 2 et le point 3.

Définition 1.1.2.5. On dit qu'un ensemble X est fini s’il existe un entier n € IN et une bijection
X — En.

Exercice 15. Montrer que les ensembles suivants sont finis :
— {0, 0, &,0}; — {1,3,5,9,11}; — {2k+1[-3 <k <9}

Proposition 1.1.2.6. Le n de la définition précédente, s’il existe, est unique.

Démonstration. Soient n,m € N et deux bijections @: X — En et : X = Ejn. Alors o @ 1:En — Em est une bijection
etdoncn =m. O

Remarque 1.1.2.7. La bijection n’a aucune raison d’étre unique.
Définition 1.1.2.8. On appelle cet entier cardinal de I'ensemble X. On le note Card(X), #X, |X]|.

Proposition 1.1.2.9. Soient X,Y deux ensembles et f: X — Y une fonction.
1. Si Y est fini et f est une injection alors X est fini et |X| < |Y|.
2. Si Xest fini et f est une surjection alors Y est fini et |X| > [Y].

3. Si f est une bijection alors X est fini si, et seulement si, Y est fini. De plus, |X| = |Y|.

1. on le fait par induction : iy := min f(E), i2 == min(f(Em) \ {i1}) et ainsi de suite.
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Démonstration. 1) Supposons que Y est fini (considérons ¢: Y — E|y| une bijection) et que f est une injection. Posons
g = @of: X — Ejy|. Cest aussi une injection. La corestriction gld®): X — g(X) est une bijection. Soient iy,...,1ix les
éléments de g(X) C Eyj(onak < |Y]). On obtient ainsi une bijection i: Ex, — g(X) définie par k — iy et donc une bijection
i1 0 gl9X): X — Ey. On en déduit que X est fini et de cardinal |X| =k < |Y|.

2) Supposons que X est fini (considérons ¥: X — E|x| une bijection) et que f est une surjection. Alors fo P Ex —Y
est une surjection. Pour chaque y € Y, on choisit un antécédent ey € E|x|. Ainsi, on a une bijection e: Y — {ey |y € Y}
définie par y — ey.

Soient iy, ..., ik € x| (ainsi k < [X]) tels que 11 < i <...<iget{is,..., ik} ={ey |y € Y} (on a ordonné l'ensemble

des ey). On obtient ainsi une bijection a: Ex, — {ey |y € Y} définie par j - i; et donc une bijection a=' oe: Y — Ex. On en

déduit que Y est fini et [Y| =k < |X].

3) On utilise les points précédents avec f et f~! pour montrer le résultat. a
Proposition 1.1.2.10 (Principe des tiroirs). Soient X,Y deux ensembles. Si |X| > |Y| alors il n’existe pas
d’injection X — Y.

Démonstration. C’estla contraposée de1.1.2.2) |

Exercice 16.
1. Montrer qu’il existe deux personnes en France qui ont exactement le méme nombre de cheveux.

2. Montrer que, dans un groupe d’au moins deux personnes, il existe toujours deux personnes
possédant le méme nombre d’amis dans ce groupe.

3. Montrer que parmi 101 nombres entiers distincts, il existe toujours onze d’entre eux dont la
somme est divisible par 11

4. On choisit dix nombres entre 1 et 100. Montrer qu’il existe deux sous-ensembles disjoints non
vides de ces dix nombres ayant la méme somme.

5. Soient n > 1 et E un ensemble d’au moins n + 1 nombres entiers différents. Montrer qu’il
existe deux nombres différents dans E dont la différence est divisible par n.

Exercice 17. Soient X,Y deux ensembles finis de méme cardinal et f: X — Y une fonction. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective; 2. f est surjective; 3. f est bijective.

Proposition 1.1.2.11. Soient X,Y deux ensembles finis. Alors X UY et XN'Y sont finis et
IXUY|=[X|+|Y]—|XNY].
Démonstration. — Supposons que XNY = @. Soient ¢: X — E x| et h: X — E}y| deux bijections. On définit la fonction
f: E|X\+\Y\ — XUY par
@ () sij < [X]
VG~ [XDsij> X
Comme X et Y sont disjoints et que @' et ! sont injectives alors f est injective. Montrons que f est surjective. Soit
x € XUY. Six € Xalors x = f(¢(x)) et si x € Y alors x = f(|X| +{(x)). On en déduit que f est une bijection et que
IXUY[ = [X|+]Y].
— De la formule précédente, on en déduit que si A C X alors X\ A| = |X| —|A|. On a ensuite 1'égalité XUY =
XNY)UX\N(XNY)U(Y\(XNY)). Par construction, ces trois ensembles sont disjoints et donc
XUY|=[XNY[+ | X\XNY)|+[Y\(XNY)|
= XY+ (X[ = XOY)+ (Y[ = XN Y]) = X[+ Y] = X Y].

Vj € Eixjyv), () = {

Exercice 18. Existe-t-il deux ensembles A et B tels que |A| =42, B = |17| et |C| = 10007
Exercice 19. Soient X, Y, Z trois ensembles. Déterminer |X uyu?Zz|.

Exercice 20. Soient (Xi)1<i<n N ensembles tels que Vi # j, X; N X; = @. Montrer que

n n

Uxi|=D_Ixil.

i=1 i=1

2. on utilise deux fois 1'égalité précédente
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Exercice 21. Soient (X;)1<i<n N ensembles. Montrer que

n
<> Xl
iz

n
U X
i=1

1=

Exercice 22. Soit n € IN.
1. Combien y a-t-il de paires d’entiers naturels (x,y) tels que x +y =n?
2. Combien y a-t-il de paires d’entiers naturels (x,y) tels que x <y <n?
3. Combien y a-t-il de paires d’entiers naturels (x,y) tels que x,y <net|x—y| <1?

Exercice 23 (Principe des tiroirs II). Soit f: X — Y une fonction entre deux ensembles finis tels que
IX| > n|Y|. Montrer qu’il existe y € Y tel que f~'(y) > n.

Exercice 24. Combien de personnes faut-il pour étre stir que trois d’entre elles aient le méme anni-
versaire ?

Proposition 1.1.2.12. Soient X,Y deux ensembles finis. Alors X x Y est fini et
X Y] = [X][Y].

Démonstration. Soient @: X — Eix| et ¥: Y — Ejy| deux bijections. Comme (@,¥): X x Y — Ejx; X Ejy,(x,y) —
(@(x), b(y)) est une bijection alors il suffit de montrer que E|x| x E|y| et E|x||y| sont en bijection. Soit f: Ex| X E|y| = Exjy|
la fonction définie par :

V(k, 6) (S E\X\ X Ely‘,f(k, 1) =k+ (e — 1)‘X|
On remarque que f —1: Ejx| X Ejy| — {0,...,|X||Y] =1} est une écriture de la division euclidienne. Grace a 'existence et
I'unicité de celle-ci, on en déduit que f — 1 est une bijection et donc f aussi. O

Exercice 25. Soient X un ensemble fini et n € IN>j. Calculer le cardinal de |X™|. En déduire le
cardinal XY = {f: Y — X} ot1 X et Y sont deux ensembles finis non-vides.

Exercice 26. Soit X un ensemble fini. Calculer le cardinal de (X) := {E C X}.

Définition 1.1.2.13. Soient n € IN>7 et X un ensemble fini. On appelle n-liste de X un élément de
XM,

Proposition 1.1.2.14 (Principe multiplicatif). Soient X et Y deux ensembles finis, (P(x))xex, (2%, Y))xex,yey
deux familles d’assertions. Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que pour tous x € X,y €'Y, si P(x)
est vraie alors [{y € Y| Q(x,y)}| = n. Alors

{(x,y) € X x Y| P(x),Qx,y)}| =n|{x € X| P(x)}|.

Démonstration. Ona

{(xy) eXxY|P), 2} = | {yeYloxy)}
x tq P(x)

et donc comme les ensembles {(x,y) € X X Y| Q(x,y)} sont disjoints, on a :

Hooy) € XxYIP), 2y} = D {(xy) €XxY[2Axy)}
x tq P(x)

On en déduit que

{ooy) € Xx V[P0, 20y} = > n=nl{xeX|Px)}
x tq P(x)
O

Remarque 1.1.2.15. On peut donner un énoncé avec un nombre quelconque d’ensembles mais cela
alourdirait significativement 1’écriture.

Exercice 27. Un cadenas posséde un code a 3 chiffres (allant de 0 4 9)
1. Combien de codes différents sont possibles en tout?

2. Combien de codes contiennent au moins un chiffre 7?

Exercice 28.
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1. Un code est composé de quatre chiffres suivis d’une lettre (de 1’alphabet latin). Combien y
a-t-il de possibilités de combinaisons ?

2. Méme question mais la lettre n’est plus nécessairement a la fin du code.
Exercice 29. Une plaque d’'immatriculation francaise comporte deux lettres, puis trois chiffres, puis

deux lettres. Les lettres "O", "I" et "U" sont exclues (pour éviter la confusion avec "0", "1"et "V").
Combien de plaques différentes sont possibles?

1.1.3 Permutations, arrangements, combinaisons
1.1.3.1 Permutations

Définition 1.1.3.1. Soit n € IN. Une permutation de n objets est une bijection E;; — E. On note &,
(ou Sn, ) 'ensemble des permutations.

Exercice 30. Montrer que si X et Y sont de cardinal n alors I’ensemble des bijections de X dans Y est
en bijection avec Gr,.

Théoreme 1.1.3.2. Soit n € IN. Le cardinal de Sy est n! 0@t 0! == 1et pour toutn € N, n+ 1)l = (n+ 1)nl

Démonstration. On remarque tout d’abord que

G, = Lnj {0 €6n|0on)=k}.
—_—

k=1
=Akn

Comme les Ay, sont disjoints alors
n
1&nl=>_ |Axnl-
k=1
En\{o(m)}

On remarque ensuite que si 0 € &, alors la restriction-corestriction o est aussi une bijection. On en déduit que

Ay n est en bijection avec I’ensemble des bijections Ey,_7 — En \ {k}. On en déduit ainsi que |Ax | = |Sn_1] et donc
[Gn|=n[Gn-1]

Comme |Gy = [{@ — @}| =1 alors on en conclut que |&, | =n!.

Exercice 31.

1. Combien y-a-t-il d’anagrammes (on ne demande pas que les mots obtenues aient du sens) au
mot "PROBA"?

2. Combien y-a-t-il d’anagrammes commencant par la lettre "B"?

3. Combien y-a-t-il d’anagrammes commencant par une consonne ?
y

Exercice 32. Trois groupes de personnes (constitué, respectivement, de quatre, six et huit personnes)
arrivent dans un restaurant. Chaque groupe est dirigé vers une table avec exactement le bon nombre
de places. Combien y a-t-il de plans de table possibles?

1.1.3.2 Arrangements et Combinaisons

Définition 1.1.3.3. Soient X un ensemble fini et p € IN>7. Un arrangement de p éléments de X est
une p-liste d’éléments distincts de X

Remarque 1.1.3.4. Un arrangement de |X| éléments de X définit une bijection de X.

Exercice 33. Montrer que 'ensemble des arrangements de p éléments de X est en bijection avec
I'ensemble des injections E;, — X (que 'on note Inj(E,, X))

Proposition 1.1.3.5. Soient p,n € N avecn > p. Il ya (n:‘!p)! arrangements de p éléments de Er,.
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Démonstration. Considérons la fonction res: &, — Inj(E,, En) définie par ¢ +— 0, - On remarque que pour tout i €
Inj(Ep, En), I'image réciproque de i par res s’écrit :

res (1) = {0 € &n | Vj € Ep, 0() = i(j)}

On en déduit que cet ensemble est en bijection avec ’ensemble des bijections Ex, \ E;, — En \ i(Ep) par restriction-corestriction.
On en déduit que |res~ ' (i)| = (n —p)!. De plus,

S, = U res”! 1)

i€Inj(Ep En)

et donc, comme les images réciproques sont disjointes,

n=6n= > fres'®l= Y = (m—p)=n—p)njEy,En)l,

i€Inj(Ep,En) i€Inj(Ep,En)

ce qui permet de conclure. O

Définition 1.1.3.6. On note cet entier A%,

Exercice 34. Combien y a-t-il de nombres a 8 chiffres contenant aucun "1" et dont tous les chiffres
sont distincts ?

Exercice 35. Dans une course de Formule 1, il y a vingt pilotes. Combien de podiums (premier,
deuxieme, troisieme) différents sont possibles ?

Définition 1.1.3.7. Soient X un ensemble fini et p € IN, p < |X|. Un combinaison de p éléments de
X est une partie de X a p éléments.

Remarque 1.1.3.8. La différence entre arrangement et combinaison réside dans le fait d'un arrange-
ment est une partie ordonnée d’éléments de X.

n!

Proposition 1.1.3.9. Soient p,n € N avecn > p. Il ya mop)p! combinaisons de p éléments de E,.

Démonstration. On considere la fonction Im: Inj(Ep, En) — Pp(n) = {E € P(En) | |E| = p} définie par i — i(Ep).
Pour chaque E € % (n), I'image réciproque de E est 'ensemble des injections E;, — E d’image E qui est donc par corestric-
tion en bijection avec I'ensemble des bijections E;, — E et est donc de cardinal p!. Ainsi, comme

j(Ep, En) = |J Im '(F)
EcPp(n)

et que les images réciproques sont disjointes :

iy B = Y Im @)= Y pl= |2l

—p)!
(n—p)! Ee2p(n) Ee2p(n)

ce qui permet de trouver le résultat. |
Notation 1.1.3.10. On note (L‘) (ou CK) le nombre de combinaisons de k éléments dans E,.

Proposition 1.1.3.11. Soient k,n € N> tels que n > k. Alors

()= () 0h)

Démonstration. On a les égalités suivantes :

P+ ={E€ P Mm+1)|In+1eBJU{E€ P (m+1)|n+1¢&E}
={Ec P Mm+1)|n+1€E}UP(n).

L'ensemble {E € P (n+1) | n+1 € E} est en bijection avec Px_1(n) par la fonction E — ENE, (d'inverse F —
FU{n+ 1}). On en déduit donc que

<“+]) =Py +1)| = [{E€ Pen+1) I n+1€EH+]|Pm)

k
= | P ()] + |Pe(m)| = (ki‘]) + (2)

Exercice 36. Retrouver ce résultat par calcul.



12 CHAPITRE 1. DENOMBREMENT ET PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI

Exercice 37. Dénombrer les anagrammes des mots suivants : "PIZZA", "PROBABILITES", "PEPITE".

Exercice 38. Une main au poker est formée de 5 cartes extraites d’un jeu de 52 cartes. Traditionnelle-
ment,trefle, carreau, coeur, pique sont appelées couleurs et les valeurs des cartes sont rangées dans
l'ordre : as, roi, dame, valet, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, de la plus forte a la plus faible. Dénombrer les
mains suivantes :

1. quinte flush : main formée de 5 cartes consécutives de la méme couleur (ici, la suite as, 2, 3, 4
et 5 est une quinte flush).

2. carré : main contenant 4 cartes de la méme valeur (quatre as par exemple).

3. full : main formée de trois cartes de la méme valeur et de deux autres cartes de méme valeur
(par exemple, trois as et deux rois).

4. suite : main formée de 5 cartes consécutives et qui ne sont pas toutes de la méme couleur.

5. brelan : main comprenant trois cartes de méme valeur et qui n’est ni un carré, ni un full (par
exemple, trois as, un valet, un dix).

Exercice 39. Déterminer le nombre de diagonales d’un polygdne a n cotés.

Exercice 40. Soient n,k € IN>7 deux entiers naturels.

1. Déterminer le nombre de k-uplets (x1,...,xx) d’entiers naturels non-nuls tels que x; + ...+
Xk =M.

2. Déterminer le nombre de k-uplets (x1,...,xy) d’entiers naturels tels que x; +...+x, =n.
Exercice 41. Montrer combinatoirement les égalités suivantes :

LVkneNk<n (})=(";

2.2 =31 o (%)

3. Vk,n € N>p, k <m k() = n(z:]]) et en déduire ) ', k(});

4. Déduire du premier point que (27") = Y I (E)z
Proposition 1.1.3.12. Soit A un anneau commutatif (par exemple, A = Z,Q,R,C). Soient a,b € A et
n € IN. Alors

n
n
)" = kbnfk.
(a+b)r =) (k)a

k=0

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur n :
— pourn=0,(a+b)°=1= Zg:o (B)akpok

— Soit n € N et supposons la propriété vraie au rang n. Alors

n
@+ =(a+bo)a+b) F@+v) Y (“) akpnk
k
k=0
_i ) k+1pn—k = (n Kpn—k-+1
= e +) e
k=0 k=0
Chgtdevarnﬂ n kpn—k+1 = (n kpn—k+1
= Z K1 a“b +Z " a“b
k=0

k=1

n
n+1 n n kpn—k+1 n+1
= E b b
¢ +k71<<k_]>+(k)>a ’

n+1

nrl e (AT Kokt e n+1\ ook
=a +Z K a“b +b :Z K a“b

k=1 k=0

Exercice 42. Retrouver ce résultat par un argument combinatoire.
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1.2 Probabilités sur un univers fini

1.2.1 Espaces probabilisés
1.2.1.1 Premiéres définitions

Définition 1.2.1.1. Un espace probabilisé fini est un couple (Q,p) ol O est un ensemble fini et
p: Q — [0,1] une fonction telle que
> plw) =1

we
On appelle Q univers et une telle fonction est appelée germe de probabilité sur Q.

Exemple 1.2.1.2. Soit f € {2,4,6,8,10,12,20,100}. Pour modéliser le lancer d'un dé équilibré a f
facesﬂ on peut poser Q = {1,...,f} et définir p par:

Yw € Q,p(w) = %

Onabien } ,,cnp(w)=1.
Toutes les issues ont la méme probabilité, on dit alors qu’elles sont équiprobables.

Exemple 1.2.1.3. Dans le cas ol1 on veut modéliser d > 1 lancers de dés équilibrés a f faces, on peut
poser Q = {1,...,f}4 et définir p par :

1

Yw € Q,p(w) = e

Exemple 1.2.1.4. Pour modéliser une urne avec des boules ayant V boules vertes et R boules rouges,
on peut prendre Q = {v, r} et définir p par :

pv) = % et p(r) = %

Définition 1.2.1.5. Soit (Q,p) un espace probabilisé fini. On appelle événement une partie de Q.

Exercice 43. Soit Q un ensemble fini et soient A, B, C trois événements de Q). Traduire en termes
ensemblistes (en utilisant uniquement les symboles d"union, d’intersection et de passage au complé-
mentaire, ainsi que A, B et C) les événements suivants :

. Seul A se réalise; 5. au moins deux des trois événements se réa-

. A et B se réalisent, mais pas C. lisent;

. les trois événements se réalisent; 6. aucun ne se réalise;

B~ W N -~

7 . , . .
. au moins l'un des trois événements se réa- 7. au plus I'un des trois se réalise;

lise; 8. exactement deux des trois se réalisent;

Définition 1.2.1.6. Soit (Q,p) un espace probabilité fini. La mesure de probabilité de germe p est la
fonction IP: (Q) — [0, 1] définie par

VA € 2(Q),PA) = > p(w).

WEA
Exemple 1.2.1.7. Dans le cas équiprobable,
VB € 2(Q),IP(B) = ﬂ
Q|

Proposition 1.2.1.8. Soit Q) un ensemble fini. La fonction qui associe a un germe de probabilité sur Q sa
mesure de probabilité est une bijection entre I'ensemble des fonctions p: Q — [0, 1] vérifiant ) .o p(w) =1
et I'ensemble des fonctions IP: P(Q) — [0, 1] vérifiant

3. notons que le lancer d'un dé a deux faces est équivalent a un lancer de piece
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— PQ)=1;
— Si Aq,...,An sont des parties disjointes de Q (i.e. pour tout i #j, Ay N A; = @) alors

P (O Ai> - ill’(Ai).
i=1

Démonstration. On vérifie tout d’abord que la fonction IP obtenue vérifie bien les conditions désirées :
— PQ) =2 weapl@) =1;

— Soient Ay, ..., Ay des parties disjointes de Q. Alors
n n n
P (u Ai) S Y h@=3 Y p@ =3 Pay
i=1 welUl | Ay i=1 weA; i=1

(la deuxieme égalité vient du fait que les parties sont disjointes)
On remarque ensuite que ’on retrouve la fonction p en posant

Vw € Q,p(w) =P{w})
fournissant ainsi la bijection réciproque (car les fonctions IP vérifient P(A) = >~ oA P({w})).

O

Remarque 1.2.1.9. Autrement dit, la donnée du germe ou la donnée de la mesure de probabilité
associée sont équivalentes. On écrira de fagon interchangeable (Q, p) ou (Q, P).
Proposition 1.2.1.10. Soit (Q,IP) un espace probabilisé fini. Soient A, B deux événements. Alors

1. Si A C Balors P(B\ A) = IP(B) —IP(A). En particulier, P(A) < IP(B)

2. P(A°)=1-P(A);

3. P(®)=0;
4. P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB).
Démonstration. 1. Comme B\ A et A sont disjoints alors IP(B) = P(A U (B\ A)) = P(A) +P(B\ A). La deuxiéme partie

vient de la positivité de la mesure de probabilité;
2. Par le point précédent, en prenant B = Q;
3. Par le premier point, on a : IP(®) = P(A\ A) =P(A) —P(A) =0;
4. Se fait comme|l.1.2.11]
O

Exercice 44. Soit n > 1. On lance n fois un dé a six faces parfaitement équilibré. Quelle est la
probabilité d’obtenir

1. au moins une fois le chiffre 6?

2. au moins deux fois le chiffre 6?

3. au moins k € {0,...,n} fois le chiffre 6?
Exercice 45. On jette 3 fois un dé a 4 faces, et on note a, b et c les résultats successifs obtenus. On
pose Q := aX? + bX + c. Déterminer la probabilité pour que :

— Q ait deux racines réelles distinctes;

— Q ait une racine réelle double;

— Q n’ait pas de racines réelles.

Exercice 46. Donner la probabilité pour que, dans une assemblée de n personnes, deux au moins
aient la méme date d’anniversaire. Faire le calcul numérique lorsque n = 23.

Exercice 47. On dispose d'un dé pipé a huit faces tel que la probabilité d’obtenir la face k soit k fois
celle d’obtenir 1.

1. Donner un espace probabilisé modélisant 'expérience aléatoire. On pourra se demander quelle
est la probabilité de faire 1.

2. Quelle est la probabilité d’obtenir un chiffre pair ? premier ?
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1.2.1.2 Probabilités conditionnelles

Définition 1.2.1.11. Soient (Q,P) un espace probabilisé fini et A un événement tels que P(A) # 0.
Pour tout événement B, la probabilité conditionnelle de B sachant A, noté IP(B | A), est définie par :

P(BNA)

P(B | A) = A

Lemme 1.2.1.12. Soient (Q, IP) un espace probabilisé fini et A un événement tel que IP(A) # 0. Alors IP(- | A)
est une mesure de probabilité dont la germe associée pa: QO — R est

P{w}) H A
Y € Q,pa(w) = { PR HWE
0 sinon.

Démonstration. On remarque que la fonction pa vérifie

S pa@ =Y palw= 3 PUSD _PAY_y
wEeEA

we WEA ]P(A) P(A)
De plus,
— _ P{w}) PANB) _
VBEPQ), )_pAw) = ) pal= D ot = —pay —PBIA)
weB weBNA weBNA
La proposition [1.2.1.8 permet de conclure. O

Remarque 1.2.1.13. Une conséquence de ce résultat est que la restriction sur les parties de A d'une
situation d’équiprobabilité sachant A est une situation d’équiprobabilité sur A.

Définition 1.2.1.14. Soient (Q), IP) un espace probabilisé et A, B deux événements. On dit que A et B
sont indépendants si IP(B | A) = P(B), ce qui est équivalent a IP(A N B) = P(A)P(B).

Exercice 48. Soient A, B deux événements indépendants. Montrer que A€ et B sont indépendants.
En déduire que A et BS, et A€ et B€ sont indépendants.

Exercice 49. 1. Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. On en tire une hasard, et on
considere les événements

A = "tirage d’un nombre pair”,
B = "tirage d"un multiple de 3”.
Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2. Reprendre la question avec une urne contenant 13 boules.

Définition 1.2.1.15. Une famille finie (A{)1<i<n d’événements d'un espace probabilisé (Q,P) est un
systeme complet d’événements si

1. Les A; sont deux-a-deux disjoints.
2. P (UL Ay) =1.
Remarque 1.2.1.16. Une partition de () est un systéme complet d’événements.

Proposition 1.2.1.17 (Formule des probabilités totales). Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. Soit
(Aq,...,An) un systéme complet d’événements. Pour tout événement B, on a :

P(B)=) PBNA)=) PB|A)PA)

i=1 i=1

ot par convention P(B | A;)IP(A;) =0si P(A;) =0
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Démonstration. Soit B un événement. Posons C := [JI'; A;. Par hypothése, IP(C) = 1 et donc P(Q \ C) = 0. Comme
BN C C Balors P(BNC) <IP(B) et

P(B) = P(BNC)UBN(Q\C)=PBNC)+PBN(Q\C) <PBNC)+PQ\C)=PBNC)

(la deuxieme égalité vient (BN C)N (BN (Q\ C) = @). On en déduit donc que IP(B) = IP(B N C). Ainsi, comme les A; sont
disjoints, on obtient :

lP(B)IP(BﬂC)lP(LnJ BﬂAi> =Y P(BNAY.
i i=1

i=1

La deuxiéme égalité vient de la définition de probabilité conditionnelle. O

Corollaire 1.2.1.18 (Formule de Bayes). Soit (A1,..., An) un systeme complet d’événements. Pour tout
événement B tel que P(B) # O et tout j € {1,...,n},

P(B | A;)IP(A;)
> i1 P(B|APP(A)

P(A; | B) =

oit par convention IP(B | A;)IP(Ay) =0si IP(A;) =0
Démonstration. Soient B un événement tel que IP(B) # O etj € {1,...,n}. Alors
P(A; | B)P(B) = P(A;) = P(B | A})P(A;)
et donc
P(B [ A)PA;) _  P(B[A)P(A;)
P(B) YL P(BA)P(A)

(la deuxieme égalité venant de la formule des probabilités totales

P(A; | B) =

a

Exemple 1.2.1.19. On estime qu’une ligne de production sort un produit défectueux une fois sur
10000. Le contréle qualité permet d’exclure 99% d’entre eux mais aussi 2% de non-défectueux. Un
article est déclaré "défectueux”. Calculons la probabilité qu'il le soit vraiment.
Notons D l’événement "le produit défectueux” et P 1’événement "le produit est exclu". Par hypo-
thése, on a les égalités suivantes :
1

P(D) = ———, P(P| D) =0.99, P(P | D€) =0.02
(D) = 75505+ PP | D) = 0.99, P(P | D) = 0.0

Alors, par la formule de Bayes, on a :

P(P | D)IP(D)

~ -3

P(D [ P) =

Proposition 1.2.1.20 (Formule des probabilités composées). Soit (Q,IP) un espace probabilisé fini. Soient
A1, ..., Aqn des événement de Q tels que P (ﬂ{‘:_]] Ai> £ 0. Alors

n n k—1
P (ﬂ Ai> =PA) [P <Ak| N Ai)
i=1 i=1

k=2

Démonstration. Sik <nalors N\';' Ay € NEZ! Ay et donc

r(if) <o (1)

On en déduit que la formule donnée a un sens. Ensuite, on remarque que

P (Ak n A~1> _P(niA)

P (N Ag)

i=1
Par télescopage, on obtient que
n k—1 n
P (Nt A
P S| = AU i=1 Y
le (Ak | g AL) P
ce qui permet de conclure. O
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Exercice 50. On considere une urne contenant quatre boules blanches et trois boules noires. On tire
une a une et sans remise trois boules de 1'urne. Quelle est la probabilité pour que la premiére boule
tirée soit blanche, la seconde blanche et la troisieme noire ?

Exercice 51. On dispose de 100 dés a six faces dont 25 sont pipés. Pour chaque dé pipé, la probabilité
d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 1/2.
1. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient 6. Quelle est la
probabilité que ce dé soit pipé?
2. Soit n > 1. On tire un dé au hasard parmi 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le
chiffre 6. Quelle est la probabilité p,, pour que ce dé soit pipé. Interpréter le résultat.
Exercice 52. Soit n > 1. Deux urnes U; et U, contiennent chacune 3n boules blanches et n boules
rouges. On effectue dans 'ordre les deux étapes suivantes :
i) On tire une boule dans I'urne Uy puis on la place dans 1'urne U; sans regarder sa couleur;
ii) On tire au hasard une boule dans chacune des deux urnes U; et U,.

On note A l'événement « la boule tirée dans U; lors de la premiére étape est blanche »et B
I'événement « les deux boules tirées lors de la deuxieme étape sont blanches ».

1. Déterminer IP(B | A) et IP(B | A€).
2. En déduire P(B).
Exercice 53. Soit n > 1. On effectue n tirages successifs dans une urne contenant des boules rouges

et des boules noires. Au départ, I'urne contient une boule de chaque couleur. Apres chaque tirage,
on remet dans 1'urne la boule tirée plus deux autres boules de la méme couleur. Soit k € {0,...,n}.

1. Calculer la probabilité de tirer d’abord k boules rouges, puis n — k boules noires.

2. Calculer la probabilité de tirer une boule rouge, puis une boule noire, puis k — 1 boules rouges,
puis n — k — 1 boules noires.

3. Calculer la probabilité de tirer k boules rouges (dans un ordre quelconque).
4. En déduire la formule suivante :

£

k=0

1.2.2 Variables aléatoires sur un univers fini
1.2.2.1 Généralités

Définition 1.2.2.1. Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. On appelle variable aléatoire une fonction
X: Q=R

Notation 1.2.2.2. Soient (), P) un espace probabilisé fini, X, Y deux variables aléatoires et B, C deux
parties de R. On note

— {XeB}=X""B)={w e Q| X(w) € B} € 2(Q);

— P(X € B) =P({X € B});

— {XeB,YeC}={XeB}n{YyeC}
Définition 1.2.2.3. Soient (QQ,IP) un espace probabilisé fini et X: O — R une variable aléatoire. On
appelle loi de X la famille (IP(X = x))xex(q)-
Lemme 1.2.2.4. Soient (Q,P) un espace probabilisé fini et X: QO — R une variable aléatoire.

1. Les événements ({X = x})xex(q) forment un systeme complet.

2. Pour toute partie Bde R, on a :

PXeB) = Y PX=x)
x€BNX(Q)
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Démonstration. 1. Pour toutx #y € X(Q), {X=x}n{X=y} =X"T)nNX T =Xx""{x}n{yh) =X"1©@) = 2.
De plus,

U X=x}= U x'w=x" U &) =x"TxQ)=q
xeX(Q) xeX(Q) xeX(Q)
2. Soit B une partie de R. Alors P(X € BN X(Q)) < P(X € B) (car BNX(Q) C B) et
P(X € B) =P(X € BNX(Q))+P(X € BNX(Q)¢) < P(X € BNX(Q))+P(X € X(Q)°) =P(X € BNX(Q))+P@) =P(X € BNX(Q)).

On en déduit que P(X € BN X(Q)) = P(X € B), ce qui permet de conclure.
|

Lemme 1.2.2.5. Soient & une partie finie de R et p: & — R un germe de probabilité sur X (i.e. une famille
(p(X)xeq telle que Y . o p(x) = 1). Il existe un espace probabilisé fini (Q,P) et une variable aléatoire
X: Q — R dont la loi est (p(x))xeq-

Démonstration. On prend Q == 2, X: Q — R Vinclusion de Q = & dans R et IP la mesure de probabilité définie par le
germe p. a

Remarque 1.2.2.6. Ces deux résultats permettent de simplifier 1’explicitation d’une variable aléatoire
en se contentant de donner sa loi.

1.2.2.2 Exemples usuels

Définition 1.2.2.7 (loi uniforme). On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur un
ensemble fini A C R si :
Va S A,]P(X - a) - ﬁ

i.e. X prend chaque valeur de A de fagon équiprobable.
Ainsi, pour toute partie B de A, on a

Bl

P(X € B) = —.

Al
Définition 1.2.2.8 (loi de Bernoulli). On dit qu'une variable aléatoire suit la loi de Bernoulli de
parametre p, notée B(p), si

PX=0)=1-p; PX=1)=p

La variable aléatoire X modélise une expérience a deux issues; la valeur 1 représente un succes et la

valeur 0 représente un échec (on pourra penser a un pile ou face)

Définition 1.2.2.9 (loi binomiale). On dit qu'une variable aléatoire suit une loi binomiale %(n, p) si

vk € {0,...,n},PX=k) = (E)pkﬂ —p)k

Remarque 1.2.2.10. Par le bindme de Newton, on voit que cela définit bien entierement X :

> (E)pku —p)" =+ -p)t=1"=1

k=0

Exercice 54. On lance n > 1 fois une piece parfaitement équilibrée. Quelle est la probabilité d’obtenir
strictement plus de piles que de faces?

Remarque 1.2.2.11. Si X suit une loi de Bernoulli %(p) alors elle suit une loi binomiale %(1,p). On
verra dans que la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli
9B(p) suit une loi binomiale %(n, p). Ainsi, on peut modéliser un décompte de nombre de succes
d’une répétition d’une expérience a deux issues par une loi binomiale.

Remarque 1.2.2.12. Soient X1,...,Xn: Q — R des variables aléatoires. On peut construire une nou-
velle loi grace a n’'importe quelle fonction f: R™ — IR et en prenant la variable aléatoire donnée par
la composée f(X1,...,Xn): Q — R. En particulier, on considéra la somme, le produit, le maximum,
le minimum,... de variables aléatoires.



1.2. PROBABILITES SUR UN UNIVERS FINI 19

1.2.2.3 Indépendance

Définition 1.2.2.13. Soient (€, IP’) un espace probabilisé fini et X, Y: QO — R deux variables aléatoires.
On dit que X, Y sont indépendantes si

VA,B € #(R),P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(Y € B)
Autrement dit, si toutes les paires d’événements ({X € A}, {Y € B}) sont indépendantes.
Remarque 1.2.2.14. Avec n > 2 variables aléatoires Xj, ..., Xy, on a aussi une notion d’indépendance
qui s’écrit :

VAq,.. Aneg’]R)IP<ﬂ{X eA}) =[IPxieA)
i=1

Exercice 55. Soient (Q,P) un espace probabilisé fini. Soient X,Y: QO — R deux variables aléatoires
indépendantes. Soient f, g: R — R deux fonctions. Montrer que f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Exercice 56. Soient (Q), IP) un espace probabilisé fini. Soient X, Y deux variables aléatoires telles qu’il
existe deux fonctions f, g: R — IR telles que :

V(x,y) € Q% P(X =x,Y =1) = f(x)g(y).

Montrer que X et Y sont indépendantes et qu’il existe ¢ > 0 telle que
1
Vx € Q,P(X=x) =cf(x) et Vy € Q,P(Y =y) = Eg(y).

Proposition 1.2.2.15. Soient (Q, IP) un espace probabilisé fini et X,Y: QO — R deux variables aléatoires. Les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes si, et seulement si,

Vx € X(Q),Vy € Y(Q),PX=x,Y=y) =PX=x)P(Y =y)
Démonstration. Le sens directe est immédiat. Montrons la réciproque. Supposons que
¥x € X(Q), Yy € Y(Q),PX =x,Y =y) = PX=x)P(Y =vy).
Soient A, B deux parties de R. Alors

P(XEA,YEB)= (U{X—a}ﬂU{Y b}) (U U{X—a}ﬂ{Y—b})—]P(U U{x—a,v—b}>

acA beB acA beB acA beB

Comme les ensembles {X = a,Y = b} sont disjoints pour tout (a, b) € A x B, alors

PXEAYEB) =) Y P({X=qY=b})

acA beB
Par hypothese, P ({X = a,Y =b}) = P(X = a)P(Y = b) pour tout a,b. Donc

PXEAYEB) =) > PX=aP(Y=b)=> PX=a)) PY=b)=PXecAPY eB).
aceA beB acA beB

Remarque 1.2.2.16. Avec n > 2 variables aléatoires Xy, ..., Xy, le critéere qui s’écrit :

V(x1,...,xn) € [ [ Xu(@), P (ﬁ {X; :xi}> o JLGCERD
i=1

i=1 i=1

Exemple 1.2.2.17. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {1,...,n}.
Alors

n
Vke{l,...,m}PX+Y=k) =) PX=iY=k-1

i=1

k—1 k—1

. . . . 1 .

E ]P(X:1,Y:k—1):g PX=19)P(Y=k—1i) = sik<n

—{i=1 =1
n—k+1
Y PX=iY=k-i)= Y PX=0PY=k-9)=""3"1 snon
n

i=k—nm i=k—n
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Exercice 57. Vérifier ce calcul en calculant Zﬁzo P(X+Y =k).

Exercice 58. Soit n > 1. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme
{1,...,n}. Donner la loi des variables aléatoires min(X,Y) et max(X,Y). Ces deux lois sont-elles
indépendantes ?

Exemple 1.2.2.18. Soientn > 1etp € [0, 1]. Soient X1, ..., Xy n variables aléatoires de loi binomiale
B(p). Soit k € {0,...,n}. Posons Ay = {(aj,...,an) € {0,1}™ | ¥ ' ; a; = k}. On remarque tout
d’abord que (en utilisant I'indépendance des X;)

PXi+...+Xn =k) = > P(X; =ay,...,Xn =an) = > [P =ay)

(a,...,an)EAL (aj,...,an)eA, i=1

Si(aj,...,an) € Ay alorsil y a k a; qui valent 1 et n —k qui valent 0. Ainsi

n
V(ai,...,an) € A, [ [P(X; = ai) = p*(1 —p)* %

i=1

et donc
PX1+...4+Xn =) =p 1 =p)™ % > T=p*0—p)" ¥|A(]

(ag,...,an)€AL

Comme Ay est en bijection avec Py (Ey) par la fonction (aj,...,an) — {i € En | a; = 1} (sa
réciproque étant A — (aj,...,an)olt a; = 1sii € A et 0 sinon), on en déduit que

P(X1+...+Xn =) =p*(1 —p)" [ Pi(m)| = p*(1 —p)“k@).

Autrement dit, la somme X7 + ...+ Xy, suit la loi binomiale %(n, p).

1.2.2.4 Espérance

Définition 1.2.2.19. Soient (Q, IP) un espace probabilisé fini et X: ) — IR une variable aléatoire. On
appelle espérance de X, que I'on note I[E(X), le nombre réel défini par :

EX)= Y xP(X=x)

xeX(Q)
Remarque 1.2.2.20. On remarque que l'espérance dépend uniquement de la loi de X.

Proposition 1.2.2.21. Soient (Q), IP) un espace probabilisé fini et X: O — R une variable aléatoire. Alors

EX)= ) X(@P{w})

we

Démonstration. La famille ({w})weq est une partition de Q et donc est un systéme complet d’événements. On en déduit
donc que

E(X) = Z xP(X =x) = Z XZIP({X:x}ﬁ{w}): Z ZX]P({X:X}O{w})

xeX(Q) xEX(Q) wel xEX(Q) we
Pour tout x € X(Q) et w € Q, {X =x} N{w} est non-vide si, et seulement si, X(w) = x et vaut alors {w}. Ainsi,
EX)= > X(w)P({w})
we

O

Exercice 59. Soient 1 > 1 et p € [0,1]. Soient X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
{1,...,n}, Y une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli %(p) et Z une variable aléatoire
suivant une loi binomiale %(n, p). Calculer I'espérance de X, Y et Z.

Exercice 60. On reprend les notations de 1’exercice 58| Calculer 'espérance de min(X, Y) et max(X, Y).
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Exercice 61. Soit n > 1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur { 1,...,n}. On
suppose que E(X) = 51. Déterminer n.

Exercice 62. Soit n > 1. Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans {0,...,n}. Montrer
que
n—1

EX)= Y PX>k).
k=0

Les trois résultats suivants permettent de calculer des espérances sans expliciter les lois des
variables concernées.

Proposition 1.2.2.22 (Linéarité de 1'espérance). Soient (Q,IP) un espace probabilisé fini, X,Y: Q — R
deux variables aléatoires et A € R. Alors

E(X +AY) = E(X) + AE(Y).

Démonstration. Par la formule précédente, on a :

EX+AY) = 3 XA @P{w}) = Y X@) +AV(@)PHw}) = Y X@P{wh+A Y~ Y(@)P({w}) = EX)+NE(Y)

we we we we

|

Exercice 63. On utilise avec un jeu de 52 cartes et on attribue 4 points a un As, 3 a un Roi, 2 a une
Dame et 1 pour un Valet (et 0 pour toutes les autres cartes).

1. Soit X la variable aléatoire décrivant cette expérience. Déterminer la loi de X et son espérance.

2. Un joueur pioche 13 cartes dans le jeu de 52, on note Y le nombre de points contenu dans son
jeu.

(a) Montrer que Y = X7 + ...+ Xj3 ol les X; sont des variables aléatoires de méme loi que
Y. On pourra commencer par se convaincre de ce résultat en remplacant 13 par 2.

(b) En déduire E(Y).

Proposition 1.2.2.23 (Formule de transfert). Soient (Q,P) un espace probabilisé fini, X: Q — R une
variable aléatoire et f: R — R. Alors

E(fX) = >  fRPX=x).

xeX(Q)

Démonstration. On a les égalités suivantes :

EfX)= Y yPEX)=y)= > yPXef'@)= Y y Y PX=x= ) > fHPX=x

yef(X)(Q) xef(X)(Q) yefX)(Q) xef—T(y) yef(X)(Q) xef—1(y)

Comme X(Q) = UyerxQ)) f~1(y), on en déduit

E(fX) = > fRPX=x)

yeX(Q)

|

Exercice 64. On reprend 'étude du dé de I'exercice 7] Soit X la variable aléatoire décrivant la face

obtenue avec ce dé. Soit Y la variable aléatoire définie par Y := %

1. Rappeler la loi de X et Y
2. Calculer I'espérance de X et de Y. A-t-on E(Y) = ﬁ ?
Proposition 1.2.2.24. Soient (Q),IP) un espace probabilisé fini et X,Y: Q — R deux variables aléatoires

indépendantes. Alors
E(XY) = E(X)E(Y).
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Démonstration. Ona:

EXY)= Y zZPXY=2= > z)Y P{X=xY=yh= > > xyP(X =x,Y =)
ZEXY(Q) ZEXY(Q) xy=z ZEXY(Q) (x,y)EX(Q) X Y(Q),xy=2
Comme X(Q) x Y(Q) = Uzexy(Q){(X,y) € X(Q) x Y(Q) | xy = z}, on en déduit que
E(XY) = Z Z xyPX=x,Y=y)
xeX(Q)yeY(Q)
Par indépendance de X et Y, on obtient :
EXY)= Y > xyPX=xP(Y=y)= > xPX=x) Y yP(Y=y)=EXIE®Y).
xeX(Q)yeY(Q) xeX(Q) yey(Q)

|

Exercice 65. Reprendre I'exercice[58] Calculer I'espérance des deux variables aléatoires et en conclure
a nouveau que les deux lois sont dépendantes.

Remarque 1.2.2.25. On a aussi un énoncé pour n variables aléatoires indépendantes Xj,..., Xy :

n n

E (H xi> = [ [EXW.
i=1 i=1

Exercice 66. Soient (QQ,IP) un espace probabilisé fini et X, Y: () — R deux variables aléatoires. Mon-

trer que

1. Si X > 0 alors E(X) > 0 avec égalité si, et seulement si, P(X=0) =1;
2. Si X > Y alors E(X) > E(Y) avec égalité si, et seulement si, P(X=Y) =1;
3. [E(0| < E(|X]).

Proposition 1.2.2.26 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient (Q, IP) un espace probabilisé finiet X,Y: QO —
R deux variables aléatoires. Alors

[E(XY)| < VE(X2)E(Y?).
avec égalité si, et seulement si, il existe (a,b) € R?\ {(0,0)}, P(aX+bY =0) = 1.

Démonstration. Soient @:t € R — E((X + tY)2). Cette fonction est positive car (X + tY)2 > 0. De plus, par linéarité de
I'espérance, on a :

vt € R, E((X + tY)?) = E(X?) 4+ 2tE(XY) + t?[E(Y?)
Ainsi, ¢ est une fonction polynomiale de degré au plus 2.

— Si E(Y2) = 0 alors Y2 est nul avec probabilité 1 et donc Y aussi. On en déduit que XY est alors nul avec probabilité 1,
ce qui permet d’obtenir I'inégalité voulue. C’est méme une égalité et on a P(OX+1-Y =0)=1.

— Sinon, comme @ est positive et de degré 2, on en déduit que son discriminant est négatif. Ainsi,
0 > 4E(XY)? — 4E(X?)E(Y?)
d’ot le résultat. Il y a égalité si ce discriminant est nul. La fonction ¢ a une racine tq i.e. E((X + toY)?) = 0 et donc
X+1toY = 0 avec probabilité 1.
|

Proposition 1.2.2.27 (Inégalité de Markov). Soient (€, IP) un espace probabilisé fini et X: QO — R une

variable aléatoire positive. Alors

Ve >0,P(X>¢) < @

Démonstration. Soit ¢ > 0. Alors

EX)= ) X@P{wh= >  XoPoh+ Y  Xw)P{w})

we weQ X(w)>e ¢ we, X(w)<e >0 >0

> Z ePHw}) =¢ Z P{w}) =eP(X > ¢)

we, X(w)>e we,X(w)>e
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Exercice 67. Soient X une variable aléatoire réelle finie a valeurs positive et f: R>p — R~ une
fonction croissante. Démontrer que

E(f(X))

> <
Ve> O, P(X 2 a) < =5

Exercice 68. Soientn > 1etp € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale %(n, p).
Montrer que

r (5] < 50

1.2.2.5 Variance

Définition 1.2.2.28. Soient (Q, IP) un espace probabilisé fini et X: O — R une variable aléatoire. La
variance de X est le réel défini par
V(X) = inf E((X— c)?)
ce

Remarque 1.2.2.29. Cette borne inférieure existe car E((X — c)?) >0 pour tout ¢ € R (et car R est
non-vide).
Remarque 1.2.2.30. La variance a pour but de minimiser la distanceE] entre la variable aléatoire et une

variable aléatoire constante.

Proposition 1.2.2.31. Soient (Q), IP) un espace probabilisé fini et X: O — R une variable aléatoire. Alors
V(X) = E(X ~ E(X)?) = EX?) — E(X)*

Démonstration. Soit ¢:c € R — E((X —c)?) = E(X2) — 2cE(X) + c2. C’est une fonction polynomiale de degré 2. Son

minimum est donc atteint en w = E(X) et donc V(X) = E((X —E(X))?). En développant, on obtient :

V(X) = E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)? = E(X?) — E(X)2.

Corollaire 1.2.2.32. La variance d’une variable aléatoire ne dépend que de la loi de celle-ci.

Démonstration. Cela vient du fait que I'espérance ne dépend que de la loi et de la formule de transfert. O

Exercice 69. Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et X: QO — R une variable aléatoire. Alors
1. V(X) > 0 avec égalité si, et seulement si, P(X = E(X)) = 1.
2. Ya,b € R, V(aX +b) = a?V(X)
Exercice 70. Soient 1 > 1 et p € [0,1]. Soient X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur

{1,...,m}, Y une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli %(p) et Z une variable aléatoire
suivant une loi binomiale %(n, p). Calculer la variance de X, Y et Z.

Exercice 71. Reprendre I'exercice |58 Calculer la variance des deux variables aléatoires.

Exercice 72. Soient Xy, X3, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme espérance m et de

méme variance o2. On considére les variables aléatoires X := % S XpetZ= 1o ?:_11 Xy —X)2.

n—1
1. Calculer E(X), V(X).
2. Montrer que V(X; —X) = o? (1 — %) et en déduire [E(Z).

Proposition 1.2.2.33 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soient (Q,IP) un espace probabilisé fini et
X: QO — R une variable aléatoire. Alors

V(X)
g2’

Ve >0, P(X —EX)| > ¢) <

4. on étudie |X —c| qui est une variable aléatoire donc en prenant l'espérance, on pourrait minimiser E[X — c| mais la
distance choisie ici a des meilleurs propriétés (celle d’étre induite par un produit scalaire)
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Démonstration. Soit ¢ > 0. Alors, par l'inégalité de Markov, on a :

P(X —EX)| > &) = P(X - EX)|* > ¢?) <

E(X-EX)?})  VX)
g2 g2

|

Exercice 73. On jette 10 fois un dé équilibré a 6 faces. Minorer la probabilité que le nombre d’appa-
ritions du numéro 1 soit compris entre 20 et 50.

Exercice 74. Une population présente une propriété dans une proportion inconnue p €]0, 1[ que
l'on souhaite estimer. On choisit un échantillon de n > 1 personnes et I'on pose X; =1 si le i-eme
individu présente la propriété étudiée, 0 sinon. On considére que les variables aléatoires X; ainsi
définies sont indépendantes et suivent chacune une loi de Bernoulli de parametre p. Enfin, on pose
Sn = Z?:1 Xi.

1. Etablir

V£>O,1P<

Sh ) 1
—_— < .
n P’ ~E)= 4ne?

2. Quelle valeur de n peut-on choisir pour que S?“ constitue une valeur approchée de p a 0,05
pres avec une probabilité supérieure a 95 %?

Exercice 75. On souhaite estimer 1’équilibre d"une piéce. On note p la probabilité (inconnue) que la
piece tombe coté face lors d'un lancer. On lance n > 1 fois la piece et I'on définit F,, a la fréquence
de lancers ayant donné face.

1. Calculer E(Fy). Vérifier V(Fp) < -

2. A partir de combien de lancers peut-on supposer que Fy, est une approximation de p a ]1—0

prés avec une probabilité supérieure a 95 %?

Exercice 76. Soit (Xy)neN une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n € IN, X, suit une
loi binomiale de parametres n et p €]0, 1[. Soit k € IN. Montrer que lim P(X, <k)=0.
n—oo

Définition 1.2.2.34. Soient (€, IP) un espace probabilisé fini et X, Y: QO — R deux variables aléatoires.
La covariance des variables aléatoires X et Y est le réel, noté Cov(X, Y), défini par :

Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —E(Y))).
Exercice 77. Soient (Q,IP) un espace probabilisé fini et X,Y,Z: 3 — R trois variables aléatoires.
Montrer que :
1. V(X) = Cov(X, X)
2. Va,b € R,Cov(aX+bY,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z).
Proposition 1.2.2.35. Soient (Q,IP) un espace probabilisé fini et X,Y: Q — R deux variables aléatoires.

Alors
Cov(X,Y) = E(XY) —EX)E(Y) = %(W(X +Y)—V(X)—=V(Y))

Démonstration. Ona:
Cov(X,Y) = E(X—EX))(Y —E(Y)) = E(XY — E(X)Y — E(Y)X +EX)E(Y)) = E(XY) — 2E(X)E(Y) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
De plus,
V(X+Y) = E((X+ Y)?) — E(X 4 Y)? = E(X? + 2XY + Y2) — E(X)? — 2E(X)E(Y) 4+ E(Y)? = V(X) + V(Y) +2Cov(X, Y)
O

Remarque 1.2.2.36. En particulier, si X et Y sont indépendants alors Cov(X,Y) est nulle. Mais ce n’est
pas une condition nécessaire et suffisante.
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Exercice 78. Soit X une variable aléatoire définie par :

]P(X:O):]P(X:U:]P(X:—D:%.

Soit Y la variable aléatoire valant 0 si X est non-nul et 1 sinon. Montrer que Cov(X,Y) = 0 mais que
X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 79. Soient (Q,IP) un espace probabilisé fini et X, Y: () — R deux variables aléatoires. Mon-

trer que :
| Cov(X, V)| < /VX)V(Y)
avec égalité si, et seulement si, il existe (a, b, c) € (R2\ {0}) X R tel que P(aX+bY =¢)=1.
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Chapitre 2

Ensembles dénombrables

2.1 Construction des ensembles usuels

2.1.1 Construction de IN : Axiomes de Peano
Axiome 2.1.1.1 (de Peano). Il existe un ensemble IN et une fonction s : N — IN (appelée fonction
successeur) tels que :

— IN est non-vide et contient un élément noté 0.

— 0 ¢ s(IN) (il n’existe pas d’entier naturel avec comme successeur 0).

— La fonction s est injective (si deux entiers ont le méme successeur alors ils sont égaux).

— Si A est un sous-ensemble de IN tel que 0 € A et s(A) C A alors A = IN (un sous-ensemble de

IN contenant O et tel que si a € A alors s(a) € A est IN tout entier).

On se fixe un tel couple (N, s) pour le reste du cours. Les éléments de IN sont appelés « entiers
naturels ».

Théoréme 2.1.1.2 (Récurrence). Soit (Pn)neN une suite d’assertions. Supposons que Py soit vraie et que
pour tout n € IN, si Py, est vraie alors Py, est vraie. Alors Pr est vraie pour tout n € IN.
Démonstration. On considére I’ensemble

A= {n € N| P, est vraie}.
C’est un sous-ensemble de IN qui contient 0 (% est vraie) et pour tout n € A, s(n) € A. On en déduit donc que A = IN et

donc pour tout n € IN, l'assertion &;, est vraie. O

Exemple 2.1.1.3. Soit (un) une suite dans IN telle que up = 0 et telle que pour tout n € IN, ugn) =
s(un)-

Montrons par récurrence que ¥n € N, u, =n.

Notons, pour n € IN, &, 'assertion « up =n».

Initialisation : pour n =0, on a uy = 0 par définition. L'assertion % est vraie.

Hérédité : Soit n € IN et supposons 'assertion &y, vraie i.e. un = n. Alors

HR
Ug(n) = S(un) = S(Tl)

On a donc montré que pour tout n € N, &, implique Py(yy).
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a :

Yn e N,u, =n.

On a ainsi montré que tout élément de IN s’écrit comme une composée de la fonction successeur
appliquée a 0.

Avertissement 2.1.1.4.  — Ne pas oublier l'initialisation.

27
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— Ne pas écrire « Supposons que Py, est vraie pour tout n » ou « Supposons qu’il existe n tel
que P, est vraie ».

Dans les deux cas, le raisonnement par récurrence est faux quoi qu'il arrive.

— Il faut utiliser 'hypothese de récurrence (i.e. le fait que Py, soit vraie) quelque part dans 1'héré-
dité. Sinon, le raisonnement par récurrence est superflu et un raisonnement direct fonctionne.

— Une récurrence se fait sur IN (ou un de ses sous-ensembles) pas sur R ou sur un autre ensemble.

Remarque 2.1.1.5. On peut commencer une récurrence a un rang ng (i.e. vérifier l'initialisation pour
T = 19). Si on note (Pn)n>n, la suite d’assertions que 1’on veut montrer, on peut considérer la suite
auxiliaire (%) définie par

«0=0» sin<n
u%n: . 0
Pn sin > mny

et montrer par récurrence que %, est vraie pour tout n € IN (si P et Q sont deux assertions vraies
alors P = Q est vraie aussi).

Remarque 2.1.1.6. Pour définir une suite (uy,) de E, il y a deux possibilités :
— pour tout n € IN, se donner un élément de E;

— se donner ug et pour tout n € IN, une fagon de calculer 1,y en fonction de un

Définition 2.1.1.7. On appelle addition la fonction +: IN x IN — IN définie par
— VYaeN,a+0:=a
— pour tout a € N, on note uy, la suite définie par
— uy =a;
— Vb € N, uyp) = s(up)
On définit alors a + b = wy.
On appelle multiplication la fonction x: IN x IN — IN définie par :
—VYaeN,ax0:=0
— pour tout a € N, on note uy, la suite définie par
— uy =0;
— Vb e N,uyp) =up +a
On définit alors a x b == uy,.

Remarque 2.1.1.8. Si on note 1 le successeur de 0 alors a + 1 = s(a). Dans la suite, on notera a+ 1 le
successeur de a (a + 2 le successeur de a + 1,...).

Exercice 80. Montrer que 2+2 = 2 X 2 = 4 (ol 2 est le successeur du successeur de 0 et 4 est le
successeur du successeur de 2).

Notation 2.1.1.9. La multiplication s’écrit aussi a - b ou ab (si le contexte est clair).

Proposition 2.1.1.10. Soient p, q,r € IN. Alors
— p+q = q+p (commutativité de +);
— p+(q+71)=(p+ q)+r (associativité de +);
— p+0=7p (0 est I'élément neutre de +);
— p(q+71) =pq+ pr (distributivité de X par rapport a +);
— p(qr) = (pq)r (associativité de x);
— px1=1xp=rp(1est 'élément neutre de x)

— pq = qp (commutativité de x);

Remarque 2.1.1.11. On dit que les couples (IN, +) et (IN, x) sont des monoides.
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Exercice 81. Montrer que Vp € IN,p + 1 =1+ p. En déduire que + est commutative.
Exercice 82. Montrer que 1 est I’élément neutre de x et en déduire la commutativité de x.

Définition 2.1.1.12. Soient a,b € IN. On dit que a est supérieur a b, on note a > b, s’il existe n € IN
tel que a = b+ n. L'entier a est strictement supérieur a b si a > b et a # b. On note alors a > b.
On dit que a est inférieur (resp. strictement inférieur) a b si b > a (resp. b > a).

Proposition 2.1.1.13. Soient a,b,c,d € IN tels que a > cet b > d. Alors
1. a+b>c+d;
2. ab > cd.

Démonstration. Soientn, m € N tels que a=c+mnetb=d+m. Alors

a+b=(c+d)+n+m
N
€

et
ab=(c+n)(d+m)=cd+cm+nd+nm
~—————
eN
O

Corollaire 2.1.1.14 (Récurrence double). Soit (Pn)necN une suite d’assertions. Supposons que Py et Pq
soient vraies et que pour tout n € IN, si P, et P 1 sont vraies alors P, est vraie. Alors Py, est vraie
pour tout n € IN.

Démonstration. Pour n € N, on note %, 'assertion « %, et P, 1 sont vraies » On peut remarquer que si pour tout
n € N, %, est vraie alors en particulier, pour tout n € IN, &;, est vraie.

On va montrer par récurrence (simple) que %, est vraie pour tout n € IN.

Initialisation : Comme 2, et &; sont vraies par hypothese alors %, est vraie

Hérédité : Soit n € IN et supposons l'assertion #;, vraie i.e. P et P, 1 est vraie.

Par hypothese, le fait que P, et P11 est vraie implique que Py, 2, et donc que %1 est vraie puisqu’on a déja
supposé que Py, 1 était vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n € IN, %;, est vraie et donc &, est vraie aussi. [

Corollaire 2.1.1.15 (Récurrence forte). Soit (Pn)neN Une suite d’assertions. Supposons que Py soit vraie
et que pour tout n € IN, si Py est vraie pour tout k < n+ 1 alors P11 est vraie. Alors Pr est vraie pour
tout n € IN.

Démonstration. Pour n € N, on note %y, l'assertion « Py est vraie pour k < n+ 1 ». On peut remarquer que si pour tout
n € N, %, est vraie alors en particulier, pour tout n € IN, %, est vraie.

On va montrer par récurrence (simple) que %, est vraie pour tout n € IN.

Initialisation : Comme % est vraie par hypothese alors % est vraie

Hérédité : Soit n € IN et supposons 1’assertion %, vraie i.e. % est vraie pour k < n+1.

Par hypothese, cela implique que %, 11 est vraie, cela implique ainsi que %, 1 est vraie puisqu’on a déja supposé que
Py était vraie pour k <n +1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, on a montré que pour tout n € IN, %, est vraie et donc %, est vraie aussi. [

Théoreme 2.1.1.16. Toute partie non vide A de N admet un minimum, noté min A. On a ainsi Va € A, a >
minA.

Démonstration. Soit A un sous-ensemble non vide de IN. Supposons par l'absurde que A n’ait pas de minimum.
On va maintenant en déduire que cela entraine que A est vide. Pour cela, montrons par récurrence forte que l’assertion
Pn :n & A est vraie pour toutn € IN :

Initialisation : 5i 0 € A alors comme A C IN, on a en particulier, Vn € A, a > 0 i.e. 0 = min(A). On en déduit donc que
0¢A.

Hérédité : Soit n € IN et supposons que pour k < n+1, Py est vraie i.e. Vk <n+ 1,k ¢ A. En particulier, cela veut dire
que pour tout a € A, a > n+ 1. Ainsi, sin+1 € A alors on aurait min(A) = n+ 1. Ce qui est impossible doncn+1 ¢ A et
donc P, 41 est vraie.

Conclusion : On en déduit que pour tout n € IN, &, est vraie et donc A est vide. O

Exercice 83. Etablir les formules ou assertions suivantes par récurrence.
1 ¥ne N\ {0}, 1+2+..+n="0HD
2. Vyn e N\ {0}, T+3+..+(2n—1)=n2.
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3,93 3 _ n?(n+1)?
3. Vne N\ {0}, 1°+23 + .. +n’ =000
4. Pour tout n € N, 3 divise n>

5. VneN, 20421 4 . 42n =+l 1,

6. yn e N\{0}, > e
k=1

—n.

1 on
+1) n+1°

7. Pour tout n € N\ {0}, tout produit de n entiers consécutifs est divisible par n!.
8. Quels que soient k,n € N, (k+ 1)™ —kn — 1 est divisible par k2.
n

1 2

9. ¥n e N\ {0}, ¥ kin+1-k) = nn+hin+2)
6

k=1
Exercice 84. Soit (un) la suite définie par up =1, u; =3 et up42 = 3un1 —2uy pour toutn > 1.
1. Calculer uy,u3, us, puis deviner une formule générale pour un.

2. Démontrer la formule par une récurrence double.

Exercice 85. Soit (un) la suite définie par up =1etupn41 =1+ug+---+upn pour toutn > 1.
1. Calculer uy,uy,u3, puis deviner une formule générale pour un.

2. Démontrer la formule par une récurrence forte.

Exercice 86. L'argument par récurrence suivant est-il correct?

On note, pour tout n > 1, P, la proposition suivante : Si une trousse contient n stylos, alors les
1 stylos sont de la méme couleur.

Montrons par récurrence que pour tout n > 1, Py, est vraie.
Initialisation : Pour n = 1, Py est vraie puisqu’il n'y a qu'un stylo.
Hérédité : Soit n € IN \ {0}. On suppose que Py, est vraie, montrons que Py, ;1 'est aussi.
Prenons une trousse qui a n + 1 stylos, on en enléve 1, il en reste donc n qui sont de la méme couleur
par I'hypothese de récurrence. On en enleve encore 1 dans la trousse puis on remet le premier : il
y a a nouveau n stylos : ils sont donc de la méme couleur. Donc le premier stylo enlevé a la méme
couleur que les n autres.

Donc P, 41 est vraie.

Exercice 87. Soit (un)nenN la suite définie par up =0, u; =1et
YneN, uni2 =uni1 +un (suite de Fibonacci).
1. Montrer que ¥n € IN\ {0}, w4 1un_1 —uZ = (—1)™ et en déduire que Vn € IN\ {0}, PGCD(un, un 1) =
1.

2. Montrer que Yn € N, Vm € N\ {0}, Umin = UmUn41 +Umn_1Un et en déduire que
PGCD(um, un) = Upgcp(m,n) pour m et n non nuls.

2.1.2 Interlude : relations d’ordres et d’équivalence

Définition 2.1.2.1. Soit E un ensemble. Une relation binaire de E est un sous-ensemble de E x E. Si &
est une relation binaire, on écrira x#y au lieu d’écrire (x,y) € X%.

Exemple 2.1.2.2. 1. Pour tout ensemble E, 'égalité est une relation binaire sur E (Ag = {(x,x) |
x € E} CEXE).
2. Les ordres usuels <, >, <, > sont des relations binaires sur Z, Q, R (par exemple {(x,y) € Z2|
x <y} CZ?).
3. La divisibilité est une relation binaire sur IN, Z ou sur K[X] .
4. Le graphe d’une fonction E — E est une relation binaire sur E.

5. Soit n € IN>1. Lensemble =n:= {(x,y) € Z? | x =y mod n} est une relation binaire sur Z.
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6. Soit B € K[X]\ {0}. L'ensemble =g:= {(P, Q) € K[X] | P = Q mod B} est une relation binaire
dans K[X].

7. On peut définir une relation sur les suites réelles :
Up ~Vn siVe>0,IN € IN,Vn > N, (1 —e)un < vn < (14 €e)up.

8. Soit A C R et a € R un point adhérent de A. On peut définir une relation sur 'ensemble des
fonctions A — R :

f~qgsidn>0de:la—n, a+n[— R, Vx €la—n, a+n[NA, f(x) = (1 +¢e(x))g(x) et lijn e(x) =0
X a

9. Si & est une relation binaire sur E et F C E alors |y = ZNF x F est une relation binaire sur
F.
Définition 2.1.2.3. Une relation binaire &# sur un ensemble E est dite
— réflexive si pour tout a € E, a%a (ie. Ag C R);
— symétrique si pour tous a,b € E, aRb = bZRa;
— antisymétrique si pour tous a,b € E, aZbetbRa=a=b;
— transitive si pour tous a,b,c € E, (a%b et bZc) = aZc.

Exemple 2.1.2.4.
— L’égalité est une relation réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive.

— Les relations =, =g ainsi que 1'équivalence de suites ou de fonctions sont des relations ré-
flexives, symétriques et transitives.

— Les relations <, > sont des relations réflexives, antisymétriques et transitives sur IN, Z, Q, RR.

— La divisibilité est réflexive et transitive. Sur IN, elle est aussi antisymétrique (car deux entiers
naturels associés sont égaux) mais ne l’est pas sur Z ou K[X].

— Le graphe d’une fonction est réflexive si la fonction est la fonction identité, symétrique si
fof=1idg et transitive si fof =f.

— Si R est une relation réflexive (resp. symétrique, antisymétrique, transitive) sur E et F est une
partie de E alors % aussi.

Avertissement 2.1.2.5. L'égalité n’est pas la seule relation symétrique et anti-symétrique : I'ensemble
{(x,y) € N? | x =y} C Z? est une relation symétrique et antisymétrique de Z qui n’est pas 1’égalité.

Exercice 88. Soit # une relation symétrique et antisymétrique d’un ensemble E. Si une des projec-
tions # C E x E — E est surjective (en particulier, si & est surjective) alors Z = {(x,x) | x € E} i.e.
R est I'égalité de E.
Exercice 89. Dire si les relations suivantes sont réflexives, symétriques, antisymétriques, transitives :
1. iE=QetxRysiy =—x;
2. si E =R et x2Yy si cos?(x) +sin’(y) = 1;
3. siE=INetxZysidp,qcN>j,y=pxd.
Exercice 90. La relation d’orthogonalité entre deux droites du plan est-elle symétrique ? réflexive?
transitive ?
Définition 2.1.2.6. Une relation binaire est
— une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive;
— une relation d’ordre si elle réflexive, antisymétrique et transitive.

Exercice 91. Parmi les relations de I'exercice [89] lesquelles sont des relations d’ordre ? des relations
d’équivalence?
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Exemple 2.1.2.7. — L’égalité est la seule relation qui soit d’équivalence et d’ordre.
— Les relations <, > sont des relations d’ordre.
— La divisibilité est une relation d’ordre sur IN mais pas sur Z ou K[X].
— Les relations ~,~q, =n, =p sont des relations d’équivalence.

Exercice 92. Soient A,B deux ensembles non-vides, ~7 une relation d’équivalence sur A, ~; une
relation d’équivalence sur B. Montrer que la relation ~ définie sur A x B par

(a,b) ~(a’,b')sia~; a’etb~, b’
est une relation d’équivalence. On la notera ~7 X ~;.

Définition 2.1.2.8. Soit E un ensemble non-vide et ~ une relation d’équivalence sur E.

— Soit x € E. La classe d’équivalence de x pour la relation d’équivalence ~ est 'ensemble des y € E
tel que x ~ y. On la notera x.

— L'ensemble quotient de E par ~ est I’ensemble des classes d’équivalences pour ~ que 'on notera
E/~.

Remarque 2.1.2.9. 11 existe une fonction naturelle 7t: E — E/~ définie par 7i(x) := X. Elle est surjective
par construction de E/~.

Exemple 2.1.2.10. — Z/ =n=Z/nZ (ainsi les deux notations X coincident).
i R[X]/ =x2417 {(1+bX | a,be R}
— Pour un ensemble E, E/= =E

Théoreme 2.1.2.11. Soient E un ensemble non-vide et ~ une relation d'équivalence sur E. Pour tout ensemble
F et toute fonction f : E — F telle que

Vx,y € E, xRy = f(x) = f(y),
il existe une unique fonction t: E/~ — F telle que f o 7t = f.

On dit qu’une telle fonction f passe au quotient.

Démonstration. Soient F un ensemble et f : E — F une fonction telle que Vx,y € E,x%y = f(x) = f(y). Alors pour tout
x € E, on peut définir f(X) := f(x). Cela est bien défini car pour tout élément y € X, f(y) = f(x). Cela définit donc une fonction
E/~— F et par définition, qui vérifie bien f o 7t = f. Par construction de E/~, c’est la seule fagon de définir f. O

Exemple 2.1.2.12.

— Les fonctions (p,q) € Z? — p+ q € Z/nZ et (p,q) € Z?> — Pq € Z/nZ passent au quotient
pour la relation d’équivalence produit =, X =, a gauche . On obtient ainsi les lois + et x.

— Le somme et le produit de IR[X] descendent au quotient sur R[X]/ =y2_ ;. En particulier, le
produit vérifie :

(@ +bX)(c+ dX) = ac + (bc + ad)X + bdX2 = (ac — bd) + (bc + ad)X

En particulier, ab = ab et X =T
Ainsi, R[X]/ =421 est une fagon de construire C.

Exercice 93. Soient A, B deux ensembles non-vides. On définit sur A x B la relation suivante :
(a,b) ~(a’,b')sia=a’

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

2. Montrer que la fonction (a,b) € A x B/~ — b € B est bien définie et est une bijection.
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Exercice 94. Soit k € IN. On définit sur ’ensemble des fonctions ] — 1, 1[— R de classe €¥ la relation
suivante :
f~gsiVl <k, f00) = g®0)

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

2. Montrer que la fonction associant une classe d’équivalence de fonctions vers son polyndme de
Taylor est bien définie et est une bijection e*0—1,1[[R)/~ — R[X]<xk-

Exercice 95. On note S le cercle unité dans le plan complexeﬂ On définit sur S x S' 1a relation

suivante :

(z,w) ~ (z',w')si 30 € R,z = 92/ et w = 'O’

1. Montrer que cela définit une relation d’équivalence.

2. Justifier que I'ensemble S' x S/~ permet de définir ce qu’est un « angle ».

2.1.3 Construction de Z

Exercice 96. Montrer que la relation binaire sur IN x IN définie par
(a,b)%(c,d)sia+c=b+d
est une relation d’équivalence.

Définition 2.1.3.1. L'ensemble Z est le quotient IN x IN/%# olt & est la relation d’équivalence de
I'exercice 96, On appelle entier relatif un élément de Z.

Exercice 97. Montrer que la fonction t: N — Z définie par
vn e NN, n) = n,0)
est une injection.

Notation 2.1.3.2. On notera n la classe d’équivalence de (n,0) pour n € IN. Ainsi, on pourra écrire
NcCZ.

Exercice 98. Montrer que les fonctions (IN x IN) x (IN x IN) — Z suivantes passent au quotient pour
la relation # x % :

- (((l, b)/ (C/ d)) = (Cl +c, b+ d)/

— ((a,b),(c,d)) — (bd+ ac,bc + ad);

On notera (par abus) + et x les deux lois sur Z ainsi obtenues.

Exercice 99. Montrer que (Z, +) et (Z, x) vérifient les mémes énoncés (mutatis mutandis) que dans
la proposition [2.1.1.10| (les éléments neutres étant aussi O et 1).

Proposition 2.1.3.3. Le couple (Z,+) est un groupe abélien.
Démonstration. Par l'exercice ufﬁt de montrer que chaque élément de Z a un inverse pour +. Soit N = (a,b) € Z.

Alors N+ (b,a) = (a+b,a+b) =(0,0) =0.
Notons que cet inverse ne dépend pas du représentant de N qui a été choisi : si N = (c, d) alors (d, c) = (b, a). |

Remarque 2.1.3.4. En combinant 1'exerice [99] et la proposition [2.1.3.3] on a montré que (Z, +, x) est
un anneau.

Notation 2.1.3.5. Si N € Z alors on notera —N son inverse.
Proposition 2.1.3.6. L’égalité suivante est vérifiée :
Z=NU{-n|neN}.

On peut alors écrire pour tout a,b € N, (a,b) =b+(—a) =b—a

1. on n’a pas besoin de le voir ainsi mais cela facilite les calculs.



34 CHAPITRE 2. ENSEMBLES DENOMBRABLES

Démonstration. Linclusion D a déja été démontrée. Montrons l'autre. Soit N = (a,b) € Z.Sia > b (etdonca =b+n
avec n € IN) alors N = (n,0) = n € IN (on note que cela ne dépend pas du représentant choisi) sinon b = a+m avec m € IN
etdoncN=(0,m)=—me {-n|neN} O

Remarque 2.1.3.7. Les deux ensembles ont une intersection non-vide {0}.

Remarque 2.1.3.8. Avec cette écriture, on obtient une justification de la formule du produit :

(a,b) X (c,d) =(a—Db) x (c—d) = (ac+bd) — (bc + ad) = (bd + ac,bc + ad)
Exercice 100. Montrer que la fonction f: Z — IN définie par

2n sin e N;

vn e Z,f(n) = {2(—n)+1 sine Z\N.

est une bijection. Donner sa bijection réciproque.

On peut définir une fonction | - | : Z — IN, appelée valeur absolue, par
n sineN
Vnez n|= { )
—n  sinon

Remarque 2.1.3.9. On remarque que si —n € N alors n = (0, [n|).

Proposition 2.1.3.10. La regle des signes est vérifiée :
1. Ya,b € N,ab = |al|b|;
2. Ya € N,Vb € Z\N, ab = —|a]|b|;
3. YVae Z\N,Vb € N,ab = —|a||b|;
4. Va,b € Z\IN,ab = |al|b|;

Démonstration. 1. Le premier point est immédiat.

2. Soient a € N etb € Z\ IN. Alors
ab = (lal,0)(0, [b]) = (0, |al[b]) = —[a][b].

3. Soient a € Z\IN et b € IN. Alors
ab = (0, |a[)([b],0) = (0, |a|[b]) = —[a||b].

4. Soienta € Z\ N etb € Z\ N. Alors
ab = (0, |a])(©, [b]) = (a[[b],0) = [al[b].
|

Notation 2.1.3.11. Soit a,b € Z. Onnote a > b (resp. a >b)sia—b € IN (resp. a—b € N\ {0}) et
a<b(resp.a<b)sib—aec N (resp. b—a € N\ {0}).

Remarque 2.1.3.12. En particulier, pour a € Z, a > 0 si, et seulement si, a € IN et donc a € IN si, et
seulement si, —a < 0.

Exercice 101. Montrer que, pour tout n € Z, [n| = max(n, —n).
Exercice 102. Résoudre dans Z 'équation n? —5|n|+ 6 = 0.
Exercice 103. Résoudre dans Z l'équation ||n?> —4| —2n—4 =0

Proposition 2.1.3.13. Soient a,b,c,d € Z telsque a < betc < d. Alorsa+c <b+detsiac N
alors ac < bdetsib,d < 0alors ac > bd.

Démonstration. Soient a,b,c,d € Z tels que a < betc < d Alorsb—a € Netd—c € Netdoncb—a+d—c € N.
Autrement dit, b+d > a+c.

Pour la multiplication, on va commencer par supposer ¢ = d. Alors si ¢ > 0, ona c(b—a) € IN et donc ca > bcetsic <0
alors c(a—b) € N et donc c¢b < ca.

Pour d > ¢ > O alors c(b—a)+b(d—c) € IN et donc ac > bdetsi 0 > d > c alors c(a—b)+b(c—d) € N et donc
ca > bd. O
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Exercice 104. Résoudre dans Z l'inéquation n(n —5) < 0.

Définition 2.1.3.14. Un ensemble A C Z est dit minoré (resp. majoré) s’il existe m € Z tel que
m < a (resp. a < m) pour tout a € A.

Proposition 2.1.3.15. Toute partie minorée de Z admet un minimum. Toute partie majorée A de Z admet un
maximum.

Démonstration. Supposons A C Z minorée par m. Alors A—m = {a—m | a € A} est une partie de N qui est minorée,
donc A —m admet un plus petit élément min(A — m). Alors m + min(A — m) est le plus petit élément de A. En effet, il existe
un a € A tel que a —m = min(A —m), donc pour toutb € A,ona a=m+min(A —m) < m+b—m=>b, donc a =minA. Si
b est aussi le plus petit élément de A alors a < betb < a, donc a = b. La deuxiéme affirmation se fait de la méme fagon. O

Exercice 105. Montrer I’existence de la division euclidienne i.e.
Va € Z,vb € Z\{0},3(q,7) € Z*,a=bq+ret0 <t < bl

Exercice 106. Montrer (sans récurrence) qu'une suite décroissante d’entiers finit par étre négative.

2.1.4 Construction de Q

Exercice 107. Montrer que la relation binaire sur Z x Z \ {0} définie par
(a,b)%(c,d) si ad = bc

est une relation d’équivalence.

Définition 2.1.4.1. L'ensemble Q est le quotient Z x Z\ {0}/%# ou X est la relation d’équivalence
de I'exercice On appelle nombre rationnel un élément de Q.

Remarque 2.1.4.2. On enleve Z x {0} car sinon le quotient serait réduit a un point : tous les éléments
seraient équivalents a (0, 0).

Exercice 108. Montrer que la fonction 1: Z — Q définie par

nezZ,un)=Mm,1)
est une injection.
Exercice 109. Soit x € Q. Montrer qu’il existe une unique paire (p,q) € Z x (N \ {0}) telle que
pAgq=Tletx= %.
On pourra commencer par montrer que si s € Z \ {0} alors pour tout (p,q) € Z x Z\ {0}, (sp,sq) =

(P, q)

Définition 2.1.4.3. On appelle cette écriture représentation irréductible de x.

Notation 2.1.4.4. On notera n la classe d’équivalence de (n, 1) pour n € Z. Ainsi, on pourra écrire
Z C Q. On notera % la classe d’équivalence (p, q).

Exercice 110. Montrer que IN et Q sont en bijection.
On pourra utiliser Cantor-Bernstein.

Exercice 111. Montrer que les fonctions (Z x Z \ {0}) x (Z x Z \ {0}) — Q suivantes passent au
quotient pour la relation Z X X :

- ((Cl, b)l (C/ d)) = (Cld + bC/bd);

— (((1, b)r (Cr d)) = (ac, bd)/

On notera (par abus) + et x les deux lois sur Q ainsi obtenues qui s’écrivent donc

P T_pstar p T _pr

q s qs q s gs
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Exercice 112. Montrer que (Q, +) et (Q\ {0}, x) vérifient les mémes énoncés (mutatis mutandis) que
dans la proposition [2.1.1.10] (les éléments neutres étant aussi 0 et 1).

Proposition 2.1.4.5. Les couples (Q,+) et (Q\ {0}, x) sont des groupes abéliens.

Démonstration. Par 'exercice il suffit de montrer que chaque élément de Q a un inverse pour + et que chaque élément
de Q\ {0} a un inverse pour x.

— Soit N = (p,q) € Q. Alors N+ (—p, q) = (pq — qp, pq) = (0,q%) = (0,1) = 0.
Notons que cet inverse ne dépend pas du représentant de N qui a été choisi : si N = (¢, d) alors (—c, d) = (—p, q).

— Soit N = (p,q) € Q\ {0}. Alors N x (q,p) = (pq,pq) = (1,1) = 1 Notons que cet inverse a un sens car p # 0 (par
hypothese) et ne dépend pas du représentant de N qui a été choisi : si N = (c, d) alors (d, c) = (b, a).

O

Remarque 2.1.4.6. En combinant I’exercice et la proposition 2.1.4.5, on a montré que (Q, +, X) est
un corps commutatif.

Définition 2.1.4.7. On dit qu'un nombre rationnel x est décimal s’il existe n € N et a € Z tels que

On notera ID I’ensemble des nombres décimaux.
Exercice 113. Montrer que la somme et le produit de deux nombres décimaux est décimal.
Exercice 114. Montrer que % ¢ D.

Remarque 2.1.4.8. Cela montre que (ID, +, X) est un sous-anneau de (Q, +, x) (car 0 et 1 sont déci-
maux).

Proposition 2.1.4.9. Soit x € Q de représentation irréductible % Alors x € D si, et seulement si, il existe
a,b € N tels que q = 2959,

Démonstration. Soit x € Q. Supposons qu'il existe a,b € N tels que q = 2¢5°. Fixons-les. Posons n := max(a, b) (ainsi
n—a,n—>b e N). Alors
— —b n—agn— — —
X:B:2n agn P:2 5n bpzzn agn bpeQ‘
q 2n7a5n7bq ngn 10

Réciproquement, supposons que x € ID. Soitn € Z et a € Z tel que x = 7§w. Alors 10™p = aq. Comme p et q sont
premiers entre eux alors par le lemme de Gauf, q divise 10™ = 2™5™. Par unicité de la décomposition en facteurs premiers,
q s’écrit comme un produit de puissance de 2 et de 5. O

Exercice 115. Soit x € Q. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que x € D et x ! € ID.
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