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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Groupes et corps

Définition 1.1.1. Un groupe est la donnée d’un couple (G, ·) où E est un ensemble et
· : (x,y) ∈ G× G 7→ x · y ∈ G est une fonction (appelée loi de composition interne)
vérifiant les propriétés suivantes :

— ∀x,y, z ∈ G, (x · y) · z = x · (y · z) [la loi · est associative]
— ∃e ∈ G, ∀x ∈ G, x · e = e · x = x [la loi · a un élément neutre e]
— ∀x ∈ G, ∃y ∈ G, x · y = y · x = e [tout élément a un inverse pour la loi ·]

Un groupe (G, ·) est dit commutatif ou abélien si, de plus, pour tous x,y ∈ G, xy = yx.

Remarque 1.1.2. On dira aussi qu’on munit l’ensemble G de la loi ·.
Remarque 1.1.3. L’élément neutre est unique. Il en est de même de l’inverse de n’importe
quel élément x.

Notation 1.1.4. Lorsqu’on écrira la loi du groupe par + (ce que l’on fera régulièrement
dans ce cours), on écrira −x à place de x−1 et 0 (ou 0G) à la place de e.

Exemple 1.1.5.
— (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Z/nZ,+) sont des groupes abéliens pour les lois

usuelles
— (Q \ {0},×), (R \ {0},×), (C \ {0},×), (Z/pZ) \ {0},×) (avec p premier) sont des

groupes abéliens pour les lois usuelles.
— (Z \ {0},×) n’est pas un groupe (2 n’a pas d’inverse)
— Le couple (Bij(X), ◦) des bijections d’un ensemble X muni de la composition est

un groupe non-commutatif.

Remarque 1.1.6. Si (G, ·) est un groupe (abélien) d’élément neutre eG et φ : G → H est
une bijection alors l’ensemble H muni de la loi

x ·φ y := φ
(
φ−1(x) ·φ−1(y)

)
est un groupe (abélien) dont l’élément neutre est eH := φ(eG). En effet,

— pour tout y1 = φ(x1),y2 = φ(x2) et y3 = φ(x3) dans H,

y1 ·φ (y2 ·φ y3) = y1 ·φ φ(x2 · x3) = φ(x1 · (x2 · x3))
· assoc
= φ((x1 · x2) · x3)

= φ((x1 · x2)) ·φ y3 = (y1 · y2) · y3.

— pour tout y = φ(x) ∈ H,

y ·φ eH = φ(x) ·φφ(eG) = φ(x · eG) = φ(x) = y = φ(eG ·x) = φ(eG) ·φφ(x) = eH ·φ y.
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6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

— l’inverse de y = φ(x) ∈ H est y ′ := φ(x−1). En effet,

y ·φ y ′ = φ(x) ·φ φ(x−1) = φ(x · x−1) = φ(eG) = eH = φ(x−1 · x) = φ(x−1) ·φ φ(x) = y ′ · y.

— Si G est commutatif alors H aussi : pour tout y1 = φ(x1),y2 ∈ φ(x2) ∈ H,

y1 ·y2 = φ(x1) ·φ(x2) = φ(x1 ·x2)
· commut

= φ(x2 ·x1) = φ(x2) ·φφ(x1) = y2 ·φ y1.

Définition 1.1.7. Soit (G, ·G) un groupe. Un sous-groupe de G est la donnée d’un
groupe (H, ·H) tel que :

— H ⊂ G ;
— ·H = ·G|H×H.

On rencontrera souvent la formulation suivante : pour (G, ·) un groupe et H un
sous-ensemble de G, est-ce que (H, ·|H×H) est un sous-groupe de (G, ·) ?

Proposition 1.1.8. Soient (G, ·) un groupe et H un sous-ensemble de G. Alors (H, ·|H×H) est
un sous-groupe de (G, ·) si

— H ̸= ∅ ;
— ∀x,y ∈ H, xy−1 ∈ H.

Remarque 1.1.9. Pour la notation additive, cette condition devient ∀x,y ∈ H, x− y ∈ H

Notation 1.1.10. Par abus de langage, on dira, quand le contexte est clair, que H est un
sous-groupe de G (ou (G, ·)).

Définition 1.1.11. Un corps (commutatif) est un triplet (K,+,×) où K est un ensemble
et +,× : K × K → K sont deux lois de composition interne vérifiant les propriétés
suivantes :

— (K,+) est un groupe abélien.
— (K \ {0},×) est un groupe abélien
— ∀x,y, z ∈ K, x× (y+ z) = x× y+ x× z [× est distributive par rapport à +]

Exemple 1.1.12.
— (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×), (Z/pZ,+,×) (avec p premier) sont des corps pour

les lois usuelles
— Si K est un corps alors l’ensemble des fractions rationnelles K(X) muni de la

somme et du produit usuels est aussi un corps.

Définition 1.1.13. Soit (L,+,×) un corps. On dit que K est un sous-corps de L (ou
(L,+,×)) si

— K est un sous-groupe de (L,+) ;
— K∗ est un sous-groupe de (L∗,×) ;

Notation 1.1.14. Dans la suite, quand il n’y aura pas d’ambiguïté, on notera les opéra-
tions d’un corps + et ×.



1.2. ESPACES VECTORIELS 7

1.2 Espaces vectoriels

Définition 1.2.1. Un espace vectoriel sur un corps K (ou K-espace vectoriel) est un en-
semble E muni d’une loi de composition interne + et d’une loi de composition externe
(λ, x) ∈ K × E 7→ λx ∈ E satisfaisant les axiomes suivants :

— (E,+) est un groupe abélien,
— ∀λ,µ ∈ K, ∀x ∈ E, (λ+ µ)x = λx+ µx,
— ∀λ ∈ K, ∀x,y ∈ E, λ(x+ y) = λx+ λy,
— ∀λ,µ ∈ K, ∀x ∈ E, λ(µx) = (λµ)x,
— ∀x ∈ E, 1x = x (avec 1 neutre de la multiplication dans K).

On appelle les éléments de E des vecteurs, et ceux de K des scalaires.

Notation 1.2.2. Dans la suite, quand il n’y aura pas d’ambiguïté, on écrira « K-espace
vectoriel E » ou même « espace vectoriel E » à la place de (E,+,×).

Proposition 1.2.3. Pour tous λ,µ ∈ K et x,y ∈ E, on a :

1. λx = 0 ⇐⇒ (λ = 0 ou x = 0),

2. (λ− µ)x = λx− µx,

3. λ(x− y) = λx− λy.

Démonstration. 1) Si λ = 0K alors pour tout x ∈ E,

0Kx = (0K + 0K)x = 0Kx+ 0Kx

et on a donc 0Kx = 0E. De la même façon, si x = 0E alors pour tout λ ∈ K,

λ0E = λ(0E + 0E) = λ0E + λ0E

et on a donc λ0E = 0E.
Réciproquement, si λx = 0 alors soit λ = 0 soit

x = 1x =

(
1

λ
λ

)
x =

1

λ
(λx) =

1

λ
0E = 0E.

2) Soient λ,µ ∈ K et x ∈ E. Alors

λx = ((λ− µ) + µ)x = (λ− µ)x+ µx.

On obtient le résultat en ajoutant −µx.
3) Soient λ ∈ K et x,y ∈ E. Alors

λx = λ((x− y) + y) = λ(x− y) + λy.

On obtient le résultat en ajoutant −λy.

Corollaire 1.2.4. Pour tout x ∈ E, −x = −1 · x.

Exemple 1.2.5. On munit Kn d’une structure de K-espace vectoriel avec les lois sui-
vantes (x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . ,yn)) ∈ Kn × Kn 7→ x+ y := (x1 + y1, . . . , xn +

yn) et (λ, x = (x1, . . . , xn)) ∈ K × Kn 7→ λx := (λx1, . . . , λxn) ∈ Kn :
— (Kn,+) est un groupe abélien : + est associative car l’addition dans K l’est

(par définition), l’élément neutre est (0, . . . , 0) et l’inverse de (x1, . . . , xn) est
(−x1, . . . , xn) ;
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— Pour tout λ,µ ∈ K, x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . ,yn) ∈ Kn, on a les égalités
suivantes :

(λ+ µ)x = ((λ+ µ)x1, . . . , (λ+ µ)xn) = (λx1 + µx1, . . . , λxn + µxn)

= (λx1, . . . , λxn) + (µx1, . . . ,µxn) = λx+ µx;

λ(x+ y) = (λx1 + λy1, . . . , λxn + λyn) = (λx1, . . . , λxn) + (λy1, . . . , λyn)

= λx+ λy;

(λµ)x = ((λµ)x1, . . . , (λµ)xn) = (λ(µx1), . . . , λ(µxn))

= λ(µx1, . . . ,µxn) = λ(µx);

1x = (1x1, . . . , 1xn) = (x1, . . . , xn) = x

Exemple 1.2.6. Plus généralement, si (E1,+1, ·1), . . . , (En,+n, ·n) sont des K-espaces
vectoriels alors on peut munir E1 × . . .× En d’une structure de K-espace vectoriel par
les lois suivantes ((u1, . . . ,un), (v1, . . . , vn)) ∈ (E1 × . . . × En) × (E1 × . . . × En) 7→
(u1 +1 v1, . . . ,un +n vn) ∈ E1 × . . .× En et (λ, (u1, . . . ,un)) ∈ K × (E1 × . . .× En) 7→
(λ ·1 u1, . . . , λ ·n un) ∈ E1 × . . .× En.

Exemple 1.2.7. Si K est un sous-corps de (L,+,×) (par exemple, K = Q ou R et
L = R ou C) alors L a une structure de K-espace vectoriel pour les lois suivantes + et
(x,y) ∈ K×L 7→ x ·y. Ces lois vérifient les axiomes d’espace vectoriel car elles vérifient
les axiomes de corps. Plus généralement, on peut « restreindre » un L-espace vectoriel
en un K-espace vectoriel.

Exemple 1.2.8. On munit KI = F(I, K) := {f : I→ K} (avec I un ensemble quelconque)
d’une structure de K-espace vectoriel avec les lois suivantes (f,g) ∈ KI × KI 7→ f+

g : x 7→ f(x) + g(x) et (λ, f) ∈ K × KI 7→ (λf : x 7→ λf(x)) ∈ KI :
— (KI,+) est un groupe abélien : + est associative car l’addition dans K l’est (par

définition), l’élément neutre est 0 : x 7→ 0 et l’inverse de f ∈ KI est x 7→ −f(x) ;
— Pour tout λ,µ ∈ K, f,g ∈ KI et x ∈ I, on a les égalités suivantes :

[(λ+ µ)f] (x) = (λ+ µ)f(x) = λf(x) + µf(x);

[λ(f+ g)](x) = λ[(f+ g)(x)] = λ(f(x) + g(x)) = λf(x) + λg(x);

[(λµ)f](x) = λ([µf](x)) = λ(µ(f(x)) = (λµ)f(x);

[1f](x) = 1(f(x)) = f(x).

On appellera aussi, selon le contexte, de telles fonctions « familles » d’éléments de
K indexées par I. On écrira alors (f(i))i∈I plutôt que f.

Cet exemple englobe plusieurs exemples d’espaces vectoriels :
— {0} = F(∅, K)

— Kn = F({1, . . . ,n}, K) (chaque coordonnée est donnée par la valeur de la fonc-
tion en l’indice considéré) ;

— KN = {suites d’éléments de K}

On verra aussi que cela permet de munir l’espace des matrices d’une structure
d’espace vectoriel.

Remarque 1.2.9. On peut aussi, de la même façon, munir VI (où V est un K-espace
vectoriel d’une structure de K-espace vectoriel.

Remarque 1.2.10. On fera attention au fait qu’une famille tient compte de l’ordre et
des répétitions : (1,−1, 1), (−1, 1, 1) et (−1, 1) sont trois familles différentes. Cela sera
important dans la suite quand on abordera les familles libres et les bases.
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Exemple 1.2.11. Soit (E,+, ·) un K-espace vectoriel et F un ensemble avec une bijection
φ : E→ F. Alors le triplet (F,+φ, ·φ), où +φ est défini dans la remarque 1.1.6 et ·φ est
la fonction K × F→ F définie par

λ ·φ v := φ
(
λ ·φ−1(v)

)
est un espace vectoriel, défini par transport de structure sur F de la structure de E.
On sait que (F,+φ) est un groupe abélien (cf. 1.1.6). Montrons les autres axiomes :

— Soient y1 = φ(x1),y2 = φ(x2) ∈ F et λ ∈ K. Alors

λ ·φ (y1 +φ y2) = λ ·φ φ(x1 + x2) = φ(λ(x1 + x2)) = φ(λ · x1 + λ · x2)
= φ(λ · x1) +φ φ(λ · x2) = λ ·φ y1 +φ λ ·φ y2

— Soient y = φ(x) et λ,µ ∈ K. Alors

(λ+ µ) ·φ y = φ((λ+ µ) · x) = φ(λ · x+ µ · x) = φ(λ · x) +φ φ(µ · x) = λ ·φ y+ µ ·φ y

(λµ) ·φ y = φ((λµ) · x) = φ(λ · (µ · x)) = λ ·φ φ(µ · x) = λ ·φ (µ ·φ y).

— Soient y = φ(x). Alors

1 ·φ y = φ(1 · x) = φ(x) = y.

Exercices

Exercice 1. Soit + : R2 × R2 → R2, ((x1, x2), (y1,y2)) 7→ (x1 + y1, x2 + y2) et · : R ×
R2 → R2, (λ, (x,y)) 7→ λx. Le triplet (R2,+, ·) est-il un R-espace vectoriel ?

Exercice 2. Soit ⊕ : R>0 ×R>0 → R>0, (x,y) 7→ xy et · : R×R>0 → R>0, (λ, x) 7→ xλ.
Montrer que (R>0,⊕, ·) est un R-espace vectoriel.

Exercice 3. Montrer que la commutativité de la somme peut être déduite des autres
axiomes d’espace vectoriel.

Exercice 4. Soit (G,+) un groupe abélien.

1. Montrer que G peut être muni d’au plus une structure de Q-espace vectoriel.

2. Montrer que pour que G puisse être muni d’une structure de Q-espace vectoriel,
il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions :
— G est sans torsion (i.e. pour tout n ∈ N \ {0} et tout x ∈ G tel que x ̸= 0, on a

n · x ̸= 0) ;
— G est divisible (i.e. pour tout x ∈ G et tout n ∈ N \ {0}, il existe y ∈ G tel que

x = ny).

Exercice 5. Soit (E,+, ·) un R-espace vectoriel.
Montrer que E× E est un C-espace vectoriel pour l’addition

(x,y) + (x ′,y ′) := (x+ x ′,y+ y ′)

et pour la loi de composition externe C × (E× E)→ E× E définie par

(a+ bi) ·C (x,y) := (a · x− b · y, a · y+ b · x).

Celui-ci est appelé complexifié de E.
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1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel. Une partie F ⊂ E est un sous-espace vecto-
riel (de E) si :

— F est un sous-groupe de E,
— ∀λ ∈ K, ∀x ∈ F, λx ∈ F.

Proposition 1.3.2. Soit (E,+,×) un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors (F,+|F

|F×F
: F× F→ F, ·|F

|K×F
: K × F→ F) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Les deux conditions pour être un sous-espace vectoriel entraîne que
l’on peut restreindre-corestreindre les deux opérations sur, respectivement, F× F → F

et K × F → F. De plus, F étant un sous-groupe de E, c’est donc un groupe, abélien en
restreignant les conditions données pour E sur F et de même les quatre autres axiomes
sont vérifiées grâce à l’hypothèse sur E.

Remarque 1.3.3. Tout sous-espace vectoriel de E contient 0. En effet, si on prend un
vecteur x ∈ F alors 0 = 0 · x ∈ F.

Exemple 1.3.4. Les sous-ensembles {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Proposition 1.3.5 (Caractérisation pratique). Une partie F ⊂ E est un sous-espace vectoriel
si et seulement si F ̸= ∅ et ∀x,y ∈ F, ∀λ,µ ∈ K, λx+ µy ∈ F.

Démonstration. Soit F un sous-ensemble de E. Supposons que F est un sous-espace vec-
toriel (qui est donc en particulier non-vide). Soit x,y ∈ F et λ,µ ∈ K. Alors λx et µy

sont dans F par la deuxième condition et donc λx+ µy puisque F est un sous-groupe
de E. Réciproquement, supposons que F ̸= ∅ et pour tout x,y ∈ F et tout λ,µ ∈ K,
λx+µy ∈ F. Alors en particulier, pour tout x ∈ F et tout λ ∈ K, λx ∈ F. De plus, comme
F est non-vide et que pour tout x,y ∈ F, x− y = x+ (−1)y ∈ F, F est un sous-groupe de
E. On en conclut donc que F est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 1.3.6. — Comme le suggère la démonstration, on peut se contenter du cas
λ = 1 ou (exclusif !) µ = 1.

— En général, on vérifie que 0 ∈ F pour s’assurer que F ̸= ∅ (à cause de 1.3.3).

Exemple 1.3.7. — F = {(x,y) ∈ R2 |
√
πx+ 42y = 0} est un sous-espace vectoriel de

R2 car
• (0, 0) ∈ F car

√
π× 0+ 42× 0 = 0

• Soient u = (x,y), v = (x ′,y ′) ∈ F et λ ∈ K. Alors
√
πx+ 42y = 0 et

√
πx ′ +

42y ′ = 0. On en déduit donc que u+ λv = (x+ λx ′,y+ λy ′) ∈ F puisque
√
π(x+ λx ′) + 42(y+ λy ′) = (

√
πx+ 42y) + λ(

√
πx ′ + 42y ′) = 0+ λ0 = 0.

— F = {(x,y) ∈ R2 | y = x+ 1} n’est pas un sous-espace vectoriel car (0, 1) et (−1, 0)
sont dans F mais (−1, 1) = (0, 1) + (−1, 0) /∈ F. C’est une droite affine.

— F = {(x,y) ∈ R2 | xy = 1} ∪ {0} car (1, 1) et (−1,−1) sont dans F mais (0, 0) =

(1, 1) + (−1,−1) /∈ F.

Avertissement 1.3.8. On verra dans la suite que les sous-espaces vectoriels sont, en fait,
les zéros des applications linéaires. Cependant, on peut présenter un sous-espace vec-
toriel comme les zéros d’une fonction non-linéaire. Le sous-ensemble F = {(x,y) ∈ R2 |

x2 = 0} est un sous-espace vectoriel de R2 (c’est en fait {(x,y) ∈ R2 | x = 0}).

Avertissement 1.3.9. Pour montrer qu’un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel, on
utilise qu’il vérifie la caractérisation et pour montrer que ce n’en est pas un, on utilise
un contre-exemple. Un calcul qui ne conclut pas ne permet pas d’affirmer que ce n’est
pas un sous-espace vectoriel.
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Exemple 1.3.10. On montrera dans la suite (ou dans les exercices du TD) que les sous-
espaces vectoriels de R2 sont {0}, les droites linéaires et R2.

Exemple 1.3.11. Soit I un ensemble. Considérons le sous-ensemble K(I) des fonctions
I→ K à support (les éléments de I qui n’annulent pas la fonction) fini i.e.

K(I) = {f : I→ K | Card({i ∈ I | f(i) ̸= 0}) <∞).

C’est un sous-espace vectoriel de KI :
— 0K(I) ∈ K(I) car 0 est de support vide.
— Soient f,g ∈ K(I) et λ ∈ K et notons F,G leur support. Alors le support de f+ λg

est inclus dans F∪G (car sinon on additionne 0) et est donc fini i.e. f+λg ∈ K(I).
En particulier, K[X] = K(N) est un K-espace vectoriel.

Exemple 1.3.12. Soit n ∈ N. Considérons le sous-ensemble K≤n[X] (ou Kn[X]) des
polynômes de degré inférieur (ou égal) à n. C’est un sous-espace vectoriel de K[X] :

— 0 est de degré inférieur à n (par convention, deg(0) = −∞) ;
— Soient P et Q deux polynômes de K≤n[X] et λ ∈ K. Alors

deg(P+ λQ) ≤ max(deg(P), deg(λQ)) ≤ max(deg(P), deg(Q)) ≤ n

et donc P+ λQ ∈ K≤n[X]

Proposition 1.3.13. Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
F ∩G est aussi un sous-espace vectoriel de E. Plus généralement, si (Fi)i∈I est une famille de
sous-espaces vectoriels de E alors

⋂
i∈I Fi est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Comme 0 ∈ Fi pour tout i ∈ I alors 0 ∈ ⋂
i∈I Fi. Soient u ∈ ⋂

i∈I Fi,
v ∈ ⋂

i∈I Fi et λ ∈ K. Alors pour tout ∈ I, u, v ∈ Fi. Comme les Fi sont des sous-
espaces vectoriels de E alors u+ λv ∈ Fi pour tout i. Ainsi, u+ λv ∈ ⋂i∈I Fi.

Avertissement 1.3.14. L’union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas (en général) un
sous-espace vectoriel. On pourra considérer l’union de deux droites distinctes pour le
voir.

Proposition 1.3.15. Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors F+G := {u+ v | u ∈ F, v ∈ G} est un sous-espace vectoriel de E (contenant F et G).

Démonstration. Comme 0 ∈ F et 0 ∈ G alors 0 = 0+ 0 ∈ F+G. Soient u+ v,u ′ + v ′ ∈
F+G et λ ∈ K. Alors

u+ v+ λ(u ′ + v ′) = (u+ λu ′) + (v+ λv ′).

Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels alors u + λu ′ ∈ F et v + λv ′ ∈ G et
donc u+ v+ λ(u ′ + v ′) ∈ F+G. On en conclut donc que F+G est bien un sous-espace
vectoriel de E.

Définition 1.3.16. Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de
E. L’espace vectoriel F+G est appelé sous-espace vectoriel somme de F et G. Si, de plus,
F ∩G = {0}, on dit que cette somme directe et on la note F⊕G. Si F⊕G = E alors on
dit qu’ils sont supplémentaires.

Remarque 1.3.17. Il ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire. Le com-
plémentaire d’un espace vectoriel n’est jamais un espace vectoriel car ne contient pas 0.
De plus, un supplémentaire d’un espace vectoriel n’est pas unique :

R2 = {(x,y) | x = 0}⊕ {(x,y) | y = 0} = {(x,y) | x = 0}⊕ {(x,y) | x+ y = 0}
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Proposition 1.3.18. Soit E un espace vectoriel. Soient F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels.
Alors

n∑
i=1

Fi := {x1 + . . .+ xn | ∀i ∈ [[1,n]], xi ∈ Fi}

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. C’est la même démonstration que 1.3.15.

Définition 1.3.19. L’espace vectoriel
∑n

i=1 Fi est appelé espace vectoriel somme de
F1, . . . , Fn.

Proposition 1.3.20. Soit E un espace vectoriel. Soient F1, . . . , Fn des sous-espaces vectoriels.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tout vecteur x ∈
∑n

i=1 s’écrit de façon unique sous la forme x = x1 + . . .+ xn avec
xi ∈ Fi ;

2. ∀(x1, . . . , xn) ∈ F1 × . . .× Fn, x1 + . . .+ xn = 0⇒ ∀i ∈ [[1,n]], xi = 0 ;
3. ∀k ∈ {1, . . . ,n− 1},

∑k
i=1 Fi ∩ Fk+1 = {0}.

Démonstration. 1) ⇒ 2) : Supposons 1). Soit (x1, . . . , xn) ∈ F1 × . . .× Fn tel que x1 +

. . . + xn = 0. Comme 0 = 0 + . . . + 0 et que pour tout i, 0 ∈ Fi alors par unicité de
l’écriture, xi = 0.

2) ⇒ 3) : Supposons 2). Soit k ∈ {1, . . . ,n− 1} et soit x ∈
∑k

i=1 Fi ∩ Fk+1. Alors on
peut prendre (x1, . . . , xk) tel que pour tout i, xi ∈ Fi et

x = x1 + . . .+ xk.

et donc −x1 − . . .− xk − x = 0 d’où x = 0 (par 2)).
3)→ 1) : Supposons 3). Soit x ∈ E et considérons deux écritures de x comme somme

d’éléments de Fi :
x = x1 + . . .+ xn = y1 + . . .+ yn.

On a donc

Fn ∋ yn − xn = x1 − y1 + . . .+ xn−1 − yn−1 ∈
n−1∑
i=1

Fi

Par 3), on a yn− xn = 0 et donc yn = xn. On peut itérer ce raisonnement pour montrer
que pour tout k ≤ n, xk = yk et donc l’écriture est unique.

Définition 1.3.21. On dit que les Fi sont en somme directe et on nota
⊕n

i=1 Fi ou
F1 ⊕ . . .⊕ Fn.

Proposition 1.3.22. Soit E un espace vectoriel et A ⊂ E une partie. Alors il existe un (unique)
plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

Démonstration. Soit F l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant
A. C’est un sous-espace vectoriel contenant A. Soit G un sous-espace vectoriel de E

contenant A. Alors F ⊂ G car une intersection d’une famille d’ensembles est contenu
dans chacun de ces ensembles.

Définition 1.3.23. On appelle cet espace vectoriel le sous-espace vectoriel engendré par
A et on le note Vect(A)

Remarque 1.3.24. Si A est un sous-espace vectoriel alors Vect(A) = A.

Exercices

Exercice 6. Dessiner les sous-ensembles formés des couples (x,y) de nombres réels
vérifiant les conditions suivantes et vérifier s’ils sont des sous-espaces vectoriels de R2 :
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1. 3x− 2y = 0

2. xy = 0

3. x2 + y2 = 1

4. x2 + y2 = 0

5. y = 2x2

6. x+ |y| = 0

7. x2 + 4y2 = 4xy

8. x ≥ 0

9. ∃ c ∈ R, x5 + y5 = c5

Exercice 7. Décider si les sous-ensembles suivants de R2 sont des sous-espaces vecto-
riels.

1. V1 = {(x, 0) | x ∈ R}

2. V2 = {(x,−x) | x ∈ R}

3. V3 = {(3x− y, 2x+ 5y) | x,y ∈ R}

4. V4 = {(x2 − x,−x2 + x) | x ∈ R}

5. V5 = {(x3 − x, x3 − x) | x ∈ R}

6. V6 = {(x− |x|, 2x) | x ∈ R}

Exercice 8. Soit m un paramètre réel. Montrer que les triplets réels de la forme (x,y,m)

forment un sous-espace vectoriel de R3 si et seulement si m = 0.

Exercice 9. Soient a,b, c,d quatre réels. Quelle condition doivent satisfaire ces réels
pour que les (x,y, z) ∈ R3 tels que ax+ by+ cz+ d = 0 forment un sous-espace vecto-
riel de R3 ? Donner une interprétation géomètrique du sous-espace vectoriel obtenu.

Exercice 10. (*) On considère le K-espace vectoriel E = K. Quels sont les sous-espaces
vectoriels de E ? Même question pour E = K2.

Exercice 11. (*)

1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Démontrer
que F∪G est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, F ⊆ G ou G ⊆ F.

2. Soit (Fi)i∈I une famille non-vide de sous-espaces vectoriels d’un K-espace vec-
toriel E. On suppose que pour tout (i, j) ∈ I2, il existe k ∈ I tel que

Fi ∪ Fj ⊂ Fk.

Démontrer que
⋃
i∈I

Fi est un sous-espace vectoriel de E.

3. (**) Étudier la réciproque.

Exercice 12. Soit n ∈ N \ {0}. Établir si les sous-ensembles de K≤n[X] suivants sont des
sous-espaces vectoriels de K≤n[X] :

1. A = {P ∈ K≤n[X] | P(0) = 0} 2. B = {P ∈ K≤n[X] | P
′ = 0}

Exercice 13. Les sous-ensembles de R≤3[X] suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels
de R≤3[X] ? Donner la forme des coefficients des éléments de E et F à supposer qu’ils
soient des sous-espaces vectoriels de R≤3[X].

1. A = {P | P(3) = 2P(1)}

2. B = {P | P(2) = 2}

3. C = {P | P(5) = 0}

4. D = {P | t 7→ P ′(t) est une fonction paire}

5. E = {P | P(−2) = P(2) = 0}

6. F = {P | XP ′ = P}

Exercice 14. 1. Parmi les sous-ensembles suivants de F(R, R), lesquels sont des
sous-espaces vectoriels ?
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(a) les fonctions croissantes ;
(b) les fonctions bornées ;
(c) les fonctions positives ;
(d) les fonctions continues ;
(e) les fonctions injectives ;
(f) les fonctions qui s’annulent en un

point x ∈ R fixé ;
(g) les fonctions qui s’annulent en tout

n ∈ N ;

(h) les fonctions T -périodiques avec T >

0 fixé ;

(i) les fonctions périodiques ;

(j) les fonctions n fois dérivables ;

(k) les fonctions solutions de l’équation
différentielle y ′′ + a(x)y ′ + b(x)y =

0, a et b sont deux fonctions conti-
nues.

2. Montrer que le sous-ensemble des fonctions paires et celui des fonctions impaires
sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F(R, R).

3. Montrer que les sous-ensemble des fonctions s’annulant en 1 et celui des fonc-
tions linéaires sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de F(R, R).

Exercice 15. Soit n ∈ N. Soient H le sous-ensemble de Kn défini par

H := {(x1, . . . , xn) ∈ Kn | x1 + . . .+ xn = 0}

et u = (1, . . . , 1). Montrer que H et Vect({u}) sont supplémentaires de Kn.
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1.4 Familles libres, familles génératrices et bases

Définition 1.4.1. Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. Une
combinaison linéaire des (xi)i∈I est un vecteur de la forme

∑
i∈I λixi, où la famille

(λi)i∈I ∈ K(I) est à support fini (tous les λi sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux).

Ainsi, la somme considérée revient à une somme finie qui appartient donc à E. Sans
structure supplémentaire sur E, on ne peut pas donner du sens à une somme infinie.

Remarque 1.4.2. En particulier, chaque élément xi de la famille (xi)i∈I est une combi-
naison linéaire de cette famille (on prend 0 partout sauf en i et 1 en i).

Remarque 1.4.3. Rappelons qu’une somme vide (i.e. si I = ∅) est nulle

Exemple 1.4.4 (Cas d’une famille finie). Une combinaison linéaire des (x1, . . . , xn) est
un vecteur de la forme λ1x1 + · · ·+ λnxn avec λi ∈ K.

Lemme 1.4.5. L’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de E est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration. Soit (xi)i∈I une famille de E.
En prenant la combinaison linéaire nulle (i.e. λi = 0 pour tout i) ou la remarque 1.4.3
(si I = ∅), on obtient que cet ensemble contient 0. De plus, si

∑
λixi et

∑
µixi sont

deux combinaisons linéaires et α ∈ K alors∑
λixi +α

∑
µixi =

∑
(λi +αµi)xi

est aussi une combinaison linéaire (car (λi +αµi)i∈I ∈ K(I)). C’est donc bien un sous-
espace vectoriel de E.

Proposition 1.4.6. Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. Alors Vect(A) est l’ensemble
des combinaisons linéaires de la famille (a)a∈A.

Démonstration. Comme A ⊂ Vect(A) alors toutes les combinaisons linéaires de (a)a∈A
sont contenues dans A. De plus, comme l’ensemble des combinaisons linéaires est un
sous-espace vectoriel de E contenant A et que Vect(A) est le plus petit d’entre eux alors
Vect(A) est contenu dans l’ensemble des combinaisons linéaires, ce qui montre leur
égalité.

Corollaire 1.4.7. Soient E un espace vectoriel et A,B deux parties de E. Alors Vect(A∪ B) =

Vect(A) + Vect(B).

Démonstration. Comme A ⊂ Vect(A) et B ⊂ Vect(B) alors A ∪ B ⊂ Vect(A) + Vect(B) et
donc comme Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace vectoriel de E alors Vect(A ∪ B) ⊂
Vect(A) + Vect(B). Réciproquement, un élément de Vect(A) + Vect(B) s’écrit, grâce à la
proposition 1.4.6 sous la forme suivante :∑

a∈A
λaa+

∑
b∈B

µbb =
∑

a∈A\B

λaa+
∑

c∈A∩B
(λc + µc)c+

∑
b∈B\A

µbb

où (λa) ∈ K(A) et (µb) ∈ K(B) (car A = (A ∩ B) ∪ (A \ B) et B = (A ∩ B) ∪ (B \A). De
plus, comme A∪ B = A∩ B∪ (A \B)∪ (B \A) alors on a bien obtenu une combinaison
linéaire de la famille des éléments de A∪B et donc Vect(A∪B) ⊃ Vect(A)+Vect(B).

Corollaire 1.4.8. Soient E un espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
Vect(F∪G) = F+G.
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Définition 1.4.9. La famille (xi)i∈I est dite liée s’il existe une combinaison linéaire non
triviale qui donne le vecteur nul, c’est-à-dire

∃(λi)i∈I ∈ K(I) \ {0},
∑

λixi = 0.

Exemple 1.4.10 (Cas d’une famille finie). La famille (x1, . . . , xn) ∈ En est liée s’il existe
(λ1, . . . , λn) ̸= (0, . . . , 0) tel que

∑n
i=1 λixi = 0.

Exemple 1.4.11. — Une famille contenant 0 est liée car on peut prendre les coeffi-
cients valant 1 sur le 0 et 0 sur les autres vecteurs de la famille.

— Une famille contenant deux fois le même vecteur est liée car on peut prendre les
coefficents 1 et −1 sur ces vecteurs et 0 sur les autres vecteurs de la famille.

— Une famille a deux éléments (u, v) est liée si, et seulement si, u et v sont coli-
néaires. C’est faux s’il y a plus d’éléments.

— La famille ((1, 1, 1), (1, 2, 3), (3, 2, 1)) est liée car

4(1, 1, 1) − (1, 2, 3) − (3, 2, 1) = 0

Proposition 1.4.12. Une famille est liée si et seulement si l’un des vecteurs peut s’écrire comme
combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soit (xi)i∈I une famille. Si cette famille est liée alors il existe des coeffi-
cients (λi) non tous nuls tels que ∑

i∈I
λixi = 0. (1.1)

Comme la famille (λi) est non-nulle, on peut choisir un j ∈ I tel que λj ̸= 0. Ainsi,
on peut écrire l’égalité (1.1) sous la forme

−
∑

i∈I\{j}

λi
λj

xi = xj. (1.2)

Proposition 1.4.13. Toute sur-famille 1 d’une famille liée est liée.

Démonstration. Soient (xi)i∈I une famille liée et (xi)i∈J une sur-famille (ainsi, I ⊂ J).
On peut fixer (λi)i∈I tel que

∑
λixi = 0. On peut compléter cette famille en une famille

(non triviale) (λi)i∈J par λi = 0 pour i ∈ J \ I) et donc∑
j∈J

λixi = 0

Cela montre donc que (xi)i∈J est une famille liée.

Définition 1.4.14. Une famille est dite libre si elle n’est pas liée. Les vecteurs d’une
famille libre sont dits linéairement indépendants.

Proposition 1.4.15. La famille (xi)i∈I est libre si

∀(λi) ∈ K(I),
∑
i∈I

λixi = 0⇒ ∀i ∈ I, λi = 0.

1. une sur-famille d’une famille (xi)i∈I est une famille (xi)i∈J avec I ⊂ J.
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Démonstration. Par définition, une famille (xi) est libre si elle n’est pas liée et donc si

∀(λi) ∈ K(I) \ {0},
∑
i∈I

λixi ̸= 0

On en déduit donc que si, pour une famille (λi),
∑

i∈I λixi = 0 alors la seule possibilité
est que tous les coefficients (λi) sont nuls.

Proposition 1.4.16. Toute sous-famille 2 d’une famille libre est libre.

Démonstration. Soient (xi)i∈I une famille libre et (xi)i∈J une sous-famille (J ⊂ I). Soit
(λi)i∈J des coefficients tels que ∑

i∈J
λixi = 0

On peut compléter cette famille de coefficients (λi)i∈I avec λi = 0 pour I \ J et donc∑
i∈I

λixi = 0

Comme la famille (xi)i∈I est libre alors tous les coefficients λi, i ∈ I sont nuls. En
particulier, les coefficients λi, i ∈ J sont nuls. On en déduit donc que la famille (xi)i∈J
est libre.

Exemple 1.4.17 (Cas d’une famille finie). La famille (x1, . . . , xn) ∈ En est libre si∑n
i=1 λixi = 0 implique que tous les λi sont nuls.

Exemple 1.4.18. Considérons une famille F := (x1, . . . , xp) de vecteurs de Kn (avec
p ≤ n) où pour i ∈ {1, . . . ,p},

xi = (0, . . . , 0,
i
1,αi,i+1, . . . ,αi,n)

avec αi,j ∈ K. La famille F est libre.
Soient λ1, . . . , λp ∈ K telle que

λ1x1 + . . .+ λpxp = 0.

C’est-à-dire

0 =

λ1, λ1v12 + λ2, . . . , λk +

k−1∑
i=1

λivik, . . . , λp +

p−1∑
i=1

λivik, ∗, . . . , ∗


On a d’abord λ1 = 0. Supposons que l’on a montré que λ1 = . . . = λk = 0 pour
k < p. Alors comme λk+1 +

∑k
i=1 λivik+1, on obtient λk+1 = 0. On en déduit donc

λ1 = . . . = λp = 0 et donc que la famille F est libre.

Proposition 1.4.19. Une famille (infinie) est libre si, et seulement si, toutes ses sous-familles
finies sont libres.

Démonstration. L’implication vient du fait qu’une sous-famille d’une famille libre est
libre et la réciproque vient du fait qu’une combinaison linéaire est toujours une somme
finie.

Lemme 1.4.20. Soit (xi)i∈I une famille libre de E et x ∈ E \ Vect({xi, i ∈ I}). Alors la famille
(xi)i∈I∪{∗} (où x∗ = x) est libre.

2. une sous-famille d’une famille (xi)i∈I est une famille (xi)i∈J avec J ⊂ I.
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Démonstration. Soit (λi)i∈I∪{∗} une famille de coefficients telle que∑
i∈I∪{∗}

λixi = 0

Si λ∗ ̸= 0 alors on obtiendrait

x = −
∑
i∈I

λi
λ∗

xi,

ce qui n’est pas possible puisque x /∈ Vect({xi, i ∈ I}). Donc λ∗ = 0 et donc∑
i∈I

λixi = 0.

Comme la famille (xi)i∈I est libre alors λi = 0 pour tout i ∈ I. Ainsi on a montré que
λi = 0 pour tout i ∈ I∪ {∗} et donc la famille (xi)i∈I∪{∗} est libre.

Définition 1.4.21. Soit E un espace vectoriel. Une famille (xi)i∈I est dite génératrice de
E si elle engendre E, c’est-à-dire E = Vect({xi, i ∈ I}) ou encore que tout élément de E

s’écrit comme une combinaison linéaire de (xi)i∈I.

Remarque 1.4.22. La notion de famille génératrice est toujours relative à un espace am-
biant E. On dira donc toujours « génératrice de » l’espace considéré et jamais juste
« génératrice ».

Proposition 1.4.23. Une surfamille d’une famille génératrice de E est génératrice de E.

Démonstration. Soit G = (ei)i∈I une famille génératrice de E et F = (ei)i∈J une surfa-
mille (I ⊂ J). Soit x ∈ E. Alors comme G est une famille génératrice de E alors il existe
(λi)i∈I ∈ K(I) telle que

x =
∑
i∈I

λiei.

Soient (µi)i∈J ∈ K(J) tel que

∀j ∈ J,µj =

{
λj si j ∈ J

0 sinon.

Alors
x =
∑
j∈J

µjej

et donc (ej)j∈J est une famille génératrice.

Proposition 1.4.24. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, (xi)i∈I une famille géné-
ratrice de F et (yj)j∈J une famille génératrice de G. Alors la famille (zk)k∈I⊔J définie par

∀k ∈ I⊔ J, zk =

{
xi si i ∈ I

yj si j ∈ J

est une famille génératrice de F+G.

Démonstration. Cela découle du corollaire 1.4.7 :

Vect({zk, k ∈ I⊔ J}) = Vect({xi, i ∈ I}) + Vect({yj, j ∈ J}) = F+G.
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Définition 1.4.25. Soit E un espace vectoriel. Une base de E est une famille libre et
génératrice de E.

Remarque 1.4.26. On peut faire la même remarque pour les bases : c’est « base de ».

Théorème 1.4.27. Soit E un espace vectoriel. Une famille B = (ei)i∈I est une base de E si,
et seulement si, tout vecteur x ∈ E s’écrit de façon unique comme combinaison linéaire des ei,
c’est-à-dire :

x =
∑
i∈I

λiei

avec (λi)i∈I ∈ K(I).

Démonstration. Soit B = (ei)i∈I une famille de vecteurs. Si B est une base de E alors
c’est une famille libre et génératrice de E. Comme elle est génératrice de E alors E =

Vect({ei, i ∈ I}) et donc tout élément s’écrit comme une combinaison linéaire de B.
Montrons maintenant l’unicité : si x =

∑
λiei =

∑
µiei alors∑

(λi − µi)ei = 0.

Comme la famille B est libre alors pour tout i ∈ I, λi − µi = 0 i.e. pour tout i ∈ I,
λi = µi.
Réciproquement, si tout élément de E s’écrit de façon unique comme une combinaison
linéaire de B alors en particulier B est génératrice de E. De plus, comme 0 s’écrit
de façon unique comme une combinaison linéaire de (xi)i∈I alors toute combinaison
linéaire de (xi)i∈I valant 0 est la combinaison linéaire triviale i.e. la famille (xi) est
libre.

Définition 1.4.28. Les coefficients λi sont les coordonnées de x dans la base B.

Avertissement 1.4.29. L’ordre des vecteurs dans une base est important dès qu’on parle
de coordonnées.

Avertissement 1.4.30. Les espaces vectoriels n’ont (en général 3) pas qu’une base. On fera
donc attention à ne pas écrire « la base de E ».

Corollaire 1.4.31. Si E a une base finie (x1, . . . , xn) et I1, . . . , Ik est une partition de [[1,n]]
(i.e. [[1,n]] =

⋃k
j=1 Ij et Ii ∩ Ij = ∅ pour tout i ̸= j) alors

E =
k⊕

j=1

Vect(xi, i ∈ Ij).

Démonstration. C’est une réécriture de 1.4.27 et 1.3.20.

Exemple 1.4.32. Soit n ∈ N \ {0}. Pour i ∈ {1, . . . ,n}, on notera ei le vecteur (0, . . . , 0,
i
1

, 0, . . . , 0). La famille (e1, . . . , en) est une base de Kn : c’est une famille libre car elle est
échelonnée (cf. exemple 1.4.18) et est génératrice de Kn car pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈
Kn,

x =
∑
i∈I

xiei.

Cette base est souvent appelé « base canonique » de Kn

3. l’espace vectoriel {0} a une unique base ∅ pour n’importe quel corps et Z/2Z, comme Z/2Z-espace
vectoriel, n’a qu’une base : (1).
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Exemple 1.4.33. Soit I un ensemble non-vide. Notons ei la fonction I→ K telle que

ei(j) :=

{
1 si i = j

0 sinon.

C’est une famille libre : soit (λi)i∈I ∈ K(I) tel que∑
i∈I

λiei = 0.

Alors pour tout j ∈ I,
∑

i∈I λiei(j) = 0. Ainsi, pour tout j ∈ J,

0 =
∑
i∈I

λiei(j) = λjej(j) +
∑

i∈I\{j}
λiei = λj.

C’est une famille génératrice de K(I) : soit λ := (λi) ∈ K(I). Alors

λ =
∑
i∈I

λiei.

(car
∑

i∈I λiei(j) = λj).
C’est donc une base de K(I).

En particulier, K[X] admet pour base la famille (Xn)n∈N.

Avertissement 1.4.34. Si I est infini alors cette famille n’engendre pas KI. En effet,
une combinaison linéaire (et donc une somme finie) de ei ne peut pas avoir une in-
finité de valeurs non-nuls. En particulier, la fonction constante valant 1 n’est pas dans
Vect({ei, i ∈ I}).

Exemple 1.4.35. Soient E, F deux espaces vectoriels, B = (ei)i∈I une base de E et
C = (fj)j∈J une base de F. L’espace E× F est un espace vectoriel (cf. 1.2.6) et admet
pour base

D = (ei × {0}, i ∈ I, {0}× fj, j ∈ J).

En effet, c’est une famille libre : pour ((λi), (µj)) ∈ K(I) × K(J) tels que∑
i∈I

λiei × {0}+
∑
j∈J

µj{0}× fj = 0.

et donc ∑
i∈I

λiei,
∑
j∈J

µjfj

 = 0

On en déduit donc les deux égalités suivantes∑
i∈I

λiei = 0 et
∑
j∈J

µjfj = 0.

Comme B et C sont deux familles libres alors λi = 0 pour tout i ∈ I et µj = 0 pour
tout j ∈ J.

C’est aussi une famille génératrice de E× F : soit (x,y) ∈ E× F. En particulier, x ∈ E

et y ∈ F. Comme (ei) est une famille génératrice de E et (fj) est une famille génératrice
de F alors on a une famille de coefficients (λi) ∈ K(I) et (µj) ∈ K(J) telle que

(x,y) =

∑
i∈I

λiei,
∑
j∈J

µjfj

 .
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On en déduit donc que

(x,y) =

∑
i∈I

λiei,
∑
j∈J

µjfj


=

(∑
i∈I

λiei, 0

)
+

0,
∑
j∈J

µjfj


=
∑
i∈I

λiei × {0}+
∑
j∈J

µj{0}× fj,

ce qui permet de conclure.

Exemple 1.4.36. Soient E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E

en somme directe. Soient (xi)i∈I et (yj)j∈J une base de E et de F.
Alors la famille (zk)k∈I⊔J définie par

∀k ∈ I⊔ J, zk =

{
xi si i ∈ I

yj si j ∈ J

est une base de F⊕G. Elle est génératrice par 1.4.24. Montrons qu’elle est libre. Soient
(λi)i∈I ∈ K(I) et (µj)j∈J ∈ K(J) telles que∑

i∈I
λixi +

∑
j∈J

µjyj = 0

la première somme étant dans F et la deuxième dans G alors comme F et G sont en
somme directe, on en déduit que∑

i∈I
λixi = 0 =

∑
j∈J

µjyj.

Comme les familles (ei) et (fj) sont libres alors

∀i ∈ I, λi = 0 et ∀j ∈ J,µj = 0,

ce qui permet de conclure.
Plus généralement, si les Fi sont en somme directe, une base de

⊕n
i=1 Fi est la

concaténation de base des Fi.

Corollaire 1.4.37. Soit F := (xi)i∈I une famille de vecteurs de E. Notons φF la fonction
K(I) → E définie par

φF((λi)i∈I) :=
∑
i∈I

λixi.

1. ∀(λi)i∈I, (µi)i∈I ∈ K(I), ∀α ∈ K,φF((λi) +α(µi)i∈I) = φF((λi)) +αφF((µi)) ;

2. φF est injective si, et seulement si, F est une famille libre ;

3. φF est surjective si, et seulement si, F est une famille génératrice de E ;

4. φF est bijective si, et seulement si, F est une base de E.

Démonstration. 1) Déjà fait.
2) Supposons φF injective. Soit (λi)i∈I ∈ K(I) tel que∑

i∈I
λixi = 0 =

∑
i∈I

0xi
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Alors par injectivité de φF , (λi) = 0.
Supposons que F est libre. Soient (λi)i∈I et (µi)i∈I dans K(I) tels que

φF((λi)) = φF((µi)).

Par le point 1), on déduit que cela revient à écrire que

φF((λi − µi)) = 0

ou encore ∑
i∈I

(λi − µi)xi = 0

Comme la famille (xi) est libre alors λi = µi pour tout i. On en déduit donc l’injectivité
de φF .

3) La fonction est surjective si, et seulement, pour tout x ∈ E, il existe (λi)i∈I tel que
φF((λi)) = x si, et seulement si, pour tout x ∈ E, il existe (λi)i∈I tel que

∑
i∈I λixi = x

si, et seulement si, F est une famille génératrice de E.
4) Cela découle des deux résultats précédents.

Théorème 1.4.38 (Théorème de la base incomplète (version forte)). Si G est une famille
génératrice de E et L une famille libre, alors il existe une sous-famille F de G \L 4 telle que
L ∪F 5 soit une base de E.

Démonstration. Supposons que G est finie 6. La construction se fait de façon algorith-
mique 7 :

— Si L n’est pas génératrice de E alors on peut choisir un élément g dans G qui ne
soit pas une combinaison linéaire de L (car G est générateur de E). On obtient,
grâce au lemme 1.4.20, une famille libre L ∪ (g). On revient ensuite au début du
point.

— Si L est générateur de E alors c’est une base de E

Cela finit en un nombre fini d’étapes puisque G est génératrices et finie.

Lemme 1.4.39. Avec les mêmes notations que 1.4.38, l’espace vectoriel L des combinaisons
linéaires de L et F, celles de F, sont supplémentaires.

Démonstration. Notons L = (xi)i∈I et F = (yj)j∈J. Alors, comme B = L ∪F est une
base de E,

E = Vect({xi, i ∈ I}∪ {yj, j ∈ J}) = Vect({xi, i ∈ I}) + Vect({yj, j ∈ J}) = L+ F

De plus, si x ∈ L∩ F alors x s’écrit de la façon suivante :

x =
∑

λixi =
∑

µjyj

où (λi) ∈ K(I), (µj) ∈ K(J). On en déduit donc que

0 =
∑

λixi −
∑

µjyj

Comme la famille B est libre alors les λi et µj sont nuls et donc x = 0. Ce qui montre
que E = L⊕ F et donc L et F sont supplémentaires.

4. c’est une abus de langage pour dire que c’est la plus grande sous-famille de G ne contenant pas
d’éléments apparaissant dans L

5. si L = (xi)i∈I et F = (yj)j∈J alors L ∪F := (zk)k∈I⊔J où zk = xk si k ∈ I et zk = yk si k ∈ J

6. le cas général nécessite l’axiome du choix
7. on utilise le principe du tiers exclus
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Corollaire 1.4.40. Toute famille libre peut être complétée en une base.

Démonstration. Soit L une famille libre. Comme (e)e∈E est une famille génératrice 8 de
E alors grâce au théorème de la base incomplète, on peut trouver une sous-famille F

de (e)e∈E \L tel que L ∪F soit une base de E.

Corollaire 1.4.41. On peut extraire une base de E d’une famille génératrice de E.

Démonstration. Soit G une famille génératrice de E. Comme ∅ est une famille libre alors
par le théorème de la base incomplète, il existe une sous-famille de G qui est une base
de E.

Corollaire 1.4.42. Tout espace vectoriel admet une base.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel. Comme ∅ est une famille libre de E et (e)e∈E
est une famille génératrice de E alors par le théorème de la base incomplète il existe
une sous-famille F de (e)e∈E qui soit une base de E.

Corollaire 1.4.43. Tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Par 1.4.42,
on peut trouver une base BF de F. C’est une famille libre de E qu’on peut compléter
grâce à 1.4.40 en une base B = BF ∪F de E. L’espace vectoriel V des combinaisons
linéaires de F est un supplémentaire de F (cf. 1.4.39).

Corollaire 1.4.44. Une famille est une base si et seulement si elle est libre maximale 9 ou
génératrice minimale de E 10.

Démonstration. Si une famille B = (ei)i∈I est une base de E alors elle est libre.
Soit F = (ei)i∈J une sur-famille de B avec I ̸= J. Soit j ∈ J \ I. Comme B est une
famille génératrice de E alors xj s’écrit comme une combinaison linéaire de B et donc
F n’est pas libre. De la même, une base de E est générateur de E. Soit F = (ej)j∈J une
sous-famille de B avec J ⊂ I. Supposons-la génératrice de E. Soit j ∈ I \ J. Le vecteur xj
s’écrit donc comme une combinaison linéaire de F i.e. il existe (λj) ∈ K(J) tel que

xj =
∑
i∈J

λixi,

ce qui est impossible par liberté de B.

Réciproquement, considérons une famille L est libre et maximale (resp. G généra-
trice et minimale). Par 1.4.40 (resp. 1.4.41) , on peut la compléter (resp. extraire) B en
une base de E. Par maximalité de L (resp. minimalité de G), on en déduit que B = L

(resp. B = G).

Exercices

Exercice 16. Pour chacune des familles suivantes de vecteurs de R3, dire si elle est libre,
génératrice de R3, une base de R3, et donner une base de l’espace vectoriel engendré.

1. (v1, v2, v3) avec v1 = (−1, 1, 1), v2 = (1,−1, 1), v3 = (1, 1,−1).

2. (v1, v2, v3) avec v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 2, 3), v3 = (3, 2, 1).

8. si on ne veut pas utiliser l’axiome du choix, on peut ajouter l’hypothèse de l’existence d’une famille
génératrice finie

9. au sens que n’importe quelle sur-famille ( ̸= L) n’est plus libre
10. au sens que n’importe quel sous-famille ( ̸= G) n’est plus génératrice de E
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3. (v1, v2) avec v1 = (1, 0, 1), v2 = (3, 0, 3).

4. (v1, v2, v3, v4) avec v1 = (1, 2, 3), v2 = (2, 3, 1), v3 = (3, 2, 1), v4 = (1, 1, 1).

Exercice 17. Dans un espace vectoriel E, on considère des vecteurs u, v,w et w ′ de E

tels que 2u+ v = w et 5u+ 3v = w ′. Déterminer u et v en fonction de w et w ′.

Exercice 18. Pour quels m ∈ R, les familles ((1, 3), (1 −m, 9)), ((1 +m, 1 −m), (1 −
m, 1+m)) et ((1, 0,−2), (1, 3,−1), (3, 3,m2+ 6m)) sont-elles des bases de R2 ou de R3 ?

Exercice 19. Soit V ⊂ K3 l’espace vectoriel défini par l’équation x+ y+ z = 0.

1. Trouver une base de V et justifier que c’en est une.

2. Est-ce que toute personne répondant à cette question, produira-t-elle la même
base ? Que peut-on conclure concernant une notion de “base naturelle” pour un
sous-espace vectoriel ?

Exercice 20. Soient u = (1, 2, 3, 4) et v = (1,−2, 3,−4) dans R4.

1. Existe-t-il x,y ∈ R tels que (x, 1,y, 1) ∈ Vect(u, v) ?

2. Existe-t-il x,y ∈ R tels que (x, 1, 1,y) ∈ Vect(u, v) ?

Exercice 21. Soient n ∈ N un entier non nul et E = C≤n[X].

1. Soit a ∈ K. Montrer que les polynômes (X− a)k, 0 ≤ k ≤ n, forment une base
de E.

2. Soit F = {P ∈ E | P ′(a) = P ′′(a) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de E. Donner une base de F.

3. Soient a,b ∈ K avec a ̸= b. Montrer que les polynômes (X − a)k(X − b)n−k,
0 ≤ k ≤ n, forment une base de E.

4. Pour chaque entier j = 0, . . . ,n, soit pj ∈ E un polynôme de degré 11 j. Montrer
que P0, . . . ,Pn forment une base de E.

Exercice 22. Donner une base des espaces vectoriels apparaissant dans les exercices 12
et 13 pour K = Q.

Exercice 23. On se place dans l’espace vectoriel des fonctions réelles sur R.

1. Pour n ∈ N, on note fn : x 7→ xn. Montrer que la famille (fn)n∈N est libre.

2. Montrer que les fonctions x 7→ 1, sin, x 7→ cos(2x) et x 7→ sin(3x) sont linéaire-
ment indépendantes.

3. Les fonctions x 7→ 1, x 7→ sin(2x) et x 7→ (sin x)2 sont-elles linéairement indépen-
dantes ? Même question pour les fonctions x 7→ 1, x 7→ cos(2x) et x 7→ (sin x)2.

4. Pour a ∈ R, on note ga : x 7→ eax. Montrer que ga et gb sont linéairement
indépendantes si et seulement si a et b sont distincts.

5. (*) Plus généralement, montrer que la famille (ga)a∈R est une famille libre.

Exercice 24. Considérons le sous-ensemble F des fonctions continues [−1, 1] → R dont
les restrictions sur [−1, 0] et [0, 1] sont affines. Montrer que F est un espace vectoriel et
en donner une base.

Exercice 25. On se place dans l’espace vectoriel RN des suites réelles.

11. On rappelle que, par convention, le polynôme nul a pour degré −∞
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1. Montrer que le sous-ensemble SFib des suites vérifiant la relation de récurrence
suivante

∀n ∈ N,un+2 = un+1 + un

est un sous-espace vectoriel de RN.

2. Montrer que SFib contient deux suites géométriques de raison différente (on no-
tera celle de plus grande raison (an) et l’autre (bn)).

3. Montrer que la famille ((an), (bn)) est une base de SFib.

4. En déduire une formule pour la suite de Fibonacci : la suite (Fn) de SFib telle
que F0 = 0 et F1 = 1.
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1.5 Systèmes linéaires

On va se concentrer sur le cas E = Kn.
Soient v1 = (v11, . . . , vn1), . . . , vp = (v11, . . . , vnp) des vecteurs de Kn. Pour vérifier

si ces vecteurs forment une famille libre, on va déterminer quelles famille de coefficients
(λ1, . . . , λp) donne une combinaison linéaire nulle i.e. trouver les familles (λ1, . . . , λp) ∈
Kp telles que

λ1v1 + . . .+ λpvp = 0,

ce qui se réécrit de la façon suivante
v11λ1 + . . .+ v1pλp = 0
...
vn1λ1 + . . .+ vnpλp = 0

Ceci est ce qu’on appelle un système linéaire.

Définition 1.5.1. Un système linéaire 12 est un système d’équations de la forme
a11x1 + . . .+ a1pxp = b1
...
an1x1 + . . .+ anpxp = bn

d’inconnues x1, . . . , xp et où aij,bi ∈ K pour 1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j ≤ p.
Une solution d’un système linéaire est un élément de Kp qui vérifie ces équations.

La résolution de ces systèmes linéaires se fait grâce aux deux propositions suivantes.

Proposition 1.5.2. Un système linéaire d’inconnues x1, . . . , xn de la forme

a11x1+a12x2+. . .+ a1n−1xn−1+a1nxn = b1
a22x2+. . .+ a2n−1xn−1+a2nxn = b2

. . .
an−1n−1xn−1+an−1nxn = bn−1

annxn = bn

avec les aii tous non nuls, a une unique solution.

Démonstration. On va calculer les xi de proche en proche :
— xn = bn

ann
;

— xn−1 =
bn−1−an−1nxn

an−1n−1

— Supposons que xn, . . . , xn−k aient été calculés. Alors

xn−k−1 =
bn−k−1 −

∑k
i=0 an−k−1n−ixn−i

an−k−1n−k−1

On obtient ainsi l’unique possibilité pour (x1, . . . , xn).

Exemple 1.5.3. Considérons le système linéaire (dans R) suivant :
2x+ 3y+ z = 2

4y+ 7z = 3

4z = 4

Alors z = 1 puis 4y = 3− 7z = −4 donc y = −1, et 2x = 2− z− 3y = 2− 1+ 3 = 4 donc
z = 2.

12. un adjectif plus approprié aurait été « affine »
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Corollaire 1.5.4. L’ensemble des solutions d’un système linéaire d’inconnues x1, . . . , xn de la
forme 

a11x1+a12x2+. . .+a1pxp + . . .+ a1nxn = b1
a22x2+. . .+a2pxp + . . .+ a2nxn = b2

. . .
appxp + . . .+ apnxn = bn

avec les aii tous non nuls et p ≤ n, est l’ensemble des (uniques) solutions des systèmes

a11x1+a12x2+. . .+ a1p−1xp−1+a1pxp = b1 − a1p+1xp+1 − . . .− a1nxn
a22x2+. . .+ a2p−1xp−1+a2pxp = b2 − a2p+1xp+1 − . . .− a2nxn

. . .
ap−1p−1xp−1+ap−1pxn = bp−1 − app+1xp+1 − . . .− apnxn

appxp = bp − app+1xp+1 − . . .− apnxn

où (xp+1, . . . , xn} parcourt Kn−p

Exemple 1.5.5. Considérons le système linéaire (dans R) suivant :{
2x+ 3y+ z = 2

4y+ 7z = 3

Alors y = 1
4 (3− 7z) et

2x = 2− 3y− z = 2−
3

4
(3− 7z) − z = −

1

4
+

17

4
z.

L’ensemble des solutions de ce système est donc{(
−
1

4
+

17

4
z,

1

4
(3− 7z), z

)
| z ∈ R

}
.

On retrouve le résultat précédent en prenant z = 1.

Proposition 1.5.6. L’ensemble des solutions d’un système linéaire ne change pas si on effectue
sur les équations les opérations élémentaires suivantes :

1. changer l’ordre des équations ;

2. multiplier une équation par un scalaire non-nul.

3. ajouter à une équation une combinaison linéaire des autres.

Démonstration. 1) Les conditions ne changent pas si on change l’ordre.
2) Soit λ ̸= 0. Le vecteur (x1, . . . , xp) vérifie l’équation aℓ1x1 + . . .+ aℓpxp = bℓ si, et
seulement si, il vérifie l’équation λaℓ1x1 + . . .+ λaℓpxp = λbℓ (d’un côté, on multiplie
par λ et de l’autre par 1

λ ).
3) Quitte à réordonner les équations, on peut supposer qu’on ajoute à la première ligne.

Si le vecteur (x1, . . . , xp) vérifie le système
a11x1 + . . .+ a1pxp = b1

a21x1 + . . .+ a2pxp = b2
...
an1x1 + . . .+ anpxp = bn
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alors pour tout α2, . . . ,αp, il est solution du système

(
a11 +

∑p
i=2 αiai1

)
x1 + . . .+

(
a1p +

∑p
i=2 αiaip

)
xp = b1 +

∑p
i=2 αibi

a21x1 + . . .+ a2pxp = b2
...
an1x1 + . . .+ anpxp = bn

(on développe la parenthèse et on utilise les autres équations). On obtient la réciproque
en soustrayant la combinaision linéaire.

Construction 1.5.7 (Pivot de Gauß ou élimination de Gauß-Jordan). Pour résoudre un
système linéaire, 

a11x1 + . . .+ a1pxp = b1 (L1)

a21x1 + . . .+ a2pxp = b2 (L2)
...
an1x1 + . . .+ anpxp = bn (Ln)

,

on peut appliquer l’algorithme suivant :

— on examine la première colonne de coefficients du système

a11
...

an1

. S’ils sont tous nuls alors

on passe à la colonne suivante. Sinon , quitte à intervertir les équations (ce qui ne change
pas les solutions), on peut supposer que a11 est non nul. On ajoute ensuite à chaque Li,
i ≥ 2, −ai1

a11
L1 (ce qui ne change pas les solutions). Ainsi, le système devient

a11x1+ a21x2 + . . .+ a1pxp = b1 (L1)

ã22x2 + . . .+ ã2pxp = b̃2 (L2)
...
ãn2x2 + . . .+ ãnpxp = b̃n (Ln)

Le système composé des équations L2, . . . ,Ln ne fait plus intervenir que les inconnues
x2, . . . , xn.

— On recommence ensuite avec le nouveau système obtenue.
— Après l’avoir fait suffisamment de fois, on obtient un système linéaire de la forme

α1i1xi1+ α1i1+1xi1+1+ . . .+ α1ikxp + . . .+α1pxp = b1
α2i2xi2+ . . .+ α2ikxik + . . .+α2pxp = b2

. . .
αkikxik + . . .+αkpxn = bk

0x1+ 0x2+ . . .+ 0xik + . . .+ 0xp = bk+1
...
0x1+ 0x2+ . . .+ 0xik + . . .+ 0xp = bn

(1.3)

Deux cas se présentent maintenant :
— il existe un j ∈ {k+ 1, . . . ,n} tel que bj ̸= 0. Alors le système (1.3) n’a pas de solution

et donc le système initial non plus.
— tous les bj sont nuls. On est alors ramené à un système de la forme du corollaire 1.5.4

de variable xi1 , . . . , xik . Les variables « manquantes » xℓ, ℓ ∈ {1, . . . ,n} \ {i1, . . . , ik},
parcourent K.
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Exemple 1.5.8. Considérons le système linéaire suivant
2t+ 3x+ 4y+ 2z = 11

2t+ 3x+ 6y+ 4z = 15

4t+ 7x+ 5y+ 5z = 21

8t+ 13x+ 15y+ 11z = 47

.

Alors on a les équivalences suivantes :
2 t+ 3x+ 4y+ 2z = 11 (L1)

2t+ 3x+ 6y+ 4z = 15 (L2)

4t+ 7x+ 5y+ 5z = 21 (L3)

8t+ 13x+ 15y+ 11z = 47 (L4)

⇔


2 t+ 3x+ 4y+ 2z = 11 (L1)

2y+ 2z = 4 (L2 ← L2 − L1)

x− 3y+ z = −1 (L3 ← L3 − 2L1)

x− y+ 3z = 3 (L4 ← L4 − 4L1)

⇔


2 t+ 3x+ 4y+ 2z = 11 (L1)

1 x− 3y+ z = −1 (L2 ← L3)

2y+ 2z = 4 (L3 ← L2)

x− y+ 3z = 3 (L4)

⇔


2 t+ 3x+ 4y+ 2z = 11 (L1)

1 x− 3y+ z = −1 (L2)

2y+ 2z = 4 (L3)

2y+ 2z = 4 (L4 ← L4 − L1)

⇔


2 t+ 3x+ 4y+ 2z = 11 (L1)

1 x− 3y+ z = −1 (L2)

2 y+ 2z = 4 (L3)

0 = 0 (L4 ← L4 − L3)

On peut maintenant résoudre ce système avec le corollaire 1.5.4. On peut noter que
si le terme à droite de la dernière était 48, le système aurait comporté une équation
0 = 1 et donc n’aurait pas eu de solution.

Définition 1.5.9. On considère un système linéaire comme dans le corollaire 1.5.7.
— le système linéaire (1.3) est une forme échelonnée du système.
— les variables xi1 , . . . , xik sont appelées variables principales et les autres variables

sont appelées variables libres.
— les coefficients a1i1 , . . . ,akik de (1.3) sont appelés pivots.

Remarque 1.5.10. On ne parlera pas de « la » forme échelonnée qui comme le suggère
l’algorithme n’est pas unique (même si on impose que aii = 1).

Définition 1.5.11. Un système linéaire est dit homogène si les coefficients bi sont nuls.

Proposition 1.5.12. L’ensemble des solutions d’une système linéaire homogène d’inconnues
x1, . . . , xp est un sous-espace vectoriel de Kp.

Démonstration. Soit 
a11x1 + . . .+ a1pxp = 0
...
an1x1 + . . .+ anpxp = 0

un système linéaire. Alors 0 est une solution du système. Si (x1, . . . , xp), (x ′, . . . , xp)
sont deux solutions et λ ∈ K alors (x1 + λx ′1, . . . , xp + λx ′p) est aussi une solution car
pour j ∈ {1, . . . ,n},

aj1(x1 + λx ′
1) + . . .+ ajp(xp + λx ′

p) = aj1x1 + . . .+ ajpxp + λ(aj1x
′
1 + . . .+ ajpx

′
p) = 0
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Remarque 1.5.13. En particulier, 0 est toujours solution d’un système linéaire homogène.

Proposition 1.5.14. L’espace vectoriel des solutions du système
a11x1+a12x2+. . .+a1pxp + . . .+ a1nxn = 0 (L1)

a22x2+. . .+a2pxp + . . .+ a2nxn = 0 (L2)
. . .

appxp + . . .+ apnxn = 0 (Lp)

(1.4)

(où aii ̸= 0 pour tout i) admet pour base une famille de la forme

(1, 0, . . . ,α1,p+1, . . . ,αp,p+1), (0, 1, 0, . . . ,α1,p+2, . . . ,αp,p+2), . . . , (0, . . . , 0, 1,α1,n, . . . ,αp,n))

où αij ∈ K

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on va continuer à simplifier le système :
pour chaque pivot ajj, on va rendre les coefficients du dessus nul : on va remplacer L1
par L1 − 12

a22
L2 puis L2 par L2 − a23

a33
L3 et le nouveau L1 par L1 −

a ′
13

a33
L3 (ou a ′

13 est le
nouveau coefficient de L1) etc. En divisant chaque équation par le pivot et en passant
les termes en xp+1, . . . , xn de l’autre côté de l’égalité, on obtient alors un système de la
forme suivante :


x1 = α1,p+1xp+1 + . . .+α1,nxp+1

...
xp = αp,p+1xp+1 + . . .+αp,nxp+1

(1.5)

On en déduit donc que les conditions suivantes sont équivalentes pour u = (x1, . . . , xn) ∈
Kn :

1. u est solution de (1.3) ;
2. u est solution de (1.5) ;
3. On a les égalités suivantes

u = (α1,p+1xp+1 + . . .+α1,nxp+1, . . . ,αp,p+1xp+1 + . . .+αp,nxp+1, xp+1, . . . , xn)

= xp+1(α1,p+1, . . . ,αp,p+1, 1, 0, . . . , 0) + . . .+ xn(α1,n, . . . ,αp,n, 0, . . . , 0, 1)

L’espace vectoriel des solutions du système (1.3) est engendré par

(1, 0, . . . ,α1,p+1, . . . ,αp,p+1), (0, 1, 0, . . . ,α1,p+2, . . . ,αp,p+2), . . . , (0, . . . , 0, 1,α1,n, . . . ,αp,n))

C’est une base de celui-ci car c’est une famille de vecteurs échelonnés (cf. 1.4.18).

Remarque 1.5.15. On remarque que, sur ce cas, il est facile de compléter cette base en une
base de Kn : avec en−p+1, . . . , en. Par le pivot de Gauß, tout système s’écrit (modulo
permutation) comme un système échelonné de cette forme. La description par système
et le pivot permet donc de donner une approche effective du théorème de la base
incomplète.

Proposition 1.5.16. Soient v1 = (v11, . . . , vn1), . . . , vp = (v11, . . . , vnp) des vecteurs de
Kn. La famille (v1, . . . , vp) est libre si, et seulement si, le système

v11λ1 + . . .+ v1pλp = 0
...
vn1λ1 + . . .+ vnpλp = 0

a une unique solution.
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Démonstration. C’est une réécriture de la définition.

Remarque 1.5.17. Les solutions non-triviales d’un tel système décrivent des combinai-
sons linéaires non-triviales nulles. Cela permet donc d’extraire des éléments de la fa-
mille qui a moins de relation jusqu’à que celle-ci soit libre.

Proposition 1.5.18. Soient v1 = (v11, . . . , vn1), . . . , vp = (v11, . . . , vnp) des vecteurs de
Kn. Alors l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs est solution d’un système linéaire homo-
gène.

Démonstration. Par définition,

F = {u | ∃λ1, . . . , λp ∈ K,u = λ1v1 + . . .+ λpvp}

=

u = (x1, . . . , xn) | ∃λ1, . . . , λp ∈ K,


x1 = v11λ1 + . . .+ v1pλp
...
xn = vn1λ1 + . . .+ vnpλp


On échelonne le système d’inconnues λ1, . . . , λp obtenu

F =


u = (x1, . . . , xn) | ∃λ1, . . . , λp ∈ K,



w1i1λi1+ w1i1+1λi1+1+ . . .+ w1ikλp + . . .+w1pλp = x1
w2i2λi2+ . . .+ w2ikλik + . . .+w2pλp = x̃2

. . .
wkikλik + . . .+wkpλn = x̃k

0λ1+ 0λ2+ . . .+ 0λik + . . .+ 0λp = x̃k+1
...
0λ1+ 0λ2+ . . .+ 0λik + . . .+ 0λp = x̃n


où x̃k (pour 2 ≤ k ≤ n) est une combinaison linéaire de la famille (x1, . . . , xk) dont les
coefficients ne dépendent uniquement des coordonnées de (v1, . . . , vp) et les wij sont
les coefficients d’un système linéaire échelonné associé (où wkik ̸= 0 pour tout k).
Comme les wkik sont non-nuls alors on peut toujours trouver des λ1, . . . , λp tels que

w1i1λi1+ w1i1+1λi1+1+ . . .+ w1ikλp + . . .+w1pλp = x1
w2i2λi2+ . . .+ w2ikλik + . . .+w2pλp = x̃2

. . .
wkikλik + . . .+wkpλn = x̃k

(il suffit de poser λi = 0 et choisir les bons λik aux pivots). Ainsi, on obtient :

F =

u = (x1, . . . , xn) |


0 = x̃k+1

...
0 = x̃n



Remarque 1.5.19. On montrera dans la suite que tous les sous-espaces vectoriels de
Kn peuvent s’écrire comme l’espace engendré par une famille fini de vecteurs et donc
peuvent être décrits comme l’espace des solutions d’un système linéaire homogène. Le
pivot de Gauss permet d’obtenir une description avec « un nombre minimal »d’équa-
tions. Pour cela, il suffit de montrer que le nombre de pivots dépend uniquement de
l’espace vectoriel considéré (cf. 1.6.7).
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Proposition 1.5.20. Soient F,G deux sous-espaces vectoriels de Kp décrits par les systèmes
linéaires suivants : 

a11x1 + . . .+ a1pxp = 0
...
an1x1 + . . .+ anpxp = 0

et 
b11x1 + . . .+ b1pxp = 0
...
bm1x1 + . . .+ bmpxp = 0

.

Alors F∩G est décrite par le système linéaire

a11x1 + . . .+ a1pxp = 0
...
an1x1 + . . .+ anpxp = 0

b11x1 + . . .+ b1pxp = 0
...
bm1x1 + . . .+ bmpxp = 0

.

Démonstration. Cela découle du résultat général sur les ensembles définie en compré-
hension :

{x | P(x)}∩ {x | Q(x)} = {x | P(x) et Q(x)}.

(où P et Q sont des propriétés dépendant de x)
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1.6 Théorie de la dimension

Définition 1.6.1. On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie si elle admet une
famille génératrice finie. Un espace vectoriel est de dimension infinie s’il n’est pas de
dimension finie.

Exemple 1.6.2. — Kn est de dimension finie : la famille (e1, . . . , en) est une famille
génératrice de Kn.

— K[X] est de dimension infinie : soit (P1, . . . ,Pn) une famille de K[X]. Notons N

le maximum de leur degré. Alors, pour tout λ1, . . . , λn ∈ K,

deg

(
n∑

i=1

λiPi

)
≤ max

1≤i≤n
deg (λiPi) ≤ max

1≤i≤n
deg (Pi) = N

Cette famille ne peut donc pas génératrice de K[X] car XN+1 n’est pas obtenu
comme une combinaison linéaire de la famille (P1, . . . ,Pn). On ne peut donc pas
trouver de famille génératrice finie de K[X].

Lemme 1.6.3. Soit E un espace vectoriel engendré par une famille à n éléments. Tout famille
contenant au moins n+ 1 éléments est liée.

Démonstration. Soit F = (v1, . . . , vn) une famille génératrice de E et F ′ = (w1, . . . ,wm)

une famille de m vecteurs, avec m > n. Si un des wi est nul alors F ′ est liée. Supposons
donc que tous les wi sont tous non nuls. Comme F est génératrice de E alors

w1 = λ1v1 + . . .+ λnvn

avec λi ∈ K. Comme w1 ̸= 0 alors il y a un αi non-nul. Quitte à permuter, on peut
supposer que λ1 ̸= 0. On a :

v1 =
1

λ1
(w1 − λ2v1 − . . .− λnvn).

La famille (w1, v2, . . . , vn) est génératrice : si x ∈ E alors, comme F engendre E, celui
s’écrit sous la forme x = µ1v1 + . . .+ µnvn et donc

x = µ1v1 + µ2v2 . . .+ µnvn = µ1
1

λ1
(w1 − λ2v1 − . . .− λnvn) + µ2v2 . . .+ µnvn

=
µ1

λ1
w1 +

(
µ2 −

λ2
λ1

)
v2 + . . .+

(
µn −

λn

λ1

)
vn

Supposons maintenant que (w1, . . . ,wk, vk+1, . . . , vn) est une famille génératrice de
E (modulo une permutation des wi).

Considérons maintenant le vecteur wk+1. Il s’écrit comme une combinaison linéaire
de la famille (w1, . . . ,wk, vk+1, . . . , vn) :

w2 = α1w1 + . . .+αkwk +αk+1vk+1 . . .+αnvn.

Si αk+1 = . . . = αn = 0 alors wk+1 = α1w1 + . . .+αkwk et donc la famile F ′ est liée.
Supposons les donc non tous nuls et sans perte de généralité, αk+1 ̸= 0. Alors

vk+1 =
1

αk+1
(wk+1 −α1w1 − . . .−αkwk −αk+2vk+2 − . . .−αnvn).

On en déduit comme précédemment que (w1, . . . ,wk+1, vk+2, . . . , vn) est génératrice.
De proche en proche, on montre que la famille (w1, . . . ,wn) est une famille généra-

trice de E. Donc wn+1 s’écrit comme une combinaison linéaire de (w1, . . . ,wn) et F ′

n’est pas libre.
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Remarque 1.6.4. En particulier, toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie
sont de cardinal fini.

Théorème 1.6.5. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le même cardinal.

Démonstration. Soient B et B ′ deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie.
Notons n le cardinal de B et m le cardinal de B ′. Alors comme B est génératrice de
l’espace vectoriel et B ′ est libre alors m ≤ n et comme B ′ est génératrice de l’espace
vectoriel et B est libre alors n ≤ m. On en conclut donc n = m.

Définition 1.6.6. On appelle dimension d’un K-espace vectoriel de dimension finie le
cardinal d’une base de cet espace vectoriel. On notera dimK(E) la dimension d’un K-
espace vectoriel E.

Exemple 1.6.7. — L’espace vectoriel Kn est de dimension n.
— L’espace vectoriel K≤n[X] est de dimension n+ 1.
— L’espace vectoriel d’un système linéaire dans Kn dont une forme échelonnée a p

pivots est de dimension n− p (cf. Proposition 1.5.14) et dans le sens inverse, un
espace vectoriel de dimension k admet une description avec n− k équations (qui
est le nombre minimal puisqu’on aurait sinon moins de pivot et donc plus de
dimension. En particulier, les solutions du système de l’exemple 1.5.8 forment
un espace vectoriel de dimension 1.

— La dimension d’un produit E× F est la somme des dimensions (cf. 1.4.35). Et
plus généralement la dimension d’un produit fini E1 × . . .× En est la somme
des dimensions.

Remarque 1.6.8. La dimension d’un espace vectoriel dépend du corps de base K :
dimR(C) = 2 mais dimC(C) = 1.

Corollaire 1.6.9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Une famille ayant au moins n éléments est liée ;

2. Une famille ayant au plus n− 1 éléments n’est pas génératrice de E.

Démonstration. 1) On utilise le lemme 1.6.3 avec une base de E.
2) Si une famille ayant au plus n− 1 éléments est génératrice alors par 1.4.41, on

aurait une sous-famille (donc de cardinal plus petit) qui serait une base ayant pas de n

éléments, ce qui contredit l’unicité du cardinal.

Corollaire 1.6.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors

1. toute famille génératrice de E à n éléments est une base de E ;

2. toute famille libre de E à n éléments est une base de E.

Démonstration. 1) Si G est une famille génératrice de E à n éléments alors, par le corol-
laire 1.4.41, on peut extraire une sous-famille B de G qui est une base de E. Comme
B est une base de E alors cette famille a (aussi) n éléments. On en déduit donc que
B = G.

2) Si L est une famille libre à n éléments alors, par le corollaire 1.4.40, on peut la
compléter en une sous-famille B de G qui est une base de E. Comme B est une base
de E alors cette famille a (aussi) n éléments. On en déduit donc que B = L.

Corollaire 1.6.11. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel
de E. Alors F est de dimension finie et

1. dimK(F) ≤ dimK(E) ;

2. dimK(F) = dimK(E)⇔ F = E.



1.6. THÉORIE DE LA DIMENSION 35

Démonstration. Par le théorème 1.4.38, F admet une base BF. Cette base est une famille
libre de E qui peut, par le corollaire 1.4.40, se compléter en une base B de E. Comme
BF est une sous-famille de B alors BF est fini et de cardinal inférieur à celui de B i.e.
dimK(F) ≤ dimK(E).

Si F = E alors dimK(F) = dimK(E).
Supposons que dimK(F) = dimK(E). Soit B une base de F. C’est une famille libre

de E qui est de cardinal dimK(F) = dimK(E). Par le corollaire 1.6.10, c’est une base de
E. On en déduit donc que

F = Vect(B) = E.

Exemple 1.6.12. Tout sous-espace vectoriel de Kn est au plus de dimension n. On peut
donc appliquer la proposition 1.5.18 à n’importe quel d’entre eux.

Exemple 1.6.13. Un sous-espace vectoriel de K2 est donc soit {0} (espace de dimension
0), soit une droite linéaire (espace de dimension 1) soit K2 tout entier.

Exemple 1.6.14. Un sous-espace vectoriel de K2 est donc soit {0} (espace de dimension
0), soit une droite linéaire (espace de dimension 1) soit un plan Vect(e1, e2) avec e1 et
e2 ne sont pas colinéaires (espace de dimension 2) soit K3 tout entier.

Remarque 1.6.15. Un sous-espace vectoriel F avec une base de cardinal infini d’un espace
vectoriel E de dimension infinie n’est pas nécessairement égal à E même si on impose
l’existence d’une bijection entre leur base : E := K[X] ⊋ Vect({Xn+1,n ∈ N}) =: F

Théorème 1.6.16 (Formule de Grassmann). Soient E un espace vectoriel de dimension finie,
F,G deux sous-espaces de E. Alors

dimK(F+G) = dimK(F) + dimK(G) − dimK(F∩G).

Démonstration. On notera p la dimension de F ∩G, n+ p la dimension de F et q+ p la
dimension de G. On veut donc montrer que dimK(F+G) = n+ p+ q.

Soit (v1, . . . , vp) une base de F ∩ G. C’est une famille libre de F et de G. Par le
corollaire 1.4.40, on peut la compléter en une base (v1, . . . , vp,wp+1, . . . ,wp+n) de F et
en une base (v1, . . . , vp, xp+1, . . . , xp+q) de G.

Montrons que (v1, . . . , vp,wp+1, . . . ,wp+n, xp+1, . . . , xp+q) est une base de F+G :
C’est une famille génératrice de F+G car c’est l’union des familles génératrices de

F et de G.
C’est une famille libre : soient λ1, . . . , λp,αp+1, . . . ,αp+n,βp+1, . . . , λp+q ∈ K tels

que

λ1v1 + . . .+ λpvp︸ ︷︷ ︸
=:x∈F∩G

+αp+1wp+1 + . . .+αp+nwp+n︸ ︷︷ ︸
=:y∈F

+βp+1xp+1 + . . .+βp+qxp+q︸ ︷︷ ︸
=:z∈G

= 0

(1.6)

Alors z = −x− y ∈ F et donc z ∈ F∩G et donc s’écrit donc de deux façons :

γ1v1 + . . .+ γpvp = βp+1xp+1 + . . .+βp+qxp+q

où γi ∈ K. Comme la famille (v1, . . . , vp, xp+1, . . . , xp+q) est une famille libre alors
pour tout i, βp+i = 0. L’égalité (1.6) devient donc

λ1v1 + . . .+ λpvp +αp+1wp+1 + . . .+αp+nwp+n = 0

La famille (v1, . . . , vp,wp+1, . . . ,wp+n) est libre donc λi = 0 pour tout i ∈ {1, . . . ,p} et
αp+j = 0 pour j ∈ {1, . . . ,q}.

Le cardinal de cette base étant p+ q+n, on en déduit le résultat voulu.
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Corollaire 1.6.17. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F,G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— F et G sont en somme directe.
— dimK(F+G) = dimK(F) + dimK(G).

Démonstration. F et G sont en somme directe (i.e. F ∩ G = {0}) si, et seulement si,
dimK(F∩G) = 0 si, et seulement si, dimK(F+G) − dimK(F) − dimK(G) = 0.

Corollaire 1.6.18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F1, . . . , Fn des sous-espaces
vectoriels de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— F1, . . . , Fn sont en somme directe.
— dimK

(∑n
i=1 Fi

)
=
∑n

i=1 dim(Fi).

Démonstration. Par le théorème 1.6.16, on a les égalités suivantes :

dim

(
n∑

i=1

Fi

)
= dim(Fn) + dim

(
n−1∑
i=1

Fi

)
− dim

(
Fn ∩

n−1∑
i=1

Fi

)

= dim(Fn) + dim(Fn−1) + dim

(
n−2∑
i=1

Fi

)
− dim

(
Fn ∩

n−1∑
i=1

Fi

)
− dim

(
n−2∑
i=1

Fi ∩ Fn−1

)
= . . .

=

n∑
i=1

dim(Fi) −

n−1∑
k=1

dim

(
k∑

i=1

Fi ∩ Fk+1

)

Les assertions suivantes sont donc équivalentes :
— dim(

∑n
i=1 Fi) =

∑n
i=1 dim(Fi) ;

—
∑n−1

k=1 dim(
∑k

i=1 Fi ∩ Fk+1) = 0 ;
— ∀k ∈ [[1,n− 1]], dim(

∑k
i=1 Fi ∩ Fk+1) = 0 (car les dimensions sont positives) ;

— ∀k ∈ [[1,n− 1]],
∑k

i=1 Fi ∩ Fk+1 = {0}

— F1, . . . , Fn sont en somme directe (par 1.3.20).

Exercices

Exercice 26. Dans R6, soient v1 = (1, 1, 0, 2, 3, 0), v2 = (1, 1, 1, 2, 3, 0) et v3 = (1, 1, 0, 2, 3, 1).
Vérifier que (v1, v2, v3) est libre, puis compléter cette famille en une base de R6 à l’aide
des vecteurs de la base canonique.

Exercice 27.

1. Donner des familles génératrices pour l’espace vectoriel R≤n[X].

2. La famille (1,X+X2, 2+X+X2) de R2[X] est-elle libre ? génératrice de R≤2[X] ?

3. La famille (1, 1+X, 1+X+X2,X2+X3+X4) est-elle libre ? génératrice de R≤4[X] ?
Si oui + non aux questions précédentes, compléter cette famille en une base de
R≤4[X].

Exercice 28. Soit H le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs u = (1, 2, 3)
et v = (3, 2, 1).

1. Vérifier que u et v ne sont pas colinéaires, en déduire la dimension de H.

2. Montrer que H est aussi engendré par u ′ = (1, 1, 1) et v ′ = (0, 1, 2).

3. Montrer que (u, v) et (u ′, v ′) sont deux bases de H.
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4. Soit w ∈ H de coordonnées (x,y) dans la base (u, v) et (x ′,y ′) dans (u ′, v ′).
Calculer (x,y) en fonction de (x ′,y ′), puis (x ′,y ′) en fonction de (x,y).

Exercice 29. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? (justifier)

1. Toute famille génératrice d’un espace vectoriel contient une base de cet espace
vectoriel.

2. La dimension d’un espace est le nombre de vecteurs de cet espace.

3. Toute famille contenant une famille liée est liée.

4. La base de K3[X] est (1,X,X2,X3).

5. Si E = Vect(u1,u2,u3) et si (u1,u2,u3) est libre alors dimE = 3.

6. Vect(u1, . . . ,up) = Vect(u1, . . . ,up−1) si, et seulement si, up est combinaison
linéaire de u1, . . . ,up−1.

7. Soient u, v,w trois vecteurs d’un espace vectoriel E. On suppose que (u, v), (u,w)

et (v,w) sont libres, alors la famille (u, v,w) est libre.

8. Soient p ≥ 2 un entier et soient p vecteurs u1, . . . ,up d’un espace vectoriel E. On
suppose qu’aucun de ces vecteurs n’est combinaison linéaire des autres. Alors la
famille (u1, . . . ,up) est libre.

Exercice 30. Soit E un espace vectoriel.

1. Soit (u1, . . . ,u4) une famille libre de E.
a) On suppose que dimE = n. Quelle inégalité vérifie n ?
b) Les familles suivantes sont-elles libres ?

(u1,u2, 0,u4), (u1 +u2,u3 +u4), (u1,u2 +u3 +u4,u4), (u1 +u2,u2 +u3,u3 +

u4,u4 + u1).

2. Soit (u1, . . . ,u4) une famille génératrice de E.
a) On suppose que dimE = n. Quelle inégalité vérifie n ?
b) Les familles suivantes sont-elles génératrices de E ?

(u1,u2, 0,u4), (u1 +u2,u3 +u4), (u1,u2 +u3 +u4,u4), (u1 +u2,u2 +u3,u3 +

u4,u4 + u1).

Exercice 31.

1. Donner une base et la dimension de l’espace vectoriel solution du système
−3s+ t+ x− y− z = 0

t+ 2x− y+ z = 0

2s+ t + 2y = 0

s− t+ x− 2y+ 2z = 0.

2. Donner une base et la dimension de V = Vect((1, 2, 3, 4), (1, 0, 5, 0), (0, 1,−1, 2)).
Écrire V sous forme “d’équations” (explicitement, donner un système linéaire en
quatre variables dont V est la solution).

Exercice 32. Soient F = {(a+ b,a− b,a, 0), a,b ∈ K} et G = {(y, x,y, x− y), x,y ∈ K}

dans K4.

1. Trouver des bases de F, G, F∩G et F+G.

2. Donner des équations de F, G, F ∩G et F+G en nombre minimal dans la base
canonique de K4.
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Exercice 33. Soient U,V ⊂ R4 définis respectivement par{
t+ x+ y− 2z = 0

−3t− x+ y+ z = 0
et

{
2t+ x− 2y+ z = 0

−3t + y+ z = 0.

1. Montrer que U et V sont des sous-espaces vectoriels.

2. Déterminer une base de U ∩ V et puis compléter cette base en une base de U et
par la suite, en une base de U+ V .

Exercice 34. Dans R≤2[X], soient P = 1+ 6X− 4X2, Q = 3+ 2X+ 4X2, R = 1−X+ 4X2

et S = 1+ 3X− 2X2. On pose F = Vect(P,Q), G = Vect(R,S).

1. Déterminer une base puis des équations en nombre minimal dans la base cano-
nique de R≤2[X] pour F et G.

2. Déterminer une base de F∩G.

3. Que peut-on dire de F+G ?

Ainsi l’intersection F∩G est engendré par le polynôme 1+X+X2.
3) Par la formule de Grassmann,

dim(F+G) = dim(F) + dim(G) − dim(F∩G) = 2+ 2− 1 = 3.

Comme F+G est un sous-espace vectoriel de R≤2[X] qui est aussi de dimension 3 alors
F+G = R3.

Exercice 35. Soient V et W deux sous-espaces vectoriels distincts de K3 de dimension
2. Montrer que dim(V ∩W) = 1. Interpréter géométriquement le résultat.

Exercice 36. (**) Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 2, et F et G deux sous-
espaces vectoriels de E de dimension p ≤ n. Montrer que F et G admettent un supplé-
mentaire commun.

Exercice 37. (*) Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 1 et soit S l’ensemble des
sous-espaces vectoriels de E. Soit d : S→N vérifiant les propriétés suivantes :

— Si F, F ′ ∈ S sont tels que F∩ F ′ = {0}, alors d(F+ F ′) = d(F) + d(F ′) ;
— d(E) = n.

1. Soient F,G ∈ S avec dim(F) = dim(G) = 1. Démontrer que d(F) = d(G).

2. En déduire que, pour tout F ∈ S, d(F) = dim(F).



Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Applications linéaires

2.1.1 Généralités

Définition 2.1.1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application K-linéaire
(ou morphismes de K-espaces vectoriels) E→ F est une fonction f : E→ F telle que

— ∀x,y ∈ E, f(x+ y) = f(x) + f(y),
— ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, f(λx) = λf(x).

Notation 2.1.2. Dans la suite, quand il n’y a pas d’ambiguïté, on dira linéaire et non
K-linéaire.

Notation 2.1.3. On note L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

Proposition 2.1.4. On a toujours f(0E) = 0F.

Démonstration. Soit x ∈ E. Alors

f(0E) = f(0x) = 0f(x) = 0F.

Proposition 2.1.5 (Caractérisation pratique). La fonction f est linéaire si et seulement si
∀x,y ∈ E, ∀λ,µ ∈ K,

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

Démonstration. Si f est linéaire alors pour tout x,y ∈ E et λ,µ ∈ K,

f(λx+ µy) = f(λx) + f(µy) = λf(x) + µf(y).

On obtient la réciproque en prenant λ = µ = 1 puis y = 0.

Remarque 2.1.6. Comme dans le cas des sous-espaces vectoriels, on peut se contenter de
µ = 1.

Exemple 2.1.7. Soit f : R3 → R la fonction définie par

f(x,y, z) = 2x+ 3y+ 7z

Alors cette fonction est une application linéaire : si u = (x,y, z), v = (x ′,y ′, z ′) ∈ R3 et
λ ∈ R alors

f(u+ λv) = f(x+ λx ′,y+ λy ′, z+ λz ′) = 2(x+ λx ′) + 3(y+ λy ′) + 7(z+ λz ′)

= (2x+ 3y+ 7z) + λ(2x ′ + 3y" + 7z ′) = f(u) + λf(v)

39
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Exemple 2.1.8. Soit f : x ∈ R 7→ R. Cette fonction n’est pas linéaire :

f(2) = 4 ̸= 2 = 2f(1).

Avertissement 2.1.9. Comme dans 1.3.9, pour montrer qu’une fonction n’est pas linéaire,
il suffit d’exhiber un contre-exemple mais un calcul qui ne conclut pas ne suffit pas.

Exemple 2.1.10. Soit (α1, . . . ,αn) ∈ Kn. Alors la fonction f : Kn → K définie par

f(x1, . . . , xn) := α1x1 + . . .+αnxn

est une application linéaire. En effet, si x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . ,yn) ∈ Kn et λ ∈ K

alors

f(x+ λy) = f(x1 + λy1, . . . , xn + λyn) = α1(x1 + λy1) + . . .+αn(xn + λyn)

= α1x1 +α1λy1 + . . .+αnxn +αnλxn

= α1x1 + . . .+αnxn + λ(α1y1 + . . .+αnyn)

= f(x) + λf(y).

Exemple 2.1.11. Une fonction f : E→ KI est linéaire si, et seulement si, pour tout i ∈ I,
les applications fi : E→ K définie par

fi := πi ◦ f,

où π : (ui)i∈I ∈ KI 7→ ui ∈ K, sont linéaires.
Cela vient du fait que pour tout u ∈ E,

f(u) = (fi(u))i∈I

et les opérations d’espace vectoriel sur KI se font terme-à-terme, les deux conditions
sont équivalentes.

En particulier, si les coordonnées (f1, . . . , fm : Kn → K) d’une fonction f : Kn →
Km sont de la forme de l’exemple 2.1.10 alors f est linéaire.

Exemple 2.1.12. Si I est un intervalle ouvert de R, la dérivée f ∈ C1(I, R) 7→ f ′ ∈
C0(I, R) (ou P ∈ K[X] 7→ K[X]) est une application linéaire. Soient f,g ∈ C1(I, R) et
λ ∈ R. Comme

∀x ∈ I, (f+ λg) ′(x) = f ′(x) + λg ′(x)

alors (f+ λg ′) = f ′ + λg ′.

Exemple 2.1.13. On a montré dans 1.4.37 que φF : K(I) → E est une application linéaire
pour toute famille F de E.

Proposition 2.1.14. Soient f : E→ F une application linéaire. Pour toute famille (xi)i∈I de E
et toute famille de coefficients (λi)i∈I ∈ K(I), on a :

f

(∑
i∈I

λixi

)
=
∑
i∈I

λif (xi)

Démonstration. Comme la famille (λi) est à support fini, il suffit de montrer cet énoncé
pour le cas d’une famille finie.
On va montrer, par récurrence, que pour tout n ∈ N, toute famille (xi)1≤i≤n de E et
(λ1, . . . , λn) ∈ Kn,

f

(
n∑

i=1

λixi

)
=

n∑
i=1

λif (xi)
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Initialisation si n = 1, l’énoncé est vrai par définition d’application linéaire.
Hérédité soit n ∈ N. Supposons que pour toute famille (xi)1≤i≤n de E et (λ1, . . . , λn) ∈
Kn,

f

(
n∑

i=1

λixi

)
=

n∑
i=1

f (λixi) .

Soit (x1, . . . , xn+1) une famille de E et (λ1, . . . , λn+1) ∈ Kn+1

f

(
n+1∑
i=1

λixi

)
= f

(
n∑

i=1

λixi + λnxn

)
f lin
= f

(
n∑

i=1

λixi

)
+ λnf(xn)

HR
=

n∑
i=1

λif (xi) + λn+1f(xn+1) =

n+1∑
i=1

λif (xi) .

On conclut par le principe de récurrence.

Proposition 2.1.15. Soient E, F deux espaces vectoriels. Alors L(E, F) est aussi un espace
vectoriel.

Démonstration. Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de FE :
— la fonction nulle est linéaire.
— Soient f,g ∈ L(E, F) et λ ∈ K. Montrons que f+ λg est linéaire :

Soient x,y ∈ E et µ ∈ K. Alors

(f+ λg)(x+ µy) = f(x+ µy) + λg(x+ µy)
f,g lin
= f(x) + µf(y) + λg(x) + λµg(y)

= (f+ λg)(x) + µ(f+ λg)(x).

Définition 2.1.16. Une application linéaire de E dans lui-même est appelée endomor-
phisme. On note L(E) ou End(E) l’espace vectoriel L(E,E).

Définition 2.1.17. Une application linéaire de E dans K est appelée forme linéaire. On
note E∗ := L(E, K).

Exemple 2.1.18. Les exemples de 2.1.10 sont des formes linéaires.

Exemple 2.1.19. Soit I un ensemble et F un espace vectoriel alors pour tout i ∈ I, la
fonction evi : F

I → F est une forme linéaire : soit f,g : I → F deux fonctions et λ ∈ K.
Alors

evi(f+ λg) = (f+ λg)(i) = f(i) + λg(i) = evi(f) + λevi(g).

Proposition 2.1.20. Soit f : E → F une application linéaire. Alors la fonction f⊤ : F∗ → E∗

définie par
f⊤(u) := u ◦ f

est linéaire et la fonction f ∈ L(E, F) 7→ f⊤ ∈ L(F∗,E∗) est linéaire.

Démonstration. 1) Soient u, v ∈ F∗ et λ ∈ K. Alors, pour tout x ∈ E,

f⊤(u+ λv)(x) = (u+ λv) ◦ f(x) = (u+ λv)(f(x))

= u(f(x)) + λv(f(x)) = f⊤(u)(x) + λf⊤(v)(x).



42 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINÉAIRES

et donc f⊤(u+ λv) = f⊤(u) + λf⊤(v)
2) Soient f,g ∈ L(E, F) et λ ∈ K. Alors, pour tout u ∈ F∗ et tout x ∈ E

(f+ λg)⊤(u)(x) = u ◦ (f+ λg)(x) = u(f(x) + λg(x))

= u(f(x)) + λu(g(x)) = f⊤(u)(x) + g⊤(u)(x)

et donc (f+ λg)⊤(u) = f⊤(u) + λg⊤(u) pour tout u ∈ F∗ et donc

(f+ λg)⊤ = f⊤ + λg⊤.

Remarque 2.1.21. Un système linéaire homogène
a11x1 + . . .+ a1pxp = 0
...
an1x1 + . . .+ anpxp = 0

peut se réécrire sous la forme 
ℓ1(x1, . . . , xp) = 0
...
ℓn(x1, . . . , xp) = 0

où ℓi : Kn → K sont des formes linéaires. Si ℓj =
∑n

i=1,i ̸=j λiℓi alors le système linéaire
est équivalent au système obtenue en ôtant cette condition. On en déduit donc qu’un
système linéaire peut se réécrire (par le théorème de la base incomplète dans (Kn)∗)
sous la forme 

ℓi1(x1, . . . , xp) = 0
...
ℓir(x1, . . . , xp) = 0

et ce système s’échelonne sans obtenir de ligne nulle par indépendance linéaire. On en
déduit donc que le système linéaire

a11x1 + . . .+ a1pxp = 0
...
an1x1 + . . .+ anpxp = 0

a un espace de solution de dimension p− dim(Vect(ℓ1, . . . , ℓn)).

Proposition 2.1.22. La composée de deux applications linéaires est encore une application li-
néaire.

Démonstration. Soient f : E → F, g : F → G deux applications linéaires. Montrons que
g ◦ f : E→ G est une application linéaire. Alors, pour tout x,y ∈ E et λ ∈ R alors

g◦ f(x+λy) = g(f(x+λy))
f lin
= g(f(x)+λf(y))

g lin
= g(f(x))+λg(f(y)) = g◦ f(x)+λg◦ f(y).

Proposition 2.1.23. Si une application linéaire f : E→ F est bijective, alors f−1 est linéaire.
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Démonstration. Soient y = f(x),y ′ = f(x ′) ∈ F et λ ∈ K. Alors

f−1(y+ λy ′) = f−1(f(x) + λf(x ′))
f lin
= f−1(f(x+ λx ′)) = x+ λx ′ = f−1(y) + λf−1(y ′).

Définition 2.1.24. Une application linéaire bijective est appelé isomorphisme (linéaire
ou d’espaces vectoriels) et on note E ≃ F. On dit que E et F sont isomorphes.

Exemple 2.1.25. On a montré, dans 1.4.37 que φF est un isomorphisme si, et seulement
si, F est une base. Ainsi, un espace vectoriel est de dimension finie si, et seulement si,
il existe un n ∈ N tel que V ≃ Kn.

Exemple 2.1.26. La composition de deux isomorphismes est un isomorphisme (car la
composition de deux applications linéaire est linéaire et la composition de deux bijec-
tions est bijective).

Exemple 2.1.27. Si f : E→ F est un isomorphisme alors pour tout u = f(x), v = f(y) ∈ F

et λ ∈ K, on a :

u+ v = f(x) + f(y) = f(x+ y) = f(f−1(u) + f−1(v)) =

et
λu = λf(x) = f(λx) = f(λf−1(u))

et donc les opérations de F coïncident avec celles obtenues par transport de structure
(cf. 1.2.11) de celle de E par f.

Réciproquement, si f est une bijection alors c’est un isomorphisme entre E et F où la
structure d’espace vectoriel de F est décrite par transport de la structure de E.

Définition 2.1.28. Un isomorphisme de E dans lui-même est un automorphisme. L’en-
semble des automorphismes de E forme un groupe pour la composition, noté GL(E)
(ou Aut(E)).

Proposition 2.1.29.

1. L’image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire f : E → F est un sous-
espace vectoriel de F.

2. L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel est aussi un sous-espace vectoriel de E.

3. si f est injective alors l’image d’une famille libre est libre.

4. si f est surjective alors l’image d’une famille génératrice de E est génératrice de F.

5. si f est bijective alors l’image d’une base de E est une base de F.

Démonstration. Soit f : E→ F une application linéaire.
1) Soit G un sous-espace vectoriel de E. Montrons que f(G) est un sous-espace vec-

toriel de F :
— 0 ∈ G car c’est un sous-espace vectoriel de E et donc comme f(0) = 0 alors

0 ∈ f(G).
— Soient y = f(x),y ′ = f(x ′) ∈ f(G) et λ ∈ K. Alors

y+ λy ′ = f(x) + λf(x ′)
f lin
= f(x+ λx ′) ∈ f(G)

car G étant un sous-espace vectoriel, x+ λx ′ ∈ G.
2) Soit H un sous-espace vectoriel de F. Montrons que f−1(H) est un sous-espace

vectoriel de E.
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— Comme 0H = f(0G) ∈ H (car H est un sous-espace vectoriel de F) alors 0G ∈
f−1(H) ;

— Soient x, x ′ ∈ f−1(H) et λ ∈ K. Alors

f(x+ λx ′) = f(x)︸︷︷︸
∈H

+λ f(x ′)︸ ︷︷ ︸
∈H

∈ H

car H est un sous-espace vectoriel de F donc x+ λx ′ ∈ f−1(H).
3) Soit L = (ei)i∈I une famille libre. Montrons que f(L) := (f(ei))i∈I est une famille

libre. Soit (λi)i∈I ∈ K(I) tel que ∑
i∈I

λif(ei) = 0.

Alors, par linéarité et 2.1.14,

0 = f

(∑
i∈I

λiei

)
.

Comme f est injective et f(0) = 0 alors∑
i∈I

λiei = 0.

Comme la famille (ei)i∈I est libre alors λi = 0 pour tout i. On en déduit donc f(L) est
une famille libre.

4)Soit G = (ei)i∈I une famille génératrice de E. Montrons que f(G) := (f(ei))i∈I est
une famille génératrice de F.
Soit y ∈ F. Alors par surjectivité de f, on peut choisir un x ∈ E tel que y = f(x). Comme
G est une famille génératrice de E alors on peut aussi une famille à support fini (λi)i∈I
tel que

x =
∑
i∈I

λiei

et donc, par linérité et 2.1.14,

y = f(x) =
∑
i∈I

λif(ei).

5) Cela vient des deux cas précédents.

Remarque 2.1.30. L’espace des solutions d’un système linéaire homogène
v11λ1 + . . .+ v1pλp = 0
...
vn1λ1 + . . .+ vnpλp = 0

est l’image réciproque de (0, . . . , 0) l’application linéaire de l’application linéaire f : Kp →
Kn définie par

f(x1, . . . , xp) := (v11λ1 + . . .+ v1pλp, . . . , vn1λ1 + . . .+ vnpλp)

Définition 2.1.31. L’image d’une application linéaire f : E → F est l’espace vectoriel
im(f) := f(E) ⊂ F.

Remarque 2.1.32. Soit f : E → F une application linéaire. Alors elle se corestreint en une
application linéaire surjective f : E → im(f) et donc par 2.1.29, si G = (ei)i∈I est une
famille génératrice de E alors la famille (f(ei))i∈I est une famille génératrice de im(f).
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Définition 2.1.33. Le noyau d’une application linéaire f est l’espace vectoriel ker f :=

f−1(0) ⊂ E.

Remarque 2.1.34. Par 2.1.30, un système linéaire homogène est le noyau d’une fonction
linéaire. La réciproque est vraie en dimension finie (cf. 2.1.36). Le cas de la dimension
infinie est (beaucoup) plus difficile (on pourra consulter un cours sur les équations aux
dérivées partielles pour se donner une idée).

Proposition 2.1.35. Une application linéaire f : E → F est injective si, et seulement si,
ker f = {0}.

Démonstration. Si f est injective alors comme f(0) = 0, ker(f) = f−1(0) = {0}. Récipro-
quement, supposons ker(f) = 0. Soient x,y ∈ E tels que f(x) = f(y). Alors f(x− y) = 0

et donc x− y = 0 i.e. x = y.

Théorème 2.1.36. Soient E, F deux espaces vectoriels. Soient B = (ei)i∈I une base de E

et F = (vi)i∈I une famille d’éléments de F. Alors il existe une unique application linéaire
f : E→ F telle que

∀i ∈ I, f(ei) = vi.

Démonstration. Soit f : x =
∑

i∈I λiei ∈ E 7→ ∑i∈I λivi ∈ F. Cette fonction est linéaire
comme la composée φF ◦φ−1

B et pour tout i ∈ I, f(ei) = vi.
Cette fonction est unique car si on a deux fonctions f et g telles que

∀i ∈ I, f(ei) = vi = g(ei).

On en déduit donc que
∀i ∈ I, (f− g)(ei) = 0.

Pour tout x =
∑

i∈I λiei, on a, par 2.1.14,

(g− f)(x) = (g− f)

(∑
i∈I

λiei

)
=
∑
i∈I

λi(g− f) (ei) =
∑
i∈I

λi0 = 0

On a donc g− f = 0 i.e. g = f.

Autrement dit, une application linéaire f : E→ F est entièrement déterminée par les
valeurs prises sur une base de E.
Remarque 2.1.37. — Si L = (ei)i∈I est une famille libre non génératrice de E et

(vi)i∈I est une famille de F, la condition

∀i ∈ I, f(ei) = vi

définit toujours au moins une application linéaire mais il n’y a plus unicité (Les
applications K2 → K, (x,y) 7→ x et (x,y) 7→ x + y vérifient toutes les deux
f(1, 0) = 1). En effet, par le théorème de la base incomplète, on peut compléter
L en une base B = (ej)j∈J de E. Pour n’importe quel choix de (vj)j∈J\I, il existe
une unique fonction E→ F telle que

∀j ∈ J, f(ei) = vi.

— Soient G = (ei)i∈I une famille liée génératrice de E et (vi)i∈I est une famille
de F. Par le théorème de la base incomplète, on peut extraire de G une base
B = (ej)j∈J. Ainsi, il existe une unique fonction E→ F telle que

∀j ∈ J, f(ej) = vj.

Il faut ensuite vérifier les autres égalités pour i ∈ I \ J : si, pour tout i ∈ I,
f(ei) = vi alors on a l’existence et l’unicité de la fonction f vérifiant les conditions
et sinon, les conditions f(ei) = vi, i ∈ I sont contradictoires.
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Corollaire 2.1.38. Soit B = (ei)i∈I une base de E et F un espace vectoriel. Alors la fonction
ΦB : F(I, F)→L(E, F) définie par

ΦB(f) := x =
∑
i∈I

λiei ∈ E 7→∑
i∈I

λif(i) ∈ F

est un isomorphisme.

Démonstration. Cette fonction ΦB est bien définie grâce à la partie existence du théo-
rème 2.1.36 (on prend vi := f(i)).
Elle est linéaire : pour f,g : I→ K et µ ∈ K, on a :

∀x =
∑
i∈I

λiei ∈ E,ΦB(f+ µg)(x) =
∑
i∈I

λi(f+ µg)(i) =
∑
i∈I

λif(i) + µ
∑
i∈I

λig(i)

= ΦB(f)(x) + µΦB(g)(x).

et donc ΦB(f+ µg) = ΦB(f) + µΦB(g).
Elle est injective grâce à l’unicité du théorème 2.1.36. Montrons maintenant qu’elle est
surjective. Soit f : E → F une application linéaire. Alors f = ΦB((f(ei))i∈I) (par la
partie unicité du théorème 2.1.36 de l’application linéaire envoyant ei sur f(ei) pour
tout i ∈ I).

Corollaire 2.1.39. Si E est un espace vectoriel alors L(K,E) est isomorphe à E

Démonstration. Par 2.1.38, L(K,E) est isomorphe à F({1}, K) = K (car (1) est une base
de K).

Corollaire 2.1.40. Soit F un espace vectoriel et I un ensemble. Alors L(K(I), F) est isomorphe
à FI.

Démonstration. L’exemple 1.4.33 exhibe une base (ei)i∈I de K(I). Le corollaire 2.1.38
entraîne que L(K(I), F) est isomorphe à F(I, F) = FI.

Exercices

Exercice 38. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Justifier votre réponse.
Lorsqu’elles le sont, déterminer leur noyau et image.

1. R→ R, x 7→ x3

2. R2 → R2, (x,y) 7→ (2x+ 3y, x)

3. R2 → R2, (x,y) 7→ (x− y, xy)

4. (*) RR → RR, f 7→ (x 7→ f(x2))

5. K≤2[X]→ K≤2[X], P 7→ XP ′ − 2P

6. K≤3[X]→ K≤3[X], P 7→ P ′P ′′ − P

Exercice 39. Soit E un espace vectoriel. Montrer que

1. une application linéaire f : E→ K est soit surjective, soit nulle.

2. une application linéaire f : K→ E est soit injective, soit nulle.

Exercice 40. (*) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

1. Montrer que f est une homothétie (c’est-à-dire il existe λ ∈ R tel que f = λ idE)
si et seulement si pour tout v ∈ E, f(v) est colinéaire à v.

2. Montrer que f est une homothétie si, et seulement si, pour tout u ∈ L(E), f ◦u =

u ◦ f.
Indication : Pour x ∈ E, on pourra supposer, par l’absurde, que x et f(x) ne sont pas

colinéaires et obtenir une contradiction avec une application linéaire u définie sur une
base de E bien choisie.
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Exercice 41. On note (e1, e2, e3) la base canonique de R3. Pour chacun des trois cas
ci-dessous, existe-t-il un endomorphisme g ∈ End(R3) qui vérifie les conditions impo-
sées ?

1. g(e1) = e2 + e3, g(e2) = e1, g(e3) = e2 − e3.

2. g(e1 + e2) = e3, g(e2 + e3) = e1, g(e3 − e1) = e2.

3. g(e1 + e2) = e3, g(e3) = e2 − e3.

Dans chacun des cas, si l’application g existe, est-elle unique ? Si “oui”, calculer
g(x1, x2, x3). Si “non”, donner plusieurs exemples.

Exercice 42. Soient E = R4, F = R5, (e1, . . . , e4) la base canonique de R4, (e ′1, . . . , e ′5)
la base canonique de R5. Construire, si cela est possible, des applications linéaires
ϕ : E→ F telles que :

1. im(ϕ) = {0} ;
2. im(ϕ) = Vect(e ′2) ;
3. im(ϕ) = F ;
4. ker(ϕ) = Vect(e2 + e3, e4) ;

5. im(ϕ) = Vect(e ′2, e ′3) ;

6. ker(ϕ) = Vect(e2 + e3, e4) et im(ϕ) =

Vect(e ′2, e ′3).

Exercice 43. Soient E, F et G trois espaces vectoriels. Soient f ∈ L(E, F) et g ∈ L(F,G).
Montrer que

1. ker(g ◦ f) = f−1(ker(g)) ;
2. ker(f) ⊂ ker(g ◦ f) ;
3. im(g ◦ f) ⊂ im(g) ;
4. im(g ◦ f) = g(im(f)) ;

5. ker(g ◦ f) = ker(f) ⇔ ker(g) ∩ im(f) =

{0} ;

6. im(g ◦ f) = im(g) ⇔ ker(g) + im(f) =

F.

2.1.2 Exemples d’applications linéaires : les projections et les symé-
tries

Définition 2.1.41. Un projecteur est un endomorphisme p ∈ L(E) tel que p ◦ p = p.

Exemple 2.1.42. L’application p : (x,y) ∈ R2 7→ R2, (x,y) 7→ (x, 0) est un projecteur. En
effet, pour tout (x,y) ∈ R2,

p ◦ p(x,y) = p(x, 0) = (x, 0) = p(x,y).

Proposition 2.1.43. Si p est un projecteur, alors E = kerp⊕ imp. Réciproquement si E =

F⊕G alors l’application π : E→ E définie par

∀u = x+ y ∈ F⊕G = E,π(u) = x

est un projecteur d’image F et de noyau G.

Démonstration. Soit p un projecteur. Alors, pour tout x ∈ E,

x = (x− p(x)) + p(x)

et p(x) ∈ im(p) et x− p(x) ∈ ker(p) car

p(x− p(x)) = p(x) − p(p(x))
p proj
= p(x) − p(x) = 0
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On en déduit donc que E = ker(p) + im(p). Montrons que cette somme est directe :
soit y ∈ ker(p) ∩ im(p) i.e. p(y) = 0 et il existe x ∈ E tel que y = p(x). On en déduit
donc que

0 = p(y) = p(p(x)) = p(x) = y.

Et donc ker(p)∩ im(p) = {0}.
Si E = F⊕ G, l’application π : u = x + y ∈ E 7→ x ∈ E est bien une application

linéaire de noyau G (π(u) = 0 si, et seulement si, u = x ∈ F) et d’image F (u(E) ⊂ F par
construction et si x ∈ F alors u(x) = x). De plus, c’est un projecteur car

∀u = x+ y ∈ E,π ◦ π(x+ y) = π(x) = π(x+ 0) = x = π(x+ y).

Remarque 2.1.44. On dit que p est le projecteur sur im(p) parallèlement à kerp.

Construction 2.1.45. Supposons E = Kp et E = F⊕G où F est décrit par les équations
a11x1 + . . .+ a1pxp = 0
...
an1x1 + . . .+ anpxp = 0

et G = Vect(e1 := (e11, . . . , e1,p), . . . , en−p := (en−p,1, . . . , en−p,p)). Alors, par définition
de somme directe, pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ E, il existe une unique famille (λ1, . . . , λn−p)

telle que (
x1 −

n−p∑
i=1

λiei1, . . . , xp −

n−p∑
i=1

λieip

)
est solution du système de F. On doit donc résoudre le système

a11

(
x1 −

∑n−p
i=1 λiei,1

)
+ . . .+ a1p

(
xp −

∑n−p
i=1 λiei,p

)
= 0

...

an1

(
x1 −

∑n−p
i=1 λiei,1

)
+ . . .+ anp

(
xp −

∑n−p
i=1 λiei,p

)
= 0

d’inconnues λi, que l’on peut réécrire
(∑p

j=1 a1je1j

)
λ1 + . . .+

(∑p
j=1 a1jen−p,j

)
λn−p =

∑p
j=1 a1jxj

...(∑p
j=1 anje1j

)
λ1 + . . .+

(∑p
j=1 anjen−p,j

)
λn−p =

∑p
j=1 anjxj

La famille de solutions (λ1, . . . , λn−p) permet de déterminer les deux projection associées à la
somme directe F⊕G.

Exemple 2.1.46. Prenons E = R2, G = Vect(1, 1) et F = {(x,y) ∈ R2 | x+y = 0}. Soit λ ∈
R et x = (x1, x2) ∈ R2. Le vecteur x− λ(1, 1) ∈ F si, et seulement si, x1 − λ+ x2 − λ = 0

i.e. si, et seulement si, λ = x1+x2
2 . On en déduit donc la décomposition de x pour la

somme directe F⊕G suivante :

x =

(
x1 − x2

2
,
−x1 + x2

2

)
+

x1 + x2
2

(1, 1).

On en déduit les deux projecteurs associés.
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Proposition 2.1.47. Soient E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires. L’application linéaire p est le projecteur sur G parallèlement à F si, et seulement si,
q := Id − p est le projecteur sur F parallèlement à G.

Démonstration. Supposons que p est le projecteur sur G parallèlement à F. Alors

q ◦q = (p− Id) ◦ (p− Id) = p ◦ p− Id ◦p−p ◦ Id+ Id ◦ Id = p−p−p+ Id = Id−p = q.

De plus, si y ∈ im(q) alors il existe x ∈ E tel que y = q(x) = x− p(x) et donc p(y) =

p(x− p(x)) = 0 i.e. y ∈ ker(p). Réciproquement, si y ∈ ker(p) alors p(y) = 0 et donc
y = q(y) + p(y) = q(y) ∈ im(q). D’où ker(p) = im(q) En remarquant que p = Id − q,
on montre que im(p) = ker(q) et que si q est un projecteur alors p aussi.

Remarque 2.1.48. Si E = F⊕G et p est le projecteur sur F parallèlement à G et q est le
projecteur sur G parallèlement à F alors

∀x ∈ E, x = p(x) + q(x)

Pour la fin de cette sous-section, on supposera 2 ̸= 0 dans K (par exemple, K ̸=
Z/2Z).

Définition 2.1.49. Une symétrie vectorielle est un endomorphisme s de E tel que s ◦ s =
Id.

Remarque 2.1.50. Une symétrie vectorielle est un isomorphisme d’inverse lui-même.

Exemple 2.1.51. La symétrie axiale dans R2 par rapport à la droite y = x i.e. la fonction
R2 → R2 définie par (x,y) 7→ (y, x) est une symétrie vectorielle.

Exemple 2.1.52. L’endomorphisme s : F(R, R)→ F(R, R) définie par

s(f) := x ∈ R 7→ f(−x)

est une symétrie vectorielle.

Proposition 2.1.53. L’application linéaire p est un projecteur si et seulement si s := 2p− Id
est une symétrie.

Démonstration. Si p est un projecteur alors

s ◦ s = (2p− Id) ◦ (2p− Id) = 4p ◦ p− Id ◦ 2p− 2p ◦ id + Id = 4p− 2p− 2p+ Id = Id.

Réciproquement, si s = 2p− Id est une symétrie alors

4p ◦ p = (2p) ◦ (2p) = (s+ Id) ◦ (s+ Id) = s ◦ s+ 2s+ Id = 2(s+ id) = 4p

Comme 4 = 22 est inversible alors p ◦ p = p.

Corollaire 2.1.54. Si s est une symétrie vectorielle, alors E = ker(s − Id) ⊕ ker(s + Id).
Réciproquement si E = F⊕G alors l’application σ : E→ E définie par

∀u = x+ y ∈ F⊕G = E,σ(u) = x− y

est une symétrie vectorielle vérifiant ker(σ− Id) = F et ker(σ+ Id) = G
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Démonstration. Pour x ∈ E, on a :

x =
1

2
(s(x) + x) +

1

2
(x− s(x)).

Comme 1
2 (s(x) + x) ∈ ker(s− Id) :

(s− Id)
(
1

2
(s(x) + x)

)
=

1

2
(s− Id) (s(x) + x) =

1

2
(s ◦ s(x) + s(x) − s(x) − x)

s sym
=

1

2
(x− x) = 0

et 1
2 (x− s(x)) ∈ ker(s+ Id) :

(s+ Id)
(
1

2
(x− s(x))

)
=

1

2
(s+ Id) (x− s(x)) =

1

2
(s(x) − s ◦ s(x) + s(x) + x− s(x))

s sym
=

1

2
(x− x) = 0

alors E = ker(s − Id) + ker(s + Id). Montrons que cette somme est directe : soit x ∈
ker(s − Id) ∩ ker(s + Id) i.e. s(x) − x = 0 et s(x) + x = 0. En soustrayant la première
égalité à la deuxième, on obtient 2x = 0 et comme 2 est non-nul alors x = 0.
Soit E = F⊕G. La fonction σ : x+ y ∈ E 7→ x− y est linéaire,

∀u = x+ y ∈ E,σ ◦ σ(u) = σ(x− y) = x+ y = u

et comme σ− id : u = x+y ∈ E 7→ σ(u)−u = x−y−x−y = −2y et σ− id : u = x+y ∈
E 7→ σ(u) + u = x− y+ x+ y = 2x alors et que 2 est non-nul alors ker(σ− Id) = F et
ker(σ+ Id) = G

Exemple 2.1.55. On reprend l’exemple 2.1.52 : l’espace F(R, R) s’écrit comme une
somme directe ker(s− id)⊕ker(s+ id). On peut décrire les espaces ker(s− id) et ker(s+
id) d’une façon différente :

ker(s− id) = {f : R→ R | s(f) = f} = {f : R→ R | ∀x ∈ R, f(−x) = f(x)} = {f : R→ R paire}

et

ker(s+ id) = {f : R→ R | s(f) = −f} = {f : R→ R | ∀x ∈ R, f(−x) = −f(x)} = {f : R→ R impaire}

On retrouve à nouveau la décomposition d’une fonction comme une somme d’une
fonction paire et une fonction impaire.

2.1.2.1 Exercices

Exercice 44. Dans R3, soit D = Vect((1, 2, 3)) et soit H le plan d’équation 3x+y−2z = 0.

1. Vérifier que R3 = H⊕D.

2. Déterminer les expressions analytiques de p la projection sur H de direction D,
et de s la symétrie par rapport à H de direction D.

Exercice 45. On considère l’endomorphisme p : R3 → R3 défini par

∀(x,y, z) ∈ R3,p(x,y, z) := (4x+ y+ 7z, 30x+ 11y+ 70z,−6x− 2y− 13z)

1. Monter que p est une projection vectorielle.



2.1. APPLICATIONS LINÉAIRES 51

2. Pour v1 = (1,−3, 0) et v2 = (2, 1,−1), calculer p(v1) et p(v2). Calculer aussi
ker(p). Si v3 est un générateur de ker(p) dont les coordonnées dans la base
canonique sont des entiers premiers entre eux, montrer que B = (v1, v2, v3) est
une base de R3.

Exercice 46. On considère l’endomorphisme s : R3 → R3 défini par

∀(x1, x2, x3) ∈ R3, s(x1, x2, x3) := (−3x1 + 2x2 + 2x3, 4x1 − x2 − 2x3,−8x1 + 4x2 + 5x3).

1. Montrer que s est une symétrie vectorielle.

2. Déterminer le noyau et l’image de s.

Exercice 47. (*)

1. Soit f : R → R une application Q-linéaire. Montrer que ker(f) coïncide avec
l’ensemble des périodes de f c’est-à-dire

ker(f) = {T ∈ R | ∀x ∈ R, f(x+ T) = f(x)}.

2. Montrer que la fonction identité x ∈ R 7→ x ∈ R ne peut pas s’écrire comme une
somme de deux fonctions continues périodiques.

3. Montrer que la fonction identité x ∈ R 7→ x ∈ R s’écrit comme une somme de
deux fonctions périodiques.

Indication : utiliser la question 1 et la caractérisation de projecteur

2.1.3 Applications linéaires en dimension finie

Proposition 2.1.56. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et F sont
isomorphes si, et seulement si, ils ont la même dimension.

Démonstration. S’il existe un isomorphisme φ : E→ F alors, par 2.1.29, toute base B de
E est envoyé sur une base de F. On en déduit donc que

dim(E) = Card(B) = Card(φ(B)) = dim(F).

Réciproquement, supposons que E et F ont la même dimension. Soient B une base de
E et C une base de F. Comme φB : Kn → E et φC : Kn → F sont des isomorphismes
(cf. 2.1.25) alors φC ◦φ−1

B : E→ F est aussi un isomorphisme.

Corollaire 2.1.57. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel
Alors si F et E sont isomorphes alors E = F.

Démonstration. Par 2.1.56, E et F sont isomorphes si, et seulement si, dim(E) = dim(F).
Comme on sait que F est un sous-espace vectoriel de E alors par 1.6.11, E = F.

Remarque 2.1.58. C’est faux en dimension infinie. C’est le même exemple que pour
1.6.15. Les espaces vectoriels K[X] et Vect({Xn+1,n ∈ N}) ⊂ K[X] sont isomorphes avec
l’isomorphisme P 7→ XP mais sont distincts.

Définition 2.1.59. Le rang d’une application linéaire f est rg(f) = dim(im(f)).

Théorème 2.1.60 (Théorème du rang). Soit f ∈ L(E, F) avec E de dimension finie. Alors :

dimE = rg(f) + dim(ker f).

Démonstration.
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— Supposons que f est injective. Soit B = (e1, . . . , en, ) une base de E. Alors,
comme f est injective et que B est une famille libre, f(B) est une famille libre.
Elle est aussi génératrice de im(g) (par 2.1.32). C’est donc une base de im(g). De
ce fait,

rg(f) + dim(ker(f)) = dim(im(f)) + 0 = Card(f(B)) = Card(B) = dim(E).

— Supposons que f n’est pas injective. Soit (e1, . . . , ep) une base de ker(f) (p est
la dimension de ker(f)). On peut compléter cette famille en une base B :=

(e1, . . . , en) de E par 1.4.38. Alors f(B) = (f(e1), . . . , f(en)) est une famille gé-
nératrice de im(f). Comme f(ei) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . ,p}, f(ei) = 0 alors la
famille (f(ep+1), . . . , f(en)) est une famille génératrice de E. Montrons que cette
famille est libre :
Soient λp+1, . . . , λn ∈ K tels que

λp+1f(ep+1) + . . .+ λnf(en) = 0

Alors
f(λp+1ep+1 + . . .+ λnen) = 0

On en déduit donc que λp+1ep+1 + . . .+ λnen ∈ ker(f) et donc s’écrit (de façon
unique) comme une combinaison linéaire de e1, . . . , ep :

λp+1ep+1 + . . .+ λnen = λ1e1 + . . .+ λpep

avec λi ∈ K. Comme (e1, . . . , en) est une famille libre alors λ1 = . . . = λn = 0.
On en déduit donc que (f(ep+1), . . . , f(en)) est libre et est donc une base de E.
En conclusion,

dim(E) = n = (n− p) + p = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = rg(f) + dim(ker(f)).

Remarque 2.1.61. On peut avoir un énoncé moins précis si E est de dimension infinie :
si f est linéaire alors dim(ker(f)) ou (inclusif) rg(f) est infini.

Corollaire 2.1.62. Si E est un espace vectoriel de dimension finie et f : E → F est une appli-
cation linéaire alors rg(f) = dim(im(f)) ≤ dim(E). En particulier, im(f) est de dimension
finie.

Démonstration. On utilise le théorème du rang (théorème 2.1.60) et on remarque que
dim(ker(f)) ≥ 0.

Corollaire 2.1.63. Si E, F sont des espaces vectoriels de dimension finie et f ∈ L(E, F), alors :
— f injective⇔ rg(f) = dimE,
— f surjective⇔ rg(f) = dim F.

Si dimE = dim F, les trois propriétés sont équivalentes : injective, surjective, bijective.

Démonstration. 1) Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

— f est injective ;
— ker(f) = {0} (cf. 2.1.35) ;
— dim(ker(f)) = 0 ;
— rg(f) = dim(E) (cf. 2.1.60 : rg(f) = dim(E) − dim(ker(f))).
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2) Si f est surjective alors im(f) = F et donc rg(f) = dim(im(f)) = dim(F). Récipro-
quement, si rg(f) = dim(F) alors im(f) est un sous-espace vectoriel de F de dimension
dim(F) i.e. im(f) = F (cf. 1.6.11) et donc f est surjective.

Si dim(E) = dim(F) alors les deux points de l’énoncé nous dit que f est injectif si, et
seulement si, f est surjectif et donc si, et seulement si, f est bijectif.

Corollaire 2.1.64. Pour f ∈ L(E) avec E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— f injective,
— f surjective,
— f bijective.

Démonstration. On applique le résultat précédent avec E = F.

Remarque 2.1.65. L’application linéaire K[X] → K[X],P 7→ XP est injectif mais pas sur-
jectif.

Proposition 2.1.66. Si E et F sont de dimensions finies, alors dimL(E, F) = dimE · dim F.

Démonstration. Soient (e1, . . . , en) une base de E et (f1, . . . , fp) une base de F. Soit
(uij)1≤i≤n,1≤j≤p la famille d’applications E→ F définies par :

∀i ∈ {1, . . . ,n}, ∀j ∈ {1, . . . ,p}, ∀k ∈ {1, . . . ,n},uij(ek) :=

{
fj si i = k

0 sinon

i.e. pour tout i ∈ {1, . . . ,n}, ∀j ∈ {1, . . . ,p},

∀x =

n∑
k=1

µkek ∈ E,uij(x) = µifj.

Cette famille est libre : soit (λij) une famille de coefficients tels que

n∑
i=1

p∑
j=1

λijuij = 0.

Pour tout k ∈ {1, . . . ,n}, on a donc

0 =

n∑
i=1

p∑
j=1

λijuij(ek) =

p∑
j=1

λkjvj.

Comme la famille (vj) est libre alors les λkj sont nuls pour 1 ≤ j ≤ p et comme cela est
vrai pour tout k, tous les λij sont nuls.

Cette famille est génératrice de L(E, F) : soit g : E→ F une application linéaire. Soit
(λij)1≤i≤n,1≤j≤p la famille de coefficients définie par

∀i ∈ {1, . . . ,n},g(ei) =:
p∑

j=1

λijfj.

Alors

∀x =

n∑
i=1

µiei ∈ E,g(x) =
n∑

i=1

µig(ei) =

n∑
i=1

µi

p∑
j=1

λijfj

=

n∑
i=1

p∑
j=1

λijµifj =

n∑
i=1

p∑
j=1

λijuij(x).
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Remarque 2.1.67. Pour démontrer ce résultat, on peut aussi utiliser le corollaire 2.1.38 :

L(E, F) ≃ F({1, . . . , dim(E)}, F) = Fdim(E)

On a donc dim(L(E, F)) = dim(Fdim(E))
1.6.7
= dim(E)dim(F).

Définition 2.1.68. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. On
appelle la base (e∗i : x =

∑n
i=1 xiei 7→ xi ∈ K) de E∗ = L(E, K) base duale de B. On la

note B∗.

Exemple 2.1.69. Si E est un espace vectoriel de dimension infinie et (ei)i∈I est une base
de I alors la famille (e∗i : x =

∑
i∈I xiei 7→ xi) est une famille libre mais n’est pas

génératrice de f. En effet,

Vect(e∗i , i ∈ I) = {u ∈ E∗ | Card({i ∈ I | u(ei) ̸= 0} <∞}

Par exemple, l’application
∑

x∈I λiei 7→∑i∈I λi (i.e. qui envoie ei sur 1 pour tout i ∈ I)
est une forme linéaire qui n’est pas dans Vect(e∗i , i ∈ I).
Si E = K(I) alors E∗ = KI ⊋ K(I) = Vect(e∗i , i ∈ I)

Définition 2.1.70. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On
appelle annulateur de F le sous-ensemble

F◦ := {ω ∈ E∗ | ∀x ∈ F,ω(x) = 0}.

Proposition 2.1.71. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F◦ est
un espace vectoriel. Si E est de dimension finie alors F◦ est de dimension dim(E) − dim(F).

Démonstration. Comme F◦ =
⋂

x∈F ker(evx) alors c’est un espace vectoriel (par 2.1.19 et
1.3.13).

Soit BF = (e1, . . . , ep) une base de F. Alors

F◦ = {ω ∈ E∗ | ∀i ∈ {1, . . . ,p},ω(ei) = 0}.

En effet, l’inclusion F◦ ⊂ {ω ∈ E∗ | ∀i ∈ {1, . . . ,p},ω(ei) = 0} vient du fait ei ∈ F pour
tout i. Réciproquement, si ω ∈ {ω ∈ E∗ | ∀i ∈ {1, . . . ,p},ω(ei) = 0} alors pour tout
x =
∑p

i=1 λiei alors

ω(x) =

p∑
i=1

λiω(ei) = 0

On complète la famille BF en une base B = (e1, . . . , en) de E. Considérons la base duale
(e∗1, . . . , e∗n) de E∗ et montrons que (e∗p+1, . . . , e∗n) est une base de F◦ ce qui permettra
de conclure. C’est effectivement une famille de F◦ car

∀i ∈ {p+ 1, . . . ,n}, ∀j ∈ {1, . . . ,p}, e∗i(ej) = 0.

C’est une famille libre comme sous-famille d’une famille libre. Il ne reste plus qu’à
montrer qu’elle est génératrice de F◦.

Soit ω ∈ F◦. Soit x =
∑n

i=1 λiei. Comme xi ∈ F pour 1 ≤ i ≤ p alors

ω(x) =

n∑
i=1

λiω(ei) =

n∑
i=p+1

λiω(ei) =

n∑
i=1

ω(ei)e
∗
i(x)

i.e. ω s’écrit comme une combinaison linéaire des e∗i pour p+ 1 ≤ i ≤ n. On en déduit
donc que (e∗i)p+1≤i≤n est une famille génératrice de F◦ et c’en est donc une base.
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Proposition 2.1.72. Soit f : E→ F une application linéaire. Alors im(f)◦ = ker(f⊤).

Démonstration. On a les égalités :

im(f)◦ = {ω | ∀y ∈ im(f),ω(y) = 0}

= {ω | ∀x ∈ E,ω(f(x)) = 0}

= {ω | ∀x ∈ E, f⊤ω(x) = 0}

= {ω | f⊤ω = 0} = ker(f⊤)

2.1.3.1 Exercices

Exercice 48. Soit F le sous-espace vectoriel de R4 défini par

{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

2x1 − x2 + 3x3 + x4 = 0.
1. Donner une base de F.
2. Trouver deux applications linéaires distinctes de R4 dans R5 ayant F comme

noyau. Quelles sont leurs matrices associées ?
3. Existe-t-il une forme linéaire sur R4 ayant F comme noyau ?

Exercice 49. 1. Une application f : R2 → R3 peut-elle être surjective ? Une applica-
tion f : R4 → R3 peut-elle être surjective ? Donner un argument si “non" et un
exemple si “oui".

2. Une application f : R2 → R3 peut-elle être injective ? Une application f : R4 →
R3 peut-elle être injective ? Donner un argument si “non" et un exemple si “oui".

3. Donner un critère de non-injectivité et de non-surjectivité d’une application li-
néaire E→ F à partir des dimensions de E et F.

Exercice 50. Soit n ∈ N. Soient x0, . . . , xn ∈ K des éléments distincts.
1. Montrer que la fonction Φ : K≤n[X]→ Kn+1 définie par

∀P ∈ K≤n[X],Φ(P) := (P(x0), . . . ,P(xn))

est un isomorphisme.
2. Si n = 2, déterminer l’application linéaire inverse Φ−1 et trouver l’ensemble des

polynômes P de degré inférieur à 2 tels que
P(x0) = y0

P(x1) = y1

P(x2) = y2

pour (y0,y1,y2) fixé.
Indication : Pour déterminer Φ−1, on pourra donner sa valeur en des éléments d’une

base de Kn+1

3. (*) Faire de même pour n ∈ N quelconque.

Exercice 51. (*) Soit E un espace vectoriel. Rappelons que E∗ est l’espace vectoriel des
formes linéaires E→ K. Notons E∗∗ l’espace vectoriel (E∗)∗.

1. Montrer que la fonction Φ : E→ E∗∗ définie par

∀x ∈ E,Φ(x) := (u ∈ E∗ 7→ u(x) ∈ K) ∈ E∗∗

est une application linéaire injective. Indication : pour l’injectivité, on pourra choisir
une base de E

2. Montrer que si E est de dimension finie alors Φ est un isomorphisme.
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2.2 Calcul Matriciel

2.2.1 Généralités

Soient E un espace vectoriel de dimension p et F un espace vectoriel de dimension n.
On a vu dans la démonstration de 2.1.66 que la donnée d’une base B = (ei)1≤i≤p de E

et d’une base C de F permet de réduire la donnée d’une application E→ F à la famille
des coordonnées (dans K) des f(ei) dans la base C. Une matrice est une représentation
de cette famille.

Définition 2.2.1. Une matrice de taille n× p sur K (avec n,p ∈ N \ {0}) est une famille
(mij)1≤i≤n,1≤j≤p d’éléments de K. On note Mn,p(K) l’ensemble des matrices de taille
n×p sur K. Si n = p alors on dit que la matrice est carrée et on note Mn(K) = Mn,n(K)

Notation 2.2.2. On notera aussi la matrice (mij)1≤i≤n,1≤j≤p de la façon suivante :m11 . . . m1p
...

. . .
...

mn1 . . . mnp


Remarque 2.2.3. On peut remarquer que Mn,p(K) = F({1, . . . ,n}× {1, . . . ,p}, K).

Proposition 2.2.4. L’espace Mn,p(K) muni de l’addition

(mij)1≤i≤n,1≤j≤p + (nij)1≤i≤n,1≤j≤p := (mij +nij)1≤i≤n,1≤j≤p

et de la loi de composition externe

λ · (mij)1≤i≤n,1≤j≤p := (λmij)1≤i≤n,1≤j≤p

est un K-espace vectoriel de dimension np et dont une base est donnée par les Eij dont les
coefficients sont tous nuls sauf en (i, j) où il vaut 1.

Démonstration. Cela vient de l’égalité Mn,p(K) = F({1, . . . ,n}× {1, . . . ,p}, K) et 1.2.8.
La base est donnée par 1.4.33.

On peut maintenant reprendre l’exemple du début de la sous-section

Définition 2.2.5. On appelle matrice associée à l’application linéaire f : E → F et aux
bases B = (ej)1≤j≤p et C = (fi)1≤i≤n la matrice Mat(f,B,C) ∈ Mn,p(K) définie par :

Mat(f,B,C) :=


f(e1) . . . f(ep)

f1 m11 . . . m1p
...

...
. . .

...
fn mn1 . . . mnp


où f(ej) =

∑n
i=1mijfi pour tout 1 ≤ j ≤ p.

Exemple 2.2.6. Soit f : R3 → R2 l’application linéaire définie par :

∀(x,y, z) ∈ R3, f(x,y, z) := (2x+ 3y+ z, x+ z).

Soient B = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) une base de R3 et C = ((1, 1), (0, 1)) une base de
R2. Alors 

f(e1) = (2, 1) = 2(1, 1) − (0, 1)
f(e2) = (3, 0) = 3(1, 1) − 3(0, 1)
f(e3) = (1, 1)

.

On en déduit que

Mat(f,B,C) =

(
2 3 1

−1 −3 0

)
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Proposition 2.2.7. Soient f,g : E → F deux applications linéaires, B une base de E, C une
base de F et λ ∈ K. Alors

Mat(f+ λg,B,C) = Mat(f,B,C) + λMat(g,B,C).

Autrement dit, la fonction Mat(·,B,C) : f ∈ L(E, F) 7→ Mat(f,B,C) ∈ Mn,p(K) est une
application linéaire.

Démonstration. Notons B = (ej)1≤j≤p et C = (fi)1≤i≤n. Notons Mat(f,B,C) = (mij)

et Mat(g,B,C) = (qij). On a donc, pour tout 1 ≤ j ≤ p,

f(ej) =

n∑
i=1

mijfi et g(ej) =
n∑

i=1

qijfi

et donc

(f+ λg)(ej) =

n∑
i=1

(mij + λqij)fi.

On a donc :

Mat(f+ λg,B,C) =

m11 + λq11 . . . m1p + λn1p
...

. . .
...

mn1 + λqn1 . . . mnp + λqnp



=

m11 . . . m1p
...

. . .
...

mn1 . . . mnp

+ λ

q11 . . . q1p
...

. . .
...

qn1 . . . qnp


= Mat(f,B,C) + λMat(g,B,C)

Proposition 2.2.8. L’application linéaire Mat(·,B,C) : L(E, F) →Mn,p(K) est un isomor-
phisme.

Démonstration. Comme L(E, F) et Mn,p(K) ont la même dimension alors il suffit de
montrer que cette application est injective (cf. 2.1.63). Soit f ∈ L(E, F) telle que Mat(f,B,C) =

0. Alors, pour tout 1 ≤ j ≤ p,

f(ej) =

n∑
i=1

0fi = 0

On en déduit donc que f = 0. On en déduit l’injectivité et donc la bijectivité de
Mat(·,B,C).

Définition 2.2.9. Soient A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p ∈ Mn,p(K) et B = (bij)1≤j≤p,1≤k≤q ∈
Mp,q(K). La matrice produit de A et B est la matrice (cik)1≤i≤n,1≤k≤q définie par

∀i ∈ [[1,n]], ∀k ∈ [[1,q]], ci,k =

p∑
j=1

aijbjk.

Cela définit une fonction Mn,p(K)×Mp,q(K)→Mn,q(K).

Remarque 2.2.10. On fera attention au fait que pour pouvoir multiplier deux matrices il
faut que le nombre de colonnes de A doit être égal au nombre de lignes de B.
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Remarque 2.2.11. Schématiquement, on peut décrire un produit de la façon suivante : b1j
...

...
...

bpj


 . . .

ai1 . . . aik . . . aip

. . .




...
. . .

∑p
j=1 aijbjk . . .

...


Avertissement 2.2.12. Cette façon schématique d’écrire le produit a toute sa place sur
le brouillon mais pas sur une copie d’examen où on écrira en une ligne AB = (cik)

(comme dans l’exemple ci-dessous).

Exemple 2.2.13.

(
2 3 4

1 5 2

)1 2

4 6

0 −1

 =

(
2× 1+ 3× 4+ 4× 0 2× 2+ 3× 6+ 4× (−1)

1× 1+ 5× 4+ 2× 0 1× 2+ 5× 6+ 2× (−1)

)
=

(
14 18

21 30

)
.

Remarque 2.2.14. Si A ∈ Mn,p(K) alors on peut définir une application linéaire LA : Mp,1(K)→
Mn,1(K) par

LA(X) := AX.

Alors A = Mat(LA, (Ei,1)1≤i≤p, (Ej,1)1≤j≤n) où les deux familles (Ei1) sont les bases
de Mp,1(K) et Mn,1(K) définies dans 2.2.4.

Définition 2.2.15. Soit A ∈ Mn,p(K).
— On appelle image de A l’image de LA i.e. im(A) := {Y ∈ Mn,1(K) | ∃X ∈

Mp,1(K), Y = AX}.
— On appelle noyau de A le noyau de LA i.e. ker(A) := {X ∈ Mp,1(K) | AX = 0}.

Proposition 2.2.16. Soient E, F,G trois espaces vectoriels de dimension finie, B une base de E,
C une base de F et D une base de G. Soient f : E→ F et g : F→ G deux applications linéaires.
Alors

Mat(g ◦ f,B,D) = Mat(g,C,D)Mat(f,B,C)

Démonstration. Notons B = (ej)1≤j≤p, C = (fi)1≤i≤n et D = (gk)1≤k≤r. Notons
Mat(f,B,C) = (mij)1≤i≤n,1≤j≤p et Mat(g,B,C) = (qki)1≤k≤r,1≤i≤n. On a donc,
pour tout 1 ≤ i ≤ p,

f(ej) =

n∑
i=1

mijfi

et tout 1 ≤ j ≤ n,

g(fi) =

r∑
k=1

qkigk.

Ainsi, pour tout 1 ≤ j ≤ p, on a :

g(f(ej)) = g

(
n∑

i=1

mijfi

)
=

n∑
j=1

mijg (fi) =

n∑
i=1

mij

r∑
k=1

qkigk

=

r∑
k=1

(
n∑

i=1

mijqki

)
gk
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On en déduit donc que

Mat(g ◦ f,B,D) =

(
n∑

i=1

qkimij

)
k,j

= (qki)k,i(mij)i,j = Mat(g,C,D)Mat(f,B,C)

On peut aussi décrire le produit avec le symbole de Kronecker.

Définition 2.2.17. Soient I un ensemble non-vide et i, j ∈ I. Le symbole de Kronecker
δij est défini comme suit :

δij =

{
1 si i = j

0 sinon.

Exemple 2.2.18. Les éléments de la base (Eij) de Mn,p(K) peuvent être décrits avec ce
symbole de Kronecker :

∀i ∈ [[1,n]], ∀j ∈ [[1,p]],Eij = (δikδjl)1≤k≤n,1≤l≤p.

Proposition 2.2.19. Le produit matriciel est l’unique fonction Mn,p(K)×Mp,q(K)→Mn,q(K)

telle que :

1. ∀(i, j) ∈ [[1,n]]× [[1,p]], ∀(k, l) ∈ [[1,p]]× [[1,q]],EijEkl = δjkEil ;

2. ∀A,B ∈ Mn,p(K), ∀C ∈ Mp,q(K), (A+ λB)C = AC+ λBC ;

3. ∀A ∈ Mn,p(K), ∀B,C ∈ Mp,q(K), A(B+ λC) = AB+ λAC ;

Démonstration. 1) Soient (i, j) ∈ [[1,n]]× [[1,p]], (k, l) ∈ [[1,p]]× [[1,q]]. Alors

EijEkl =

(
p∑

s=1

δirδjsδksδlt

)
r,t

=

(
δirδlt

p∑
s=1

δjsδks

)
r,t

.

Si j ̸= k alors
∑p

s=1 δjsδks = δjjδkj + δjkδkk = 2δjk = 0 et si j = k alors
∑p

s=1 δjsδjs =∑p
s=1 δjs = δjj = 1. On en déduit donc que

∑p
s=1 δjsδks = δjk et donc

EijEkl =
(
δirδltδjk

)
r,t = δjkEil.

2) Si A = (aij),B = (bij) ∈ Mn,p(K), C = (cjk) ∈ Mp,q(K) et λ ∈ K alors

(A+ λB)C = (aij + λbij)ij(cjk)jk =

∑
j

(aij + λbij)cjk


ik

=

∑
j

aijcjk + λ
∑
j

bijcjk


ik

=

∑
j

aijcjk


ik

+ λ

∑
j

bijcjk


= AC+ λBC.
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3) Si A = (aij) ∈ Mn,p(K), B = (bjk),C = (cjk) ∈ Mp,q(K) et λ ∈ K alors

A(B+ λC) = (aij)ij(bjk + λcjk)jk =

∑
j

aij(bjk + cjk)


ik

=

∑
j

aijbjk +
∑
j

aijcjk


ik

=

∑
j

aijbjk


ik

+

∑
j

aijcjk


ik

= AB+ λAC.

Soit F : Mn,p(K)×Mp,q(K)→Mn,q(K) une fonction qui vérifie les trois conditions
de la proposition : soient A = (aij) ∈ Mn,p(K), B = (bkl) ∈ Mp,q(K). Alors

F(A,B) = F

∑
ij

aijEij,
∑
kl

bklEkl

 2) 3)
=
∑
ij

∑
kl

aijbklF(Eij,Ekl)

1)
=
∑
ij

∑
kl

aijbklδjkEil =
∑
ij

∑
l

aijbjlEil

=
∑
il

∑
j

aijbjl

Eil = AB.

Remarque 2.2.20. On dit que le produit est une application bilinéaire.

Remarque 2.2.21. L’écriture λAB n’est donc pas ambiguë et désigne indifféremment
(λA)B ou λ(AB).

Proposition 2.2.22. Soient A ∈ Mn,p(K), B ∈ Mp,q(K) et C ∈ Mq,r(K). Alors

(AB)C = A(BC).

On écrira ce produit ABC ∈ Mn,r(K).

Démonstration. Soient A = (aij) ∈ Mn,p(K), B = (bjk) ∈ Mp,q(K) et C = (ckl) ∈
Mq,r(K). Alors

(AB)C =

∑
j

aijbjk


ik

(ckl)kl =

∑
k

∑
j

aijbjk

 ckl


il

=

∑
k

∑
j

aijbjkckl


il

=

∑
j

aij

∑
k

bjkckl


il

= (aij)ij

(∑
k

bjkckl

)
jl

= A(BC).

Remarque 2.2.23. — En général, le produit n’est pas commutatif i.e. pour A ∈ Mn,p(K)

et B ∈ Mp,n(K), on n’a pas, en général, AB = BA.
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— On peut avoir AB = 0 sans avoir A = 0 ou B = 0 (le produit a des diviseurs-de-
zéros) ;

— On peut avoir AB = AC sans avoir B = C.

Exemple 2.2.24. Soient A :=

(
0 0

1 0

)
, B :=

(
0 0

0 1

)
et C :=

(
0 0

1 1

)
. Alors, on a :

AB =

(
0 0

0 0

)
,BA =

(
0 0

1 0

)
et AC =

(
0 0

0 0

)
.

On a donc AB ̸= BA, AB = 0 et A ̸= 0 et B ̸= 0, et AB = AC et B ̸= C.

Notation 2.2.25. Soit E un espace vectoriel de dimension n, B = (e1, . . . , en) une base
de E. Pour x =

∑n
i=1 xiei, on notera Mat(x,B) ∈ Mn,1(K) la matrice colonne de ses

coordonnées dans B :

Mat(x,B) :=

x1
...
xn

 .

Remarque 2.2.26. La matrice Mat(x,B) est aussi la matrice Mat(λ ∈ K 7→ λx ∈ E, (1K),B)

Proposition 2.2.27. Soit E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Alors la
fonction Mat(·,B) : E→Mn,1(K) est un isomorphisme.

Démonstration. Notons E la base (Ei1) définie dans 2.2.4. On a deux isomorphismes
φB : Kn → E et φE : Kn → Mn,1(K) par 2.1.25. On en déduit donc Mat(·,B) =

φE ◦φ−1
B est un isomorphisme. En effet,

∀x =

n∑
i=1

xiei,φ−1
E ◦φB(x) = φE(x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

xiEi1 =

x1
...
xn

 = Mat(x,B).

Proposition 2.2.28. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension respective p et n, B une
base de E et C une base de F. Soit f : E→ F une application linéaire. Alors, pour tout x ∈ E,

Mat(f(x),C) = Mat(f,B,C)Mat(x,B).

Démonstration. Notons B = (e1, . . . , ep), C = (f1, . . . , fn) et (mij)1≤i≤p la matrice
Mat(f,B,C). Alors, pour tout 1 ≤ j ≤ p,

f(ej) =

n∑
i=1

mijfi

Soit x =
∑p

j=1 xjej ∈ E. Alors

f(x) =

p∑
j=1

xjf(ej) =

p∑
j=1

xj

n∑
i=1

mijfi =

n∑
i=1

 p∑
j=1

xjmij

 fi.

On a donc :

Mat(f,B,C)Mat(x,B) =

m11 . . . m1p
...

. . .
...

mn1 . . . mnp


x1

...
xp

 =


∑p

j=1m1jxj
...∑p

j=1mnjxj

 = Mat(f(x),C).
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Remarque 2.2.29. Grâce à la remarque 2.2.26, cette proposition est un corollaire immédiat
de 2.2.16.

On peut réécrire cette proposition en termes de fonctions :

Corollaire 2.2.30. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension respective p et n, B une
base de E et C une base de F. Soit f : E→ F une application linéaire. Alors

f = Mat(·,C)−1 ◦ LMat(f,B,C) ◦ Mat(·,B).

Démonstration. La proposition 2.2.28 nous donne l’égalité :

∀x ∈ E, Mat(f(x),C) = Mat(f,B,C)Mat(x,B).

et donc
Mat(·,C) ◦ f = LMat(f,B,C) ◦ Mat(·,B)

Comme Mat(·,C) est une bijection (cf. 2.2.27) alors en composant à gauche par Mat(·,C),
on obtient le résultat.

Définition 2.2.31. Soit A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p ∈ Mn,p(K). La transposée de A est la
matrice A⊤ = (ãji)1≤j≤p,1≤i≤n de Mp,n(K) où

∀(j, i) ∈ [[1,p]]× [[1,n]], ãji := aij.

Exemple 2.2.32.
(
2 3 7

1 −3 4

)⊤
=

2 1

3 −3

7 4


Proposition 2.2.33.

1. Pour tout A ∈ Mn,p(K), (A⊤)⊤ = A.

2. Pour tout A,B ∈ Mn,p(K) et tout λ ∈ K, (A+ λB)⊤ = A⊤ + λB⊤. Autrement dit, la
fonction A 7→ A⊤ est linéaire.

3. Pour tout A ∈ Mn,p(K) et tout B ∈ Mp,q(K), (AB)⊤ = B⊤A⊤.

4. Pour toute application linéaire f : E → F avec E et F de dimension finie, B une base de
E et C une base de F,

Mat(f⊤,C∗,B∗) = Mat(f,B,C)⊤.

où B∗ (resp. C∗) est la base de E∗ (resp. F∗) défini dans 2.1.68

Démonstration. 1) Soient A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p. On note A⊤ = (ãji)1≤j≤p,1≤i≤n. Alors

(A⊤)⊤ = (ãji)
⊤
1≤j≤p,1≤i≤n = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p = A

2) Soient A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p et B = (bij)1≤i≤n,1≤j≤p. On note A⊤ = (ãji)1≤j≤p,1≤i≤n

et B⊤ = (b̃ji)1≤j≤p,1≤i≤n Alors

(A+ λB)⊤ = (aij + λbij)
⊤
1≤i≤n,1≤j≤p = (ãji + λb̃ji)1≤j≤p,1≤i≤n

= (ãji)1≤j≤p,1≤i≤n + λ(b̃ji)1≤j≤p,1≤i≤n = A⊤ + λB⊤

3) Soient A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p et B = (bjk)1≤j≤p,1≤k≤q. On note A⊤ = (ãji)1≤j≤p,1≤i≤n

et B⊤ = (b̃kj)1≤k≤q,1≤j≤n
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Comme AB =
(∑p

j=1 aijbjk

)
1≤i≤n,1≤k≤q

alors le coefficient en (k, i) de (AB)⊤ est

p∑
j=1

aijbjk =

p∑
j=1

ãjib̃kj.

On a donc

(AB)⊤ =

 p∑
j=1

ãjib̃kj


1≤k≤q,1≤i≤n

=

 p∑
j=1

b̃kjãji


1≤k≤q,1≤i≤n

= (b̃kj)1≤k≤q,1≤j≤p(ãji)1≤j≤p,1≤i≤n = B⊤A⊤.

4) Soient f : E → F, B = (ei)1≤i≤p et C = (fj)1≤j≤n. Notons (mij)1≤i≤n,1≤j≤p les
coefficients de Mat(f,B,C). Alors, pour tout i ∈ {1, . . . ,p},

f(ei) =

n∑
j=1

mijfj.

Alors, pour tout x =
∑n

i=1 λiei ∈ E et tout 1 ≤ j ≤ n

f⊤(f∗j )(x) = f∗j (f(x)) = f∗j

(
p∑

i=1

λif(ei)

)
=

p∑
i=1

λif
∗
j f(ei) =

p∑
i=1

λimij =

p∑
i=1

mije
∗
i(x)

et donc f⊤(f∗j ) =
∑p

i=1mije
∗
i . On en déduit que le coefficient en (j, i) de la matrice

Mat(f⊤,C∗,B∗) est mij. On en déduit donc le résultat.

Remarque 2.2.34. Les deux premiers points montrent que l’application linéaire A 7→ A⊤

est une symétrie vectorielle.

Exercices

Exercice 52. On considère les matrices A =


0 2

1 4

3 −2

5 0

1 1

, B =

1 2 −1 0 7

0 1 −2 1 2

4 0 1 −1 1

 et

C =

(
1 2 −1 3

2 0 3 −1

)
1. Peut-on former les produits ABC, CBA, BAC ? Si oui les calculer de deux ma-

nières pour vérifier sur ce cas particulier l’associativité du produit de matrices.

2. Pour chacune de ces matrices, décrire l’application linéaire de Mp,1 dans Mn,1
(avec n et p convenables) en précisant leurs noyaux.

Exercice 53. Soit H =

{(
a b

c d

)
∈ M2,2(K) | a+ d = 0

}
. Montrer que H est un sous-

espace vectoriel de M2,2(K) et en donner une base.

Exercice 54. Soit A =

1 2

3 4

1 4

. Déterminer, s’il y en a, toutes les matrices B telles que

BA = I2.
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Exercice 55 (Carrés magiques). (*) On appelle carré magique de taille 3× 3 et de somme
S, une matrice M ∈ M3,3(R) de la formea1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9


telle que la somme des réels de chaque ligne, la somme des réels de chaque colonne, la
somme des réels de chaque diagonale, soient égales à S. Le but de cet exercice est de
trouver un procédé de fabrication de tous les carrés magiques.

1. Montrer que tout carré magique de somme S a pour coefficient central a5 = S
3 .

2. Trouver un carré magique de somme 3.
3. Montrer que l’ensemble des carrés magiques est un sous-espace vectoriel noté E

de M3,3(R).
4. Montrer que tout carré magique de somme 0 est défini par la donnée de ses

coefficients a1 et a3. Montrer que les carrés magiques de somme 0 forment un
sous-espace vectoriel E0 de E. Trouver un base de E0.

5. Donner une base de E.
6. Utiliser ce qui précède pour dénombrer tous les carrés magiques de somme 18

dont les coefficients sont des entiers positifs.

2.2.2 Matrices carrées

Dans cette sous-section, nous allons nous restreindre au cas des matrices carrées
dans Mn(K).

On a un produit Mn(K)×Mn(K)→Mn(K).

Notation 2.2.35. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et f
un endomorphisme de E. On note Mat(f,B) la matrice Mat(f,B,B).

Proposition 2.2.36. La matrice In := (δij)1≤i,j≤n =

1 0
. . .

0 1

 est l’élément neutre pour

le produit matriciel i.e.
∀A ∈ Mn(K),AIn = InA = A.

On l’appelle matrice identité d’ordre n.

Démonstration. Soient A := (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(K). Alors

AIn =

 n∑
j=1

aijδjk


1≤i,j≤n

= (aik)1≤i,k≤n = A

et

InA =

 n∑
j=1

δijajk


1≤i,j≤n

= (aik)1≤i,k≤n = A

Remarque 2.2.37. Si A ∈ Mn(K) et λ ∈ K alors

λA =

λ 0
. . .

0 λ

A.
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Remarque 2.2.38. Pour toute base B d’un espace vectoriel de dimension finie E, In =

Mat(IdE,B).

Si A est une matrice carré alors on peut former la puissance nème An := A× . . .×A︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Contrairement au cas sur K, la formule de Newton n’est pas vrai car le produit n’est
pas commutatif (voir 2.2.23) : si AB ̸= BA alors

(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 +AB+BA+B2 ̸= A2 + 2AB+B2.

On va montrer que cela fonctionne quand A et B commutent (i.e. AB = BA).

Lemme 2.2.39. Soient A,B ∈ Mn(K). Si A et B commutent alors, pour tout q ∈ N,

ABq = BqA.

Démonstration. Montrons ce lemme par récurrence sur q.
Initialisation : Si q = 0 alors B0 = In et donc AIn = A = InA.
Hérédité : soit q ∈ N. Supposons la propriété vraie au rang q. Alors

ABq+1 = ABBq hyp
= BABq HR

= BBqA = Bq+1A.

La propriété est alors vraie au rang q.
Par le principe de récurrence, le lemme est montré.

Proposition 2.2.40. Soient A,B ∈ Mp(K) tels que AB = BA. Alors, pour tout n ∈ N,

(A+B)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k.

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur n :
— pour n = 0, (A+B)0 = In =

∑0
k=0

(
n
k

)
AkB0−k

— Soit n ∈ N et supposons la propriété vraie au rang n. Alors

(A+B)n+1 = (A+B)(A+B)n
HR
= (A+B)

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k

=

n∑
k=0

(
n

k

)
Ak+1Bn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
BAkBn−k

2.2.39
=

n∑
k=0

(
n

k

)
Ak+1Bn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k+1

chgt de var
=

n+1∑
k=1

(
n

k− 1

)
AkBn−k+1 +

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k+1

= An+1 +

n∑
k=1

((
n

k− 1

)
+

(
n

k

))
AkBn−k+1 + bn+1

= An+1 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
AkBn−k+1 +Bn+1 =

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
AkBn+1−k

Définition 2.2.41. Une matrice A est dite inversible à gauche s’il existe B ∈ Mn(K) telle
que BA = In, inversible à droite s’il existe B ∈ Mn(K) telle que AB = In et inversible
si elle est inversible à gauche et à droite.

On note GLn(K) l’ensemble des matrices inversibles de Mn(K)
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Lemme 2.2.42. Si A est inversible alors il existe une unique matrice B ∈ Mn(K) telle que
AB = BA = In.

Démonstration. Soient B,C deux matrices telles que AB = In = CA. Alors, par associa-
tivité,

B = InB = (CA)B = C(AB) = CIn = C.

Soit D une matrice telle que AD = In. Alors

D = (CA)D = C(AD) = C = B.

Soit E une matrice telle que EA = In. Alors

E = E(AB) = (EA)B = B.

Définition 2.2.43. Si une matrice A est inversible alors on appelle inverse de A l’unique
matrice B telle que AB = BA = In. On la note A−1.

Remarque 2.2.44. Si A et B sont inversibles alors leur somme ne l’est pas nécessairement :
si B = −A alors A+B = 0 n’est pas inversible même si A l’était.

Proposition 2.2.45. Soit A une matrice de Mn(K) et f : E → F tel qu’il existe une base
B de E et une base C de F telles que A = Mat(f,B,C). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. f est injectif ;

2. f est surjectif ;

3. f est un isomorphisme ;

4. A est inversible ;

5. A est inversible à gauche ;

6. A est inversible à droite.

Démonstration. Par 2.1.63), les trois premiers points sont équivalents.
On va montrer les implications suivantes 3)⇒ 4), 5)⇒ 1) et 6)⇒ 2).

Si f est un isomorphisme alors

AMat(f−1,C,B) = Mat(f,B,C)Mat(f−1,C,B) = IdE,B,B = In

et
Mat(f−1,C,B)A = Mat(f−1,C,B)Mat(f,B,C) = Mat(IdF,C,C) = In

On en déduit que A est inversible d’inverse Mat(f−1,C,B).
Supposons que A est inversible à gauche i.e. il existe B ∈ Mn(K) telle que BA = In.

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ E tel que f(x) = 0. Par 2.2.28, on a l’égalité

0 = Mat(f,B,C)Mat(x,B) = AMat(x,B)

En multipliant à gauche par un inverse à gauche B, on obtient

Mat(x,B) = BAMat(x,B) = B0 = 0

et donc x = 0. On en déduit donc que f est injective.
Supposons que A est inversible à droite i.e. il existe B ∈ Mn(K) telle que AB = In.

Soit y ∈ F. Alors
Mat(y,C) = ABMat(y,C) = A(BMat(y,C))

Soit x ∈ E l’élément de coordonnées BMat(y,C). Alors y = f(x).
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Corollaire 2.2.46. Une matrice A ∈ Mn(K) a au plus un inverse à gauche (resp. à droite) i.e.
une matrice B ∈ Mn(K) telle que BA = In (resp. AB = In).

Démonstration. Grâce à la proposition précédente, il suffit de montrer que n’importe
quel inverse à gauche (resp. à droite) est A−1.

Soit B un inverse à gauche de A. Alors BA = In et donc en multipliant par A−1 à
droite, on obtient B = A−1.

Soit B un inverse à droite de A. Alors AB = In et donc en multipliant par A−1 à
gauche, on obtient B = A−1.

Proposition 2.2.47.

1. Pout tout A ∈ GLn(K), A−1 est inversible et (A−1)−1 = A.

2. Pour tout A,B ∈ GLn(K), AB est inversible et (AB)−1 = B−1A−1 ;

3. Pour tout A ∈ GLn(K), A⊤ est inversible et (A⊤)−1 = (A−1)⊤ ;

4. Si B est une base d’un espace vectoriel de dimension finie E, alors la fonction Mat(·,B) : f ∈
GL(E) 7→Mat(f,B) ∈ GLn(K) est une bijection et

∀f ∈ GL(E), Mat(f−1,B) = Mat(f,B)−1.

Démonstration. 1) Soient A ∈ GLn(K). Comme AA−1 = A−1A = In alors A−1 est
inversible d’inverse A.
2) Soient A,B ∈ GLn(K). Alors

(AB)B−1A−1 = A(BB−1)A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In

et
B−1A−1(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In.

On en déduit que AB est inversible et d’inverse B−1A−1.
3) Soit A ∈ GLn(K). Alors, par 2.2.33,

(A−1)⊤A⊤ = (AA−1)⊤ = I⊤n = In

et
A⊤(A−1)⊤ = (A−1A)⊤ = I⊤n = In.

On en déduit que A⊤ est inversible et d’inverse (A−1)⊤.
4) On a déjà montré que si f est un automorphisme alors Mat(f,B) est inversible et

d’inverse Mat(f−1,B). Comme Mat(·,B) : L(E)→Mn(K) est bijective (cf. 2.2.8) alors
sa restriction-corestriction Mat(·,B) : f ∈ GL(E) 7→ Mat(f,B) ∈ GLn(K) est injective.
De plus, pour montrer la surjectivité, il suffit de montrer que pour tout M ∈ GLn(K),
φ−1(M) est un isomorphisme. Ce qui découle du 2.2.45.

Construction 2.2.48. Pour calculer l’inverse d’une matrice A ∈ GLn(K), on procède comme
suit :

on remarque tout d’abord que pour X =

x1
...
xn

 , Y =

y1
...

yn

 ∈ M1,n(K), AX = Y si, et

seulement si, X = A−1Y. On en déduit que pour trouver A−1, on peut résoudre le système
AX = Y d’inconnues X pour un Y quelconque afin d’obtenir un système d’égalités de la forme

x1 = a11y1 + . . .+ a1nyn

...

xn = an1y1 + . . .+ annyn
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Alors la matrice A−1 sera

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

.

Exemple 2.2.49. Soit A =

(
2 1

5 4

)
. Soit (y1,y2) ∈ R2. On va résoudre le système

linéaire {
2x1 + x2 = y1

5x1 + 4x2 = y2

d’inconnues x1, x2. Soient (x1, x2) ∈ R2. On a les systèmes linéaires équivalents sui-
vants :{
2x1 + x2 = y1 (L1)

5x1 + 4x2 = y2 (L2)
⇔ {2x1 + x2 = y1(L1)

3
2x2 = −5/

2 y1 + y2(L2 −
5/
2 L1)

⇔ {x1 + x2
2 = y1

2 (12L1)

x2 = −5
3y1 +

2
3y2(

2
3L2)

⇔ {x1 = y1
2 − x2

2 = y1
2 + 5

6y1 −
1
3y2 = 4

3y1 −
1
3y2

x2 = −5
3y1 +

2
3y2

On en déduit que

A−1 =
1

3

(
4 −1

−5 2

)
.

Définition 2.2.50. On appelle trace d’une matrice A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(K) le nombre

tr(A) :=

n∑
i=1

aii ∈ K.

Exemple 2.2.51. tr
((

2 1

5 4

))
= 2+ 4 = 6.

Proposition 2.2.52.
1. La fonction tr : Mn(K)→ K est une forme linéaire.
2. Pour tout A ∈ Mn(K), tr(A⊤) = tr(A).
3. Pour tout A,B ∈ Mn(K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration. 1) Soient A = (aij),B = (bij) ∈ Mn(K) et λ ∈ K. Alors

tr(A+ λB) = tr((aij + λbij)) =

n∑
i=1

aii + λbii =

n∑
i=1

aii + λ

n∑
i=1

bii = tr(A) + λtr(B)

2) Soient A = (aij) ∈ Mn(K). Alors

tr(A⊤) = tr((aij)1≤j,i≤n) =

n∑
i=1

aii = tr(A).

3) Soient A = (aij)ij,B = (bjk)jk ∈ Mn(K). Alors

tr(AB) = tr

 n∑
j=1

aijbjk


ik

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijbji

et

tr(BA) = tr

((
n∑

i=1

bkiaij

)
ki

)
=

n∑
j=1

n∑
i=1

aijbji.

On en déduit donc que tr(AB) = tr(BA).
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Remarque 2.2.53. Le dernier point implique que si on a trois matrices A,B,C ∈ Mn(K)

alors tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). Cependant les autres permutations ne fonc-

tionnent pas : si A =

(
1 2

3 4

)
B =

(
1 5

1 4

)
et C =

(
1 1

1 1

)
alors

tr(CAB) = tr(BCA) = tr(ABC) = tr
(
16 16

38 38

)
= 54,

tr(CBA) = tr(ACB) = tr(BAC) = tr
(
38 38

31 31

)
= 69.

2.2.2.1 Exercices

Exercice 56. On considère les matrices

A =

(
2 −1

4 −3

)
, B =

1 −3 0

2 1 −1

1 10 −2

 et Ca =

−2 1 a

0 1 −3

1 −1 1

 .

avec a ∈ R.
1. Pour chacune de ces matrices calculer la matrice inverse lorsque celle-ci existe.

2. Résoudre le système Ca

x1
x2
x3

 =

1

1

1

.

3. Calculer l’inverse de la matrice BCa lorsque celle-ci existe.

Exercice 57. On considère l’endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base ca-
nonique est :

A =

 1 1 1

−1 2 −2

0 3 −1

 .

Donner une base de ker(f) et de Im(f).

Exercice 58. Soit n ∈ N \ {0}. Montrer que l’on ne peut pas trouver de matrices A,B ∈
Mn(Q) telles que

AB−BA = In

Exercice 59. (*) Soient n ∈ N \ {0}, E := R≤n[X] et α ∈ R \ {0}. Soit f la fonction E → E

définie par :
∀P ∈ E, f(P) := P(X+α)

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. En notant B la base canonique de E, déterminer A := Mat(f,B,B) ;
3. Montrer que A est inversible et déterminer A−1.
4. Montrer que pour tout (p,q) ∈ [[0,n]]2 tel que p < q, on a :

q∑
k=p

(−1)q−k

(
k

p

)(
q

k

)
= 0.

Rappelons que (a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k pour tout a,b ∈ R.

Exercice 60 (Lemme de Hadamard). (*) Soit A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(C) une matrice à
diagonale dominante, c’est-à-dire

∀i ∈ {1, . . . ,n}, |ai,i| >
∑
j ̸=i

|ai,j|.

Montrer que la matrice A est inversible.
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2.2.3 Changement de bases

Définition 2.2.54. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B,C deux bases de
E. On appelle matrice de passage de C à B la matrice Pass(B,C) := Mat(Id,B,C).
Autrement dit, c’est la matrice des coordonnées des vecteurs de B dans la base C.

Exemple 2.2.55. Soient B = ((2, 5), (1, 4)) et C = ((1, 0), (0, 1)). Alors

Pass(B,C) =

(
2 1

5 4

)
Comme (1, 0) = 1

3 (4(2, 5) − 5(1, 4)) et (0, 1) = 1
3 (−(2, 5) + 2(1, 4)) alors

Pass(C,B) =
1

3

(
4 −1

−5 2

)
.

On remarque ici que Pass(B,C) = Pass(C,B)−1.

Proposition 2.2.56. Soient B,C,D trois bases d’un espace vectoriel de dimension finie E.
Alors

1. Pass(B,D) = Pass(C,D)Pass(B,C) ;

2. Pass(B,B) = In ;

3. Pass(B,C) ∈ GLn(K) et Pass(B,C)−1 = Pass(C,B).

Démonstration. 1) On a :

Pass(C,D)Pass(B,C) = Mat(Id,C,D)Mat(Id,B,C)
2.2.16
= Mat(Id,B,D) = Pass(B,D)

2) Pass(B,B) = In = Mat(Id,B,B) = In.
3) Comme Pass(C,B)Pass(B,C) = Pass(B,B) = In et Pass(B,C)Pass(C,B) =

Pass(C,C) = In alors Pass(B,C) est inversible d’inverse Pass(C,B).

Proposition 2.2.57. Soient B,C deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors,
pour tout x ∈ E,

Mat(x,C) = Pass(B,C)Mat(x,B)

Démonstration. Par 2.2.28,

Mat(x,C) = Mat(Id(x),C) = Mat(Id,B,C)Mat(x,B).

Proposition 2.2.58. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, B,B ′ deux bases
de E, C,C ′ deux bases de F et f : E→ F. Alors

Mat(f,B ′,C ′) = Pass(C,C ′)Mat(f,B,C)Pass(B ′,B).

Démonstration. Comme f = IdF ◦ f ◦ IdE alors par 2.2.16

Mat(f,B ′,C ′) = Mat(IdF,C,C ′)Mat(f,B,C)Mat(IdE,B ′,B)

= Pass(C,C ′)Mat(f,B,C)Pass(B ′,B).
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En un diagramme commutatif,

EB FC

EB ′ FC ′

f

Mat(f,B,C)

IdPass(B,B ′) Id Pass(C,C ′)

f

Mat(f,B ′ ,C ′)

Corollaire 2.2.59. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B,C deux bases de E et
f ∈ L(E). Alors

Mat(f,C) = Pass(C,B)−1Mat(f,B)Pass(C,B).

Démonstration. Par la proposition suivante,

Mat(f,C,C) = Pass(B,C)Mat(f,B,B)Pass(C,B) = Pass(C,B)−1Mat(f,B,B)Pass(C,B).

En un diagramme commutatif,

EB EB

EC EC

f

Mat(f,B)

Id Pass(C,B)−1IdPass(C,B)

f

Mat(f,C)

Définition 2.2.60. Deux matrices A,B ∈ Mn,p(K) sont dites équivalentes s’il existe
P ∈ GLp(K) et Q ∈ GLn(K) telles que

A = Q−1BP

Proposition 2.2.61. C’est une relation d’équivalence sur Mn,p(K) :
— toute matrice est équivalente à elle-même ;
— si A et B sont équivalentes alors B et A sont équivalentes.
— si A et B et B et C sont équivalentes alors A et C sont équivalentes.

Démonstration. — La matrice A est équivalente à lui-même : A = I−1
n AIp.

— si A = Q−1BP avec P ∈ GLp(K) et Q ∈ GLn(K) alors B = QBP−1 = (Q−1)−1BP−1.
Comme P−1 et Q−1 sont inversibles alors B et A sont équivalentes.

— si A = Q−1
1 BP1 et B = Q−1

2 CP2 avec P ∈ GLp(K) et Q ∈ GLn(K) alors A =

Q−1
1 BP1 = Q−1

1 Q−1
2 CP2P1 = (Q2Q1)

−1AP2P1 et comme Q2Q1 et P2P1 sont
inversibles alors A et C sont équivalentes.

Proposition 2.2.62. Soient E un espace vectoriel de dimension p et F un espace vectoriel de
dimension n. Deux matrices A et B de Mn,p(K) sont équivalentes si, et seulement si, il existe
une application linéaire f : E→ F telle qu’il existe des bases B,B ′ de E et deux bases C,C ′ de
F telles que A = Mat(f,B,C) et B = Mat(f,B ′,C ′).

Démonstration. Supposons que A et B sont équivalentes. Fixons P,Q tels que A =

Q−1BP. Soient B = (ei)1≤i≤p une base de E et C = (fj)1≤j≤n une base de F. Soit
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f : E → F l’application linéaire telle que A = Mat(f,B,C) (qui existe toujours puisque
Mat(·,B,C) est bijective, cf. 2.2.8). Soient B ′ = (e ′i)1≤i≤p la famille de E définie par

∀i ∈ [[1,p]], Mat(e ′i,B) = P−1Mat(ei,B)

et C ′ = (f ′j)1≤j≤n la famille de F définie par

∀j ∈ [[1,n]], Mat(f ′j,C) = QMat(fj,C).

Ainsi, ce sont deux bases et Pass(B ′,B) = P−1 et Pass(C ′,C) = Q. Alors

Mat(f,B ′,C ′) = Pass(C,C ′)Mat(f,B,C)Pass(B ′,B)

= Q−1AP

Réciproquement, si on a une application linéaire f : E→ F telle qu’il existe des bases
B,B ′ de E et deux bases C,C ′ de F telles que A = Mat(f,B,C) et B = Mat(f,B ′,C ′).
Alors, si on se fixe de telles bases, on obtient :

B = Mat(f,B ′,C ′) = Pass(C,C ′)Mat(f,B,C)Pass(B ′,B) = (Pass(C ′,C))−1APass(B ′,B).

Et donc A et B sont équivalentes.

Définition 2.2.63. Deux matrices A,B ∈ Mn(K) sont dites semblables s’il existe P ∈
GLn(K) telles que

B = P−1AP

Deux matrices semblables sont en particulier équivalentes.

Proposition 2.2.64. C’est une relation d’équivalence sur Mn(K) :
— toute matrice est semblables à elle-même ;
— si A et B sont semblables alors B et A sont semblables.
— si A et B et B et C sont équivalentes alors A et C sont semblables.

Démonstration. — si A ∈ Mn(K) alors A = I−1
n AIn et donc A est semblable à A

(car In est inversible) ;
— Si A et B sont semblables alors on peut choisir un P ∈ GLn(K) tel que B =

P−1AP et donc A = PBP−1 = (P−1)−1BP−1. Comme P−1 est inversible alors B

est semblable à A.
— Si A et B sont équivalentes et B et C sont équivalentes alors on peut choisir

P1,P2 ∈ GLn(K) telle que

B = P1−1AP1 et C = P−1
2 BP2.

Alors C = P−1
2 BP2 = P−1

2 P1−1AP1P2 = (P1P2)
−1AP1P2. Comme P1P2 ∈

GLn(K) alors A et C sont semblables.

Proposition 2.2.65. Deux matrices semblables ont la même trace.

Démonstration. Soient A et B deux matrices semblables. Fixons P ∈ GLn(K) telle que
B = PAP−1 alors

tr(B) = tr(PAP−1)
2.2.52
= tr(P−1PA) = tr(A).

Par contraposée, deux matrices qui n’ont pas la même trace ne sont pas semblables.

Remarque 2.2.66. On dit que la trace est un invariant de similitude.
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Définition 2.2.67. On dit qu’une matrice est diagonalisable si elle est semblable à une
matrice de la forme λ1 0

. . .
0 λn

 .

où λi ∈ K.

2.2.3.1 Exercices

Exercice 61. On considère l’endomorphisme ϕ : R3 → R3 dont la matrice dans la base
canonique C de R3 est

A =

−2 1 1

1 1 −2

1 −2 1

 .

1. Déterminer les trois valeurs distinctes de a pour lesquelles l’équation ϕ(v) = av

a une infinité de solutions (l’inconnue est v ∈ R3).

2. Soient v1, v2 et v3 trois solutions non nulles des trois équations du point pré-
cédent. Montrer qu’elles forment une base P de R3. Quelle est la matrice de ϕ

dans cette base, matrice notée D par la suite ?

3. Donner la matrice de passage P de C à P. Quelle est la formule qui relie A et D
(c’est-à-dire en faisant apparaître la matrice de passage entre C et P).

Exercice 62. On considère l’endomorphisme ϕ : R≤3[X] → R≤3[X] défini par ϕ(P) =

(X− 2)P ′ − 3P.

1. Donner une base pour le noyau de ϕ.

2. Déterminer la matrice A de ϕ dans la base canonique (1,X,X2,X3).

3. Déterminer la matrice D de ϕ dans la base (1,X− 2, (X− 2)2, (X− 3)3).

4. Écrire explicitement la formule qui relie A et D.

Exercice 63. On reprend les notations de l’exercice 45. On note Bcan la base canonique
de R3.

1. Donner la matrice de p dans les bases Bcan et B.

2. Calculer la matrice de passage entre la base Bcan et la base B, et entre B et la
base Bcan. Vérifier que dans les deux cas elles coïncident avec leur carré.

3. Vérifier vos calculs avec la formule de changement de base.

Exercice 64. On reprend les notations de l’exercice 46.

1. Donner la matrice A associée à s dans la base canonique de R3.

2. Vérifier que A2 = I3.

3. Choisir une base de R3 dans laquelle la matrice associée à s est très simple.

4. Relier cette dernière matrice à la matrice A en utilisant des matrices de passage.

2.2.4 Rang

Proposition 2.2.68. Soit A ∈ Mn,p(K). Alors les entiers suivants sont égaux :
— la dimension de l’espace engendré par les colonnes de A dans Mn,1(K) ;
— la dimension de l’image de A ;
— la dimension de l’image de n’importe quelle application linéaire représenté par A.
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Démonstration. Notons C1, . . . ,Cp les colonnes de A i.e. si A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p alors

Cj =

a1j
...

anj

 et donc Cj = AEj1 = LA(Ej1) où (Ej1) est la base de Mp,1(K) décrite

dans la proposition 2.2.4. On a donc :

Vect(C1, . . . ,Cp) = Vect(LA(E11), . . . ,LA(Ep1)) = im(LA).

On en déduit donc que dim Vect(C1, . . . ,Cp) = dim im(LA).
Soient f : E → F une application linéaire telle qu’il existe B = (ei)1≤j≤p une base

de E et C = (fj)1≤i≤n une base de F telles que

A = Mat(f,B,C).

Par le corollaire 2.2.30, on obtient

f = Mat(·,C)−1 ◦ LA ◦ Mat(·,B).

Et donc

im(f) = im(Mat(·,C)−1 ◦ LA ◦ Mat(·,B)) = im(Mat(·,C)−1 ◦ LA) = Mat(·,C)−1(im(LA))

La deuxième égalité vient du fait que Mat(·,B) est un isomorphisme (cf. 2.2.27) et donc
Mat(·,B)(E) = Mp,1(K) et la troisième vient du fait que l’image d’une composée est
l’image de l’image de la deuxième fonction par la première. Comme Mat(·,C)−1 est un
isomorphisme alors elle envoie base sur base et donc

dim(im(f)) = dim
(

Mat(·,C)−1(im(LA))
)
= dim(im(LA)).

Exemple 2.2.69.

— rg
(
1 2

2 a

)
=

{
1 si a = 4

2 sinon

car la famille
((

1

2

)
,
(
2

a

))
est libre dans M2,1(R) et donc génératrice dans R2

si a ̸= 4 et Vect
((

1

2

)
,
(
2

a

))
= Vect

((
1

2

))
sinon.

— rg

1 3 5

2 1 5

4 5 13

 = 2 car

 5

5

13

 = 2

1

2

4

 +

3

1

5

 puis comme

1

2

4

 ,

3

1

5


sont linéairement indépendants car les deux colonnes ne sont pas colinéaires.
On en déduit le résultat.

Définition 2.2.70. On appelle ce nombre rang de A et on le note rg(A).

Proposition 2.2.71. Soit A ∈ Mn,p(K). Alors rg(A) = rg(A⊤).

Démonstration. Soit f une application linéaire représenté par A. On a les égalités sui-
vantes :

rg(A⊤) = rg(f⊤) = dim(im(f⊤))
2.1.72
= dim(ker(f)◦)

2.1.71
= p− dim(ker(f)) 2.1.60

= dim(im(f)) = rg(A).
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On en déduit que le rang de A est la dimension de l’espace engendré par les co-
lonnes de A⊤ dans Mp,1(K) et donc des lignes de A dans M1,p(K).

Corollaire 2.2.72. Pour tout A ∈ Mn,p(K), rg(A) ≤ min(n,p).

Démonstration. Soit A ∈ Mn,p(K). On a les égalités suivantes

rg(A) = dim(imLA) ≤ dim(Mn,1(K)) = n

et
rg(A) = rg(A⊤) = dim(imLA⊤) ≤ dim(Mp,1(K)) = p.

On en déduit donc que rg(A) ≤ min(n,p).

Corollaire 2.2.73. Pour tout A ∈ Mn(K), rg(A) = n si, et seulement si, A est inversible.

Démonstration. Soit A ∈ Mn(K). Alors on a les assertions équivalentes suivantes

1. rg(A) = n ;

2. dim(im(LA : Mn,1(K)→Mn,1(K))) = n ;

3. LA est surjectif ;

4. LA est bijectif ;

5. A est inversible.

L’équivalence 1) et 2) vient de la proposition 2.2.68, les équivalences entre 2), 3) et 4)
viennent de 2.1.63 et l’équivalence entre 4) et 5) vient de 2.2.45.

Corollaire 2.2.74. Soit A une matrice de Mn,p(K). Alors

1. si P ∈ Mq,n(K), rg(PA) ≤ rg(A) ;

2. si Q ∈ Mp,r(K), rg(AQ) ≤ rg(A) ;

3. si P ∈ Mq,n(K) et Q ∈ Mp,r(K) alors rg(PAQ) ≤ rg(A) ;

4. si P ∈ GLn(K), rg(PA) = rg(A) ;

5. si Q ∈ GLp(K), rg(AQ) = rg(A) ;

6. si P ∈ GLn(K) et Q ∈ GLp(K), rg(PAQ) = rg(A).

Démonstration. 1) Si X ∈ Mp,1(K) alors AX = 0 implique que PAX = 0. On en déduit
donc que

ker(LA) ⊂ ker(LPA) ⊂ Mp,1(K)

et donc dim ker(LA) ≤ dim ker(LPA) ⊂ Mp,1(K). Par le théorème du rang, on en
déduit que

rg(A) = dim(im(LA)) = p−dim(ker(LA)) ≥ p−dim(ker(LPA) = dim(im(LPA)) = rg(PA).

2) Comme LQ(Mr,1(K)) ⊂ Mp,1(K) alors

im(AQ) = LAQ(Mr,1(K)) = LA(LQ(Mr,1(K))) ⊂ LA(Mp,1(K)) = im(A)

et donc
rg(AQ) = dim im(AQ) ≤ dim im(A) = rg(A).

3) Par les deux points précédents, on a :

rg(PAQ) ≤ rg(PA) ≤ rg(A)
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4) Avec 1), on a rg(PA) ≤ rg(A). De plus, on a :

rg(A) = rg(P−1PA) ≤ rg(PA)

On en déduit l’égalité.
5) Avec 1), on a rg(AQ) ≥ rg(A). De plus, on a :

rg(A) = rg(AQQ−1) ≤ rg(AQ)

On en déduit l’égalité.
6) Par les deux points précédents, on a :

rg(PAQ) = rg(PA) = rg(A)

Proposition 2.2.75. Deux matrices de Mn,p(K) sont équivalentes si, et seulement si, elles ont
le même rang.

Démonstration. Comme la relation d’équivalence entre matrices est une relation d’équi-
valence, il suffit de montrer qu’une matrice de rang r est équivalente à la matrice(

Ir 0r,p−r

0n−r,r 0n−r,p−r

)
On reprend les idées de la démonstration du théorème du rang (cf. 2.1.60).
Si r = 0 alors A = 0 et donc Q = In et P = Ip conviennent.
Si r = min(n,p) = p (et donc p ≤ n) alors LA est injective et la famille (F1 :=

LA(E11), . . . , Fp := LA(Ep1)) est une image de im(LA) qui se complète en une base
C := (F1, . . . , Fn) de Mn,1(K). On en déduit que

Mat(LA, (Ei1)1≤i≤p,C) =

(
Ir

0n−r,r

)
.

On en déduit donc que A et
(

Ir
0n−r,r

)
sont équivalentes (cf. 2.2.62).

Si r = min(n,p) = n alors on peut appliquer le même raisonnement précédent avec
A⊤ :

A⊤ = P̃−1JQ̃

où J =

(
Ir

0p−r,r

)
, P̃ ∈ GLn(K) et Q ∈ GLp(K). On a donc

A = (A⊤)⊤ = (P̃−1JQ̃)⊤ = Q̃⊤J⊤(P̃−1)⊤
2.2.47
=

(
(Q̃−1)⊤

)−1
J⊤
(
(P̃−1)⊤

)
Comme (Q̃−1)⊤ et (P̃−1)⊤ sont inversibles (cf. proposition 2.2.47) alors A et J⊤ =(
Ir 0r,p−r

)
sont équivalentes.

Supposons que 0 < r < min(p,n). Soit (er+1, . . . , ep) de ker(A). On la complète
en une base (e1, . . . , ep) de Mp,1(K). La famille (f(e1), . . . , f(er)) est libre (cf. démons-
tration du théorème 2.1.60) et on peut donc la compléter en une base C de Mn,1(K).
Alors

Mat(LA,B,C) =

(
Ir 0r,p−r

0n−r,r 0n−r,p−r

)
et donc, A et

(
Ir 0r,p−r

0n−r,r 0n−r,p−r

)
sont équivalentes.
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On a ainsi montré le résultat suivant :

Corollaire 2.2.76. Une matrice A ∈ Mn,p est de rang r si, et seulement si, A est équivalent à(
Ir 0r,p−r

0n−r,r 0n−r,p−r

)
Définition 2.2.77. Soit A ∈ Mn,p(K). On appelle opérations élémentaires sur les co-
lonnes de A les transformations suivantes, où Cj désigne la jème colonne de A :

— Échange entre deux colonnes Cj et Ck ;
— Remplacement de la colonne Cj par λCj où λ ∈ K \ {0} ;
— Remplacement de la colonne Cj par Cj + λCk où λ ∈ K et k ̸= j ;

Proposition 2.2.78. Les opérations élémentaires sur les colonnes (resp. les lignes) de A s’ob-
tiennent en multipliant à droite (resp. à gauche) par une matrice inversible

Démonstration. Soit (aij)1≤i≤n,1≤j≤p ∈ Mn,p(K).
Soient j, k ∈ {1, . . . ,p}. Posons Pjk = (msl) définie par

∀s ∈ [[1,p]], ∀l ∈ [[1,p]],ms,l :=


δsl si t ̸= j, k
δkl si s = j

δjl si s = k

On a donc :

P =



j k

Ij−1

j 1

Ik−j−1

k 1

Ip−k

.

La matrice produit PA = (cil) s’écrit donc :

cil =

p∑
s=1

aismsl =

p∑
s=1,s ̸=j,k

aisδsl + aikδjt + ailδkl

=


ail + 0+ 0 = ail si l ̸= i, j
0+ aik + 0 = aik si l = j

0+ 0+ aij = aij si l = k

On a bien interverti les colonnes Cj et Ck.
De plus, P est inversible d’inverse lui-même (son rang est maximal).
Soit λ ∈ K \ {0} et j ∈ {1, . . . ,p}. Notons Dj(λ) la matrice

Dλ :=


j

Ij−1

j λ

Ip−j


On peut écrire cette matrice sous la forme Ip + (λ− 1)Ejj. On a donc

ADj(λ) = A+ (λ− 1)AEjj.

De plus,comme

AEjj =
∑
s,t

astEs,tEjj =
∑
s,t

astδtjEsj =
∑
s

asjEsj
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c’est-à-dire est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la jème et qui coïn-
cide avec la j colonne de A. On en déduit donc que ADj(λ) est bien la matrice A où on
a multiplié la jème colonne par λ.

De plus, Dj(λ) est inversible d’inverse Dj

(
1
λ

)
.

Soit λ ∈ K \ {0} et i ̸= j ∈ {1, . . . ,p}. Notons Dj,k(λ) la matrice

Dij(λ) = Ip + λEjk.

Alors, de la même façon que précédemment

ADij(λ) = A+
∑
st

astEstEjk = A+
∑
st

astδtjEsk = A+
∑
s

asjEsk

Le deuxième terme est la jème colonne de A placée à la kème. On obtient donc bien le
résultat voulu.

De plus, la matrice Djk(λ) est inversible d’inverse Djk(−λ) :

Djk(λ)Djk(−λ) = (Ip+λEjk)(Ip−λEjk) = Ip−λEjk+λEjk−λ2EjkEjk = Ip−λ2δjkEjk = Ip.

La définition de la transposée et la formule (AB)⊤ = B⊤A⊤ (cf. 2.2.33) permettent
de conclure sur les opérations sur les lignes.

Corollaire 2.2.79. Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes ne changent pas le
rang de la matrice.

Démonstration. On a vu dans la proposition précédente que les opérations élémentaires
sont données par la multiplication par une matrice inverse. On a aussi vu dans 2.2.74
que cela ne changeait le rang donc les opérations élémentaires ne changent pas le rang.

On peut ainsi donner un algorithme d’élimination pour calculer le rang d’une ma-
trice :

Construction 2.2.80. Soit A = (aij)1≤i≤n,1≤j≤p une matrice de Mn,p(K). Si n ≥ p, on va
faire des opérations élémentaires sur les colonnes de A et si n ≤ p, on va faire des opérations sur
les lignes de A (ou inversement, si on considère A⊤). On va supposer dans la suite que n ≥ p.

Pour tout j ∈ {1, . . . ,n},

— On examine la ligne aj1 . . . ajp. Si toute la ligne est nulle, on examine la colonne

aj+1j
...

anj

et si un des coefficients est nul (disons aij), on intervertit les deux lignes 1 Sinon, on se
fixe un i pour que aji ̸= 0 et on intervertit la jème colonne et la ième colonne. On fait
ensuite les opérations élémentaires suivantes :
— on multiplie la jème colonne par 1

ajj
;

— pour tout k ̸= j, on remplace Ck par Ck − ajkCj

— Et on recommence avec la matrice obtenue.
Après rg(A) itérations, toutes les colonnes suivantes sont toutes nulles. Pour tout k ≥ r, on
remplace Lk par Lk −

∑r
j=1 αkjLp. On obtient ainsi la matrice de la démonstration de 2.2.75.

1. cette étape est inutile si n = p
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Si on note ∼ la relation d’équivalence, on obtient :
a11 . . . a1p

a21 . . . a2p

. . .
. . . . . .

an1 . . . anp

 ∼


1 0 . . . 0

ã21 ã22 . . . ã2p

. . .
...

. . .
...

ãn1 ãn2 . . . ãnp

 ∼


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . .
...

. . .
...

αn1 αn2 . . . αnp


∼

Ir 0

0 0p−r

B 0

 ∼

Ir 0

0 0p−r

0 0


où r = rg(A) et B ∈ Mn−p,p−r(K).

Exemple 2.2.81. On a
(

1 2

2 a

C1 C2

)
∼

(
1 0

2 a− 4

C1 C2 − 2C1

)
.

Si a− 4 ̸= 0 alors on continue(
1 0

2 a− 4

C1 C2

)
∼

(
1 0

2 1

C1
1

a−4C2

)
∼

(
1 0

0 1

C1 − 2C1 C2

)

et si 4− a = 0 alors on a : (
L1 1 0

L2 2 0

)
∼

(
L1 1 0

L2 − 2L1 0 0

)
Exemple 2.2.82. On a : 1 3 5

2 1 5

4 5 13

C1 C2 C3

 ∼

 1 0 0

2 −5 5

4 −7 −7

C1 C2 − 3C1 C3 − 5C1

 ∼

 1 0 0

2 1 5

4 7/5 −7

C1 −1
5C2 C3



∼

 1 0 0

0 1 0

12/5 7/5 0

C1 − 2C1 C2 C3 − 5C2

 ∼

1 0 0

0 1 0

0 0 0



2.2.4.1 Exercices

Exercice 65. Prouver qu’une matrice A de Mn,p(K) de rang r s’écrit comme somme de
r matrices de rang 1.

Exercice 66. Calculer le rang des matrices suivantes :

1. A =

1 2 3

2 3 4

3 4 5

 ;

2. B =

1 1 1

1 2 4

1 3 9

 ;

3. C =

1 2 3 2

2 3 4 2

3 4 5 2

 ;

4. D =


1 2 1 2

−2 −3 0 −5

4 9 6 7

1 −1 −5 5

.

Exercice 67. Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante :

A =


1 a a2 a3

a a2 a3 1

a2 a3 1 a

a3 1 a a2

 .
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2.2.5 Matrices et systèmes linéaires

Remarque 2.2.83. On peut réécrire un système linéaire
a11x1 + . . .+ a1pxp = b1
...
an1x1 + . . .+ anpxp = bn

comme une équation matriciellea11 . . . a1p
...

. . .
...

an1 . . . anp


x1

...
xp

 =

b1
...

bn


Dans la suite, on considérera les systèmes linéaires sous cette forme.

Définition 2.2.84. Soient A = (aij) ∈ Mn,p(K),B = (bik) ∈ Mn,q. La matrice aug-
mentée définie par A et B est la matrice de Mn,p+q(K), notée (A | B), obtenue par
concaténation de A et B i.e. (A | B) est la matrice (cij) définie par

∀i ∈ {1, . . . ,n}, ∀j ∈ {1, . . . ,p+ q}, cij :=

{
aij si j ≤ p

bij−p si j > p

Exemple 2.2.85. Si A =

(
1 2

3 4

)
et B =

(
5 6 7

8 9 10

)
alors

(A | B) =

(
1 2 5 6 7

3 4 8 9 10

)
.

Proposition 2.2.86. L’espace vectoriel des solutions du système linéaire de n équations à p

inconnues AX = 0 est de dimension p− rg(A).

Démonstration. Les solutions de AX = 0 sont les éléments du noyau de LA. On en
déduit donc, par le théorème du rang, que ces solutions forment un espace vectoriel de
p− rg(A).

Proposition 2.2.87. Soit AX = B un système linéaire de n équations à p inconnues.
— Le système linéaire n’admet pas de solution si, et seulement si, rg(A | B) > rg(A) (et

dans ce cas, rg(A | B) = rg(A) + 1.
— Le système linéaire admet au moins une solution si, et seulement si, rg(A | B) = rg(A).

Ces solutions s’écrivent comme l’ensemble des sommes de X0, une solution particulière
de AX = B, et des solutions du système homogène AX = 0. En particulier, si rg(A) = p

alors ce système a une unique solution.

Démonstration. Notons C1, . . . ,Cp les colonnes de A. Alors, pour tout X =

x1
...
xp

,

AX = x1C1 + . . .+ xpCp

Alors le système AX = B admet au moins une solution si, et seulement si, il existe
(x1, . . . , xn), x1C1 + . . .+ xpCp = B i.e. si, et seulement si, B ∈ im(LA). On en déduit
que c’est équivalent à rg(A | B) = rg(A). Comme rg(A | B) ≥ rg(A) alors le fait de ne
pas avoir de solution est équivalente au fait que rg(A | B) > rg(A).
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Dans le cas où AX = B admet une solution X0 alors les conditions suivantes sont

équivalentes pour un X =

x1
...
xp

 :

— AX = B = AX0 ;
— A(X−X0) = 0 ;
— X−X0 est une solution de AX = 0.

Remarque 2.2.88. Les opérations élémentaires de la proposition 1.5.6 sur les systèmes li-
néaires et les opérations élémentaires sur les lignes de la définition 2.2.77 correspondent.
La résolution du système AX = B peut se faire en réduisant la matrice augmentée
(A | B). Les opérations sur les colonnes de cette matrice n’ont pas de sens pour le
système linéaire associée.

Exemple 2.2.89. Considérons le système linéaire suivant
2t+ 3x+ 4y+ 2z = 11

2t+ 3x+ 6y+ 4z = 15

4t+ 7x+ 5y+ 5z = 21

8t+ 13x+ 15y+ 11z = 47

.

On étudie donc la matrice augmentée
2 3 4 2 11

2 3 6 4 15

4 7 5 5 21

8 13 15 11 47

 .

On a les équivalences suivantes (par opérations à gauche)
L1 2 3 4 2 11

L2 2 3 6 4 15

L3 4 7 5 5 21

L4 8 13 15 11 47

 ∼


L1/2 1 3/2 2 1 11/2

L2 − L1 0 0 2 2 4

L3 − 2L2 0 1 −3 1 −1

L4 − 4L1 0 1 −1 3 3

 ∼


L1 1 3/2 2 1 11/2
L3 0 1 −3 1 −1

L2 0 0 2 2 4

L4 0 1 −1 3 3



∼


L1 − 3/2L2 1 0 13/2 −1/2 7

L2 0 1 −3 1 −1

L3 0 0 2 2 4

L4 − L1 0 0 2 2 4

 ∼


L1 − 13/4L3 1 0 0 −7 −6

L2 + 3/2L3 0 1 0 4 5

L3/2 0 0 1 1 2

L4 − L3 0 0 0 0 0


On obtient donc que les solutions s’écrivent de la façon suivante

x

y

z

t

 =


−6

5

2

0

+ t


−7

4

1

1


avec t ∈ R (la variable libre du système qui vient de la dernière ligne nulle).

Construction 2.2.90. On peut aussi calculer l’inverse d’une matrice inversible A ∈ Mn(K)

avec des opérations élémentaires : en effet, pour calculer cet inverse, il suffit de connaître les
matrices A−1Ei avec 1 ≤ i ≤ n i.e. connaître les solutions des équation AX = Ei avec
1 ≤ i ≤ n. On regroupe ces équations dans la matrice augmentée (A | In).
Comme expliqué dans 2.2.80, on peut se restreindre dans notre cas, à faire uniquement des
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opérations sur les lignes ou sur les colonnes. Dans la suite, on fera sur les lignes. Ces opérations
sont décrites comme des multiplications à gauches par des matrices inversibles. Par 2.2.80, la
matrice augmentée (A | In) est équivalente à (In | B) où B ∈ Mn(K). Plus précisément, on a
une suite de matrices inversibles P1, . . . ,Pn telles que

(In | B) = Pn . . . P1(A | In) = (Pn . . . P1A | Pn . . . P1In) = (Pn . . . P1A | Pn . . . P1)

On en déduit donc que {
Pn . . . P1A = In

Pn . . . P1 = B

et donc que B est l’inverse de A. L’algorithme du pivot permet donc de calculer l’inverse d’une
matrice inversible.

Exemple 2.2.91. Soit

A =

1 2 −2

1 2 1

1 1 0

 .

On considère la matrice augmentée et les matrices qui lui sont équivalentes par opéra-
tions élémentaires :

(A | I3) =

L1 1 2 −2 1 0 0

L2 1 2 1 0 1 0

L3 1 1 2 0 0 1

 ∼

L1 1 2 −2 1 0 0

L2 − L1 0 0 3 −1 1 0

L3 − L1 0 −1 2 −1 0 1


∼

L1 1 2 −2 1 0 0

−L3 0 1 −2 +1 0 −1

L2 0 0 3 −1 1 0

 ∼

L1 − 2L2 1 0 2 −1 0 2

L2 0 1 −2 1 0 −1

L3 0 0 3 −1 1 0


∼

L1 − 2/3L3 1 0 0 −1/3 −2/3 2

L2 + 2/3L3 0 1 0 1/3 2/3 −1

L3/3 0 0 1 −1/3 1/3 0


On en déduit donc que A−1 =

−1/3 −2/3 2

1/3 2/3 −1

−1/3 1/3 0

.

2.2.5.1 Exercices

Exercice 68. Résoudre les deux systèmes suivants :
19t+ 9x+ 13y+ 30z = 0

22t+ 8x+ 9y+ 19z = 0

7t+ x− y− 4z = 0

et 
−3s+ t+ x− y− z = 0

t+ 2x− y+ z = 0

2s+ t + 2y = 0

s− t+ x− 2y+ 2z = 0.

Exercice 69. Pour quelles valeurs du paramètre t la matrice suivante est-elle inversible ?
Dans ce cas, déterminer son inverse.

At =

1 0 t

2 1 0

0 1 1

 .

Exercice 70. Montrer que ces matrices sont inversibles et donner leur inverse
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1. A =

1 1 2

1 2 1

2 1 1

 ;
2. B =


1 0 2 4

0 1 3 2

2 −1 0 3

4 −1 3 9

.


	Espaces vectoriels
	Groupes et corps
	Espaces vectoriels
	Sous-espaces vectoriels
	Familles libres, familles génératrices et bases
	Systèmes linéaires
	Théorie de la dimension

	Applications linéaires
	Applications linéaires
	Généralités
	Exemples d'applications linéaires : les projections et les symétries
	Applications linéaires en dimension finie

	Calcul Matriciel
	Généralités
	Matrices carrées
	Changement de bases
	Rang
	Matrices et systèmes linéaires



