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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Groupes et corps

Définition 1.1.1. Un groupe est la donnée d’un couple (G, -) out E est un ensemble et
:(xy) € GXG — x-y € G est une fonction (appelée loi de composition interne)
vérifiant les propriétés suivantes :
— Vx,y,z2€ G,(x-y)-z=x-(y-z) [laloi - est associative]
— de € G,Vx € G,x-e=e-x=x][laloi-aun élément neutre e]
— Vx € G,y € G,x -y =y - x = e [tout élément a un inverse pour la loi -]
Un groupe (G, -) est dit commutatif ou abélien si, de plus, pour tous x,y € G, xy = yx.

Remarque 1.1.2. On dira aussi qu’on munit 'ensemble G de la loi -.
Remarque 1.1.3. L'élément neutre est unique. Il en est de méme de l'inverse de n'importe

quel élément x.

Notation 1.1.4. Lorsqu’on écrira la loi du groupe par + (ce que l'on fera régulierement
dans ce cours), on écrira —x a place de x 1et0(oulg)ala place de e.

Exemple 1.1.5.

— (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Z/nZ,+) sont des groupes abéliens pour les lois
usuelles

— (Q\ {0}, x), (R\{0}, x), (C\{0}, x), (Z/pZ)\{0}, ) (avec p premier) sont des
groupes abéliens pour les lois usuelles.

— (Z\{0}, x) n’est pas un groupe (2 n'a pas d’inverse)

— Le couple (Bij(X), o) des bijections d'un ensemble X muni de la composition est
un groupe non-commutatif.

Remarque 1.1.6. Si (G, -) est un groupe (abélien) d’élément neutre eg et ¢ : G — H est
une bijection alors I'ensemble H muni de Ia loi
XpY=@ (@*1 (x)- 9! (y))

est un groupe (abélien) dont I'élément neutre est ey == @(eg). En effet,
— pour tout y1 = @(x1),Yy2 = @(x2) et y3 = @(x3) dans H,

)) . agoc

Y1 (Y29 Y3) = Y1 - ©(x2-%x3) = @(x71 - (x2 - X3 @((x1-%x2) - x3)

= @((x1-x2)) Y3 = (Y1 -y2) - ys3.
— pour touty = @(x) € H,

yrpen =00 o elec) = 0lx-eg) = o(x) =y = pleg x) = @leg) - P(x) = eyt g V.
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6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

— Tinverse de y = @(x) € Hesty’ = @(x ). En effet,

Yoy =00 gox ) =ek-x1) = pleg) =en = o(x

— Si G est commutatif alors H aussi : pour tout y; = @(x1),y2 € @(x2) € H,

- commut

Y1-Y2 = @(x1) - @(x2) = @(x1-%x2) Q(x2-x1) = @(x2) - @(x1) =Y2-0 Y1-

Définition 1.1.7. Soit (G, -g) un groupe. Un sous-groupe de G est la donnée d'un
groupe (H, -1) tel que:
— HCG;

— "H = "G|HxH-

On rencontrera souvent la formulation suivante : pour (G,:) un groupe et H un
sous-ensemble de G, est-ce que (H, -|1; 1) est un sous-groupe de (G, ) ?

Proposition 1.1.8. Soient (G, -) un groupe et H un sous-ensemble de G. Alors (H, 1) est
un sous-groupe de (G, -) si

— H#£0Q;

— ¥x,yeHxy ' cH.

Remarque 1.1.9. Pour la notation additive, cette condition devient Vx,y € H,x—y € H

Notation 1.1.10. Par abus de langage, on dira, quand le contexte est clair, que H est un
sous-groupe de G (ou (G, -)).

Définition 1.1.11. Un corps (commutatif) est un triplet (K, +, x) o1 K est un ensemble
et +, x : K x K — K sont deux lois de composition interne vérifiant les propriétés
suivantes :

— (K, +) est un groupe abélien.

— (K\ {0}, x) est un groupe abélien

— ¥x,y,z€ K, x X (y+2z) =x xy+x X z[x est distributive par rapport a +]

Exemple 1.1.12.
— (Q,+, %), (R, 4, x), (C,+, X), (Z/pZ,+, x) (avec p premier) sont des corps pour
les lois usuelles
— Si K est un corps alors I'ensemble des fractions rationnelles K(X) muni de la
somme et du produit usuels est aussi un corps.

Définition 1.1.13. Soit (IL,+, x) un corps. On dit que K est un sous-corps de L (ou
(L, +, x)) si

— K est un sous-groupe de (L, +);

— K* est un sous-groupe de (IL*, x);

Notation 1.1.14. Dans la suite, quand il n'y aura pas d’ambiguité, on notera les opéra-
tions d"un corps + et x.

x) = g o) =y

/

.y'
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1.2 Espaces vectoriels

Définition 1.2.1. Un espace vectoriel sur un corps K (ou K-espace vectoriel) est un en-
semble E muni d'une loi de composition interne + et d'une loi de composition externe
(A, x) € K x E — Ax € E satisfaisant les axiomes suivants :

— (E, +) est un groupe abélien,

— VA peK, Vx €E, (A+p)x =Ax + ux,

— VA €K, Vx,y €E, A(x+y) =Ax+ Ay,

— VA pekK, Vx € E, Aux) = (Ap)x,

— Vx € E, 1x = x (avec 1 neutre de la multiplication dans K).
On appelle les éléments de E des vecteurs, et ceux de K des scalaires.

Notation 1.2.2. Dans la suite, quand il n'y aura pas d’ambiguité, on écrira « K-espace
vectoriel E » ou méme « espace vectoriel E » a la place de (E, +, x).

Proposition 1.2.3. Pour tous \,n € Ketx,y € E,ona:
1. Acx=0 & A=00ux=0),
2. A—u)x = Ax — pux,
3. A(x—y) =Ax —Ay.

Démonstration. 1) Si A = Ok alors pour tout x € E,
Oxx = (O + O )x = Ox + O x

et on a donc Ogx = Og. De la méme fagon, si x = O¢ alors pour tout A € K,
AOg = A(Og +0g) = A0g + AOg

et on a donc A0g = Of.
Réciproquement, si Ax = 0 alors soit A = 0 soit

1 1 1
x=1x= (}\7\> X = XO\X) = XOE = Of.

2) Soient A, n € K et x € E. Alors
Ax = ((A=p) +p)x = (A — p)x + px.

On obtient le résultat en ajoutant —ux.
3) Soient A € K et x,y € E. Alors

Ax = A(x—y) +y) =Ax—y) +Ay.
On obtient le résultat en ajoutant —Ay. O

Corollaire 1.2.4. Pour toutx € £, —x = —1 - x.

Exemple 1.2.5. On munit K™ d'une structure de K-espace vectoriel avec les lois sui-
vantes (x = (X1,...,%Xn), Yy = (Y1,-..,Yyn)) € K" x K™ = x+y = (x1 +yY1,...,%Xn +
Yn)et (A, x=(x1,...,xn)) E KX K™ — Ax = (Axy,...,Axn) € K™ :
— (K™, +) est un groupe abélien : + est associative car 1'addition dans K 1est
(par définition), I'élément neutre est (0,...,0) et l'inverse de (x1,...,Xxn) est
(=Xx1,...,Xn);
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— Pour tout A, p € K, x = (x1,...,%xn),y = (U1,...,yn) € K™, on a les égalités
suivantes :

A+wWx=(A+wx1,..., A+ wWxn) = (Ax1 + ux1, ..., A%n + 1txn)
= (AX1, 0, A ) + (UXT7, .00, WX ) = AX + ux;
Ax+y)=Ax7 +Ay1, ..., A%n +Ayn) = (Ax1, ..., Axn) + (Ay1,...,Ayn)
= Ax + Ay;
Ap)x = ((Aw)xq, ..., Ap)xn) = (A(px1), ..., Alpxn))
= Ax1, ..o, mxn) = Alpx);
Ix=(Ix1,...,1xn) = (X1,...,Xn) =%

Exemple 1.2.6. Plus généralement, si (E1,+1,:1),...,(En,+n, n) sont des K-espaces
vectoriels alors on peut munir Eq X ... X En d'une structure de K-espace vectoriel par
les lois suivantes ((uy,...,un),(vi,...,vn)) € (E1 X ... X En) X (E1 X ... X En) =
(W +1vi,ee o, un+nvn) EEr X ... xEqnet (A (ug,...,un)) €E KX (B X... X En) —
(?\'1 u1,...,?\~nun) €E; X...XEpn.

Exemple 1.2.7. Si K est un sous-corps de (L,+, x) (par exemple, K = Q ou R et
IL =R ou C) alors IL a une structure de K-espace vectoriel pour les lois suivantes + et
(x,y) € Kx L +— x-y. Ces lois vérifient les axiomes d’espace vectoriel car elles vérifient
les axiomes de corps. Plus généralement, on peut « restreindre » un IL-espace vectoriel
en un K-espace vectoriel.

Exemple 1.2.8. On munit K! = %(I,K) = {f: I — K} (avec I un ensemble quelconque)
d’une structure de K-espace vectoriel avec les lois suivantes (f, g) € K! x KI — f+
g:x — f(x) +g(x) et (A, f) € K x Kl = (Af: x — Af(x)) € K :
— (K, +) est un groupe abélien : + est associative car ’addition dans K I'est (par
définition), 1’élément neutre est 0 : x — 0 et I'inverse de f € KI est x — —f(x);
— Pourtout A, n ek, f,ge Kletx €1 onales égalités suivantes :

(7\+u) (x) = A+ Wf(x) = Mf(x) + pf(x);
A(f+ g)l(x) = Al(f + g) ()] = A(f(x) + g(x])) = Af(x) +Ag(x);
[(A ) 10¢) = Allufl(x)) = Alu(f(x)) = (A)f(x);
fl(x) = 1(f(x)) = f(x).

On appellera aussi, selon le contexte, de telles fonctions « familles » d’éléments de
K indexées par I. On écrira alors (f(i))ic1 plutdt que f.

Cet exemple englobe plusieurs exemples d’espaces vectoriels :

— {0} =F(0,K)

— K™ = F({1,...,n},K) (chaque coordonnée est donnée par la valeur de la fonc-

tion en l'indice considéré);

— KN = {suites d’éléments de K}

On verra aussi que cela permet de munir l'espace des matrices d’une structure
d’espace vectoriel.

Remarque 1.2.9. On peut aussi, de la méme fagon, munir V! (ot V est un K-espace
vectoriel d'une structure de K-espace vectoriel.

Remarque 1.2.10. On fera attention au fait qu'une famille tient compte de l'ordre et
des répétitions : (1,—1,1), (—1,1,1) et (—1,1) sont trois familles différentes. Cela sera
important dans la suite quand on abordera les familles libres et les bases.
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Exemple 1.2.11. Soit (E, 4+, -) un K-espace vectoriel et F un ensemble avec une bijection
¢ : E — F. Alors le triplet (F,+¢, ), ot +¢ est défini dans la remarque et - est
la fonction K x F — F définie par

Apv=0e (?\-(p_](v))

est un espace vectoriel, défini par transport de structure sur F de la structure de E.
On sait que (F,+¢) est un groupe abélien (cf. [1.1.6). Montrons les autres axiomes :
— Soient y1 = @(x1),y2 = @(x2) € Fet A € K. Alors

Ao (Y1 +oY2) =A o @(x1 +%x2) = @(Alx1 +x2)) = @(A-x71 +A-X2)
=oA-x1)+e @A x2) =A oY1+t A Y2

— Soient y = @(x) et A, p € K. Alors
A+ oy=0(A+p) - x) =0 x+p-x)=0A-x)+o QLX) =AoYy+tHroy
A ey =@((An) - x) = @A (L-x)) =A-p (LX) =A-p (L oY)

— Soient y = @(x). Alors

T-oy=0(1-x) =0(x) =y.

Exercices

Exercice 1. Soit + : R? x R? — R?, ((x1,%2), (y1,Y2)) — (x1 +y1,x2 +ya) et - : R x
R? = R?%, (A, (x,y)) — Ax. Le triplet (R%,+,) est-il un R-espace vectoriel ?

Exercice 2. Soit ®:R-g x Rog — R-g, (x,y) — xyet - : R x Rog — Reg, (A, x) — x>,
Montrer que (R~, ®, -) est un R-espace vectoriel.

Exercice 3. Montrer que la commutativité de la somme peut étre déduite des autres
axiomes d’espace vectoriel.
Exercice 4. Soit (G, +) un groupe abélien.

1. Montrer que G peut étre muni d’au plus une structure de Q-espace vectoriel.

2. Montrer que pour que G puisse étre muni d’une structure de Q-espace vectoriel,
il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions :
— G est sans torsion (i.e. pour tout n € IN \ {0} et tout x € G tel que x # 0, on a
n-x #£0);
— G est divisible (i.e. pour tout x € G et tout n € IN \ {0}, il existe y € G tel que
X =ny).

Exercice 5. Soit (E, +, -) un R-espace vectoriel.
Montrer que E X E est un C-espace vectoriel pour 'addition

(oY) + Yy = x+xy+y")
et pour la loi de composition externe C x (E x E) — E x E définie par
(a+bi)cx,y)=(a-x—b-y, a-y+b-x).

Celui-ci est appelé complexifié de E.
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1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel. Une partie F C E est un sous-espace vecto-
riel (de E) si:

— F est un sous-groupe de E,

— VAeK, VxeF AxeF.

Proposition 1.3.2. Soit (E,+, x) un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.

Alors (F,+“E :FXF—=F, IP

FxF° “kxF : KX F—F)est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Les deux conditions pour étre un sous-espace vectoriel entraine que
I'on peut restreindre-corestreindre les deux opérations sur, respectivement, F x F — F
et K X F — F. De plus, F étant un sous-groupe de E, c’est donc un groupe, abélien en
restreignant les conditions données pour E sur F et de méme les quatre autres axiomes
sont vérifiées grace a '’hypothése sur E. O

Remarque 1.3.3. Tout sous-espace vectoriel de E contient 0. En effet, si on prend un
vecteur x € Falors 0 =0-x € F.

Exemple 1.3.4. Les sous-ensembles {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

Proposition 1.3.5 (Caractérisation pratique). Une partie F C E est un sous-espace vectoriel
si ef seulement si F £ @D et Vx,y € F, VA, pn € K, Ax+py € F.

Démonstration. Soit F un sous-ensemble de E. Supposons que F est un sous-espace vec-
toriel (qui est donc en particulier non-vide). Soit x,y € F et A, u € K. Alors Ax et py
sont dans F par la deuxieme condition et donc Ax + py puisque F est un sous-groupe
de E. Réciproquement, supposons que F # @ et pour tout x,y € F et tout A, p € K,
Ax+uy € F. Alors en particulier, pour tout x € F et tout A € K, Ax € F. De plus, comme
F est non-vide et que pour tout x,y € F, x —y =x+ (—1)y € F, F est un sous-groupe de
E. On en conclut donc que F est un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 1.3.6. — Comme le suggere la démonstration, on peut se contenter du cas
A =1 ou (exclusif!) p = 1.
— En général, on vérifie que 0 € F pour s’assurer que F # @ (a cause de|1.3.3).

Exemple 1.3.7. — F={(x,y) € R? | \/tx +42y = 0} est un sous-espace vectoriel de
R? car
e (0,0) EFcar /Tt x0+42x0=0
e Soient u = (x,y),v = (x',y’) € Fet A € K. Alors /rtx +42y = 0 et \/7ix’ +
42y’ = 0. On en déduit donc que u+Av = (x + Ax’,y + Ay’) € F puisque

Valx + M)+ 42y +Ay) = (Vx +42y) + AV +42y”) =0+ A0 = 0.

— F={(x,y) € R? | y = x+ 1} nest pas un sous-espace vectoriel car (0, 1) et (—1,0)
sont dans F mais (—1,1) = (0,1) + (—1,0) € F. C’est une droite affine.

— F={(x,y) € R? | xy = 1}U{0} car (1,1) et (—1,—1) sont dans F mais (0,0) =
(1, +(-1,-1)¢F.

Avertissement 1.3.8. On verra dans la suite que les sous-espaces vectoriels sont, en fait,
les zéros des applications linéaires. Cependant, on peut présenter un sous-espace vec-
toriel comme les zéros d"une fonction non-linéaire. Le sous-ensemble F = {(x,y) € R? |
x2 =0} est un sous-espace vectoriel de R? (c’est en fait {(x,y) € R? | x = 0}).

Avertissement 1.3.9. Pour montrer qu'un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel, on
utilise qu’il vérifie la caractérisation et pour montrer que ce n’en est pas un, on utilise
un contre-exemple. Un calcul qui ne conclut pas ne permet pas d’affirmer que ce n’est
pas un sous-espace vectoriel.
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Exemple 1.3.10. On montrera dans la suite (ou dans les exercices du TD) que les sous-
espaces vectoriels de R? sont {0}, les droites linéaires et RZ.

Exemple 1.3.11. Soit I un ensemble. Considérons le sous-ensemble K(I) des fonctions
I — K a support (les éléments de I qui n’annulent pas la fonction) fini i.e.

KU ={f:1— K| Card({i € 1| f(i) # 0}) < 00).

C’est un sous-espace vectoriel de K! :
— Og € K car 0 est de support vide.
— Soient f,g € K et A € K et notons F, G leur support. Alors le support de f +Ag
est inclus dans FU G (car sinon on additionne 0) et est donc fini i.e. f+Ag € K(1).
En particulier, K[X] = KM est un K-espace vectoriel.

Exemple 1.3.12. Soit n € IN. Considérons le sous-ensemble K< [X] (ou K [X]) des
polynémes de degré inférieur (ou égal) a n. C’est un sous-espace vectoriel de K[X] :
— 0 est de degré inférieur a n (par convention, deg(0) = —o0);
— Soient P et Q deux polynomes de K< [X] et A € K. Alors

deg(P +AQ) < max(deg(P),deg(AQ)) < max(deg(P),deg(Q)) <n

et donc P+AQ € K<, [X]

Proposition 1.3.13. Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
F N G est aussi un sous-espace vectoriel de E. Plus généralement, si (Fy)ic1 est une famille de
sous-espaces vectoriels de E alors ;<1 Fi est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Comme 0 € F; pour tout i € I alors 0 € ;¢ Fi. Soient u € N Fi,
v € Nier Fi et A € K. Alors pour tout € I, u,v € F;. Comme les F; sont des sous-
espaces vectoriels de E alors u+ Av € F; pour tout i. Ainsi, w+Av € N1 Fi. O

Avertissement 1.3.14. L'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas (en général) un
sous-espace vectoriel. On pourra considérer I'union de deux droites distinctes pour le
VOIr.

Proposition 1.3.15. Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors F+ G ={u+v|u € F,v € G} est un sous-espace vectoriel de E (contenant F et G).

Démonstration. Comme 0 € Fet0 € G alors 0 =0+ 0 € F+ G. Soient u+v,u’ +v' €
F+ G et A € K. Alors

u+v+Au +v) = (u+Au )+ v+

Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels alors u+ A’ € Fetv+Av € G et
donc u+v+A(u'+v’) € F+ G. On en conclut donc que F+ G est bien un sous-espace
vectoriel de E. O

Définition 1.3.16. Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de
E. L'espace vectoriel F+ G est appelé sous-espace vectoriel somme de F et G. Si, de plus,
FN G = {0}, on dit que cette somme directe et on la note F® G. Si F® G = E alors on
dit qu’ils sont supplémentaires.

Remarque 1.3.17. 1l ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire. Le com-
plémentaire d'un espace vectoriel n’est jamais un espace vectoriel car ne contient pas 0.
De plus, un supplémentaire d'un espace vectoriel n’est pas unique :

R* ={(x,y) [ x =0} &{(xy) ly =0} ={(x,y) Ix=0}&{(x,y) | x+y =0}
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Proposition 1.3.18. Soit E un espace vectoriel. Soient Fq, ..., Fn des sous-espaces vectoriels.
Alors

n
ZFi ={x1+...+xn |Vie[l,n],x; € F}
i=1
est un sous-espace vectoriel de E.
Démonstration. C’est la méme démonstration que(1.3.15 O

Définition 1.3.19. L'espace vectoriel ) ' ; F; est appelé espace vectoriel somme de
Fi,..., Fn.

Proposition 1.3.20. Soit E un espace vectoriel. Soient Fy,...,Fn des sous-espaces vectoriels.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tout vecteur x € Y i, s'écrit de fagon unique sous la forme x = x1 + ...+ xn avec
xi € Fy;

2. V(X1 xn) EF XX F, X1+ xn=0=>Vie [1,n],x; =0;

3.¥ke{l,...,n—=1, Y5  FinFq = {0}

Démonstration. 1) = 2) : Supposons 1). Soit (x1,...,xn) € F1 X ... X Fy tel que x1 +
vo.+xn = 0. Comme 0 = 0+...+0 et que pour tout i, 0 € F; alors par unicité de
I"écriture, x; = 0.

2) = 3) : Supposons 2). Soit k € {1,...,n—1} et soit x € Zlf:] Fi N Fxiq. Alors on
peut prendre (x1,...,xy) tel que pour tout i, x; € F; et

X =%X1+...+Xk.

etdonc —x7 —...—x —x =0 d’out x = 0 (par 2)).
3) — 1) : Supposons 3). Soit x € E et considérons deux écritures de x comme somme
d’éléments de F; :
Xx=x1+...+xn =Yy +...+yn.

On a donc
n—1

Fndyn—xn=x1—yr1+...+Xn-1—Yn-1 € Z Fi
i=1
Par 3), on a yn —xn = 0 et donc yn = xn. On peut itérer ce raisonnement pour montrer
que pour tout k < n, xx = Yy et donc l’écriture est unique. O

Définition 1.3.21. On dit que les F; sont en somme directe et on nota ;" ; F; ou
Fi®...0F,.

Proposition 1.3.22. Soit E un espace vectoriel et A C E une partie. Alors il existe un (unique)
plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

Démonstration. Soit F l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant
A. C’est un sous-espace vectoriel contenant A. Soit G un sous-espace vectoriel de E
contenant A. Alors F C G car une intersection d’une famille d’ensembles est contenu
dans chacun de ces ensembles. O

Définition 1.3.23. On appelle cet espace vectoriel le sous-espace vectoriel engendré par
A et on le note Vect(A)

Remarque 1.3.24. Si A est un sous-espace vectoriel alors Vect(A) = A.

Exercices

Exercice 6. Dessiner les sous-ensembles formés des couples (x,y) de nombres réels
vérifiant les conditions suivantes et vérifier s'ils sont des sous-espaces vectoriels de R? :
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1. 3x—2y=0 4. x2+y2 =0 7. X2+4y2 =4xy
2. xy=0 5.y =2x? 8. x>0
3. x*+y? =1 6. x+yl =0 9. 3ceR, x5 +y% =’

Exercice 7. Décider si les sous-ensembles suivants de IR? sont des sous-espaces vecto-
riels.

1. Vi ={(x,0) | x € R} 4. V4 ={(x2—x,—x%2+x) | x € R}
2. Vo ={(x,—x) | x € R} 5. Vs ={(x>—x,x3—x) | x € R}
3. V3 ={(3x—y,2x+5y) | x,y € R} 6. Vg ={(x—1x],2x) | x € R}

Exercice 8. Soit m un parametre réel. Montrer que les triplets réels de la forme (x,y, m)
forment un sous-espace vectoriel de R? si et seulement si m = 0.

Exercice 9. Soient a,b,c,d quatre réels. Quelle condition doivent satisfaire ces réels
pour que les (x,y,z) € R3 tels que ax + by + cz + d = 0 forment un sous-espace vecto-
riel de R3 ? Donner une interprétation géometrique du sous-espace vectoriel obtenu.

Exercice 10. (*) On considere le K-espace vectoriel E = K. Quels sont les sous-espaces
vectoriels de E? Méme question pour E = K2.
Exercice 11. (¥)

1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. Démontrer
que FU G est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, FC Gou G C F.

2. Soit (F;)ie1 une famille non-vide de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vec-
toriel E. On suppose que pour tout (i,j) € 12, il existe k € I tel que
F U Fj C Fy.
Démontrer que U F; est un sous-espace vectoriel de E.
i€l
3. (**) Etudier la réciproque.

Exercice 12. Soit n € IN \ {0}. Etablir si les sous-ensembles de K<, [X] suivants sont des
sous-espaces vectoriels de K< [X] :

1. A={P € K<n[X]|P(0) =0} 2. B={P € K<n[X|P' =0}

Exercice 13. Les sous-ensembles de R<3[X] suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels
de R<3([X] ? Donner la forme des coefficients des éléments de E et F & supposer qu'ils
soient des sous-espaces vectoriels de R<3[X].

1. A={P|P(3)=2P(1)} 4. D ={P |t P'(t) est une fonction paire}
2. B={P|P(2) =2} 5. E={P|P(-2)=P(2) =0}
3. C={P|P(5) =0} 6. F={P|XP' =P}

Exercice 14. 1. Parmi les sous-ensembles suivants de % (IR,IR), lesquels sont des

sous-espaces vectoriels ?
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(@) les fonctions croissantes; (h) les fonctions T-périodiques avec T >
(b) les fonctions bornées; 0 fixé;

(c) les fonctions positives; (i) les fonctions périodiques;
(d) les fonctions continues;

(e) les fonctions injectives; (j) les fonctions n fois dérivables;

(f) les fonctions qui s’annulent en un (k) les fonctions solutions de 1'équation
point x € R fixé; différentielle y” + a(x)y’ + b(x)y =

(g) les fonctions qui s’annulent en tout 0, a et b sont deux fonctions conti-
neN; nues.

2. Montrer que le sous-ensemble des fonctions paires et celui des fonctions impaires
sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de # (IR, R).

3. Montrer que les sous-ensemble des fonctions s’annulant en 1 et celui des fonc-
tions linéaires sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de (IR, R).

Exercice 15. Soit n € IN. Soient H le sous-ensemble de K™ défini par
H={(x1,...,xn) €EK" | x1 +...+xn =0}

etu=(1,...,1). Montrer que H et Vect({u}) sont supplémentaires de K™.
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1.4 Familles libres, familles génératrices et bases

Définition 1.4.1. Soit (xi)ic1 une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E. Une
combinaison linéaire des (xi)ic1 est un vecteur de la forme ) ;-;Aixi, ot la famille
(A)ier € KW est a support fini (tous les A; sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux).

Ainsi, la somme considérée revient a une somme finie qui appartient donc a E. Sans
structure supplémentaire sur E, on ne peut pas donner du sens a une somme infinie.

Remarque 1.4.2. En particulier, chaque élément x; de la famille (x;)ic1 est une combi-
naison linéaire de cette famille (on prend 0 partout sauf en i et 1 en 1).

Remarque 1.4.3. Rappelons qu'une somme vide (i.e. si I = @) est nulle

Exemple 1.4.4 (Cas d’une famille finie). Une combinaison linéaire des (x1,...,xn) est
un vecteur de la forme A1xq + - - - + Anxn avec A; € K.

Lemme 1.4.5. L'ensemble des combinaisons linéaires d'une famille de E est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration. Soit (xi)ic1 une famille de E.

En prenant la combinaison linéaire nulle (i.e. A; = 0 pour tout i) ou la remarque [1.4.3]
(si I = @), on obtient que cet ensemble contient 0. De plus, si }_ Aix; et D> pyx; sont
deux combinaisons linéaires et « € K alors

Z Aixi + CXZ Wixq = Z(M + oy )xq

est aussi une combinaison linéaire (car (A; + ap;)ier € K). C’est donc bien un sous-
espace vectoriel de E. O

Proposition 1.4.6. Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. Alors Vect(A) est I'ensemble
des combinaisons linéaires de la famille (a)geAa.

Démonstration. Comme A C Vect(A) alors toutes les combinaisons linéaires de (a)qca
sont contenues dans A. De plus, comme 'ensemble des combinaisons linéaires est un
sous-espace vectoriel de E contenant A et que Vect(A) est le plus petit d’entre eux alors
Vect(A) est contenu dans 'ensemble des combinaisons linéaires, ce qui montre leur
égalité. O

Corollaire 1.4.7. Soient E un espace vectoriel et A, B deux parties de E. Alors Vect(A UB) =
Vect(A) + Vect(B).

Démonstration. Comme A C Vect(A) et B C Vect(B) alors A UB C Vect(A) + Vect(B) et
donc comme Vect(A) + Vect(B) est un sous-espace vectoriel de E alors Vect(A UB) C
Vect(A) 4 Vect(B). Réciproquement, un élément de Vect(A) + Vect(B) s’écrit, grace a la
proposition sous la forme suivante :

ZAaa+Zubb: Z Aqa+ Z (Ac +pcle+ Z Hpb

acA beB acA\B ceANB beB\A

ott Aa) € K et (up) € KB) (car A= (ANB)U(A\B)etB=(ANB)U(B\A).De
plus, comme AUB =ANBU(A\B)U (B\A) alors on a bien obtenu une combinaison
linéaire de la famille des éléments de A UB et donc Vect(A UB) D Vect(A) + Vect(B). O

Corollaire 1.4.8. Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
Vect(FUG) =F+G.
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Définition 1.4.9. La famille (xi)ic1 est dite liée s'il existe une combinaison linéaire non
triviale qui donne le vecteur nul, c’est-a-dire

IA)ier € KN}, D Aixi =0.

Exemple 1.4.10 (Cas d’une famille finie). La famille (x1,...,xn) € E™ est liée s'il existe
(A, oo An) #(0,...,0) tel que Y 4 Aixy =0.

Exemple 1.4.11.  — Une famille contenant 0 est liée car on peut prendre les coeffi-
cients valant 1 sur le 0 et O sur les autres vecteurs de la famille.
— Une famille contenant deux fois le méme vecteur est liée car on peut prendre les
coefficents 1 et —1 sur ces vecteurs et 0 sur les autres vecteurs de la famille.
— Une famille a deux éléments (u,v) est liée si, et seulement si, u et v sont coli-
néaires. C’est faux s’il y a plus d’éléments.
— La famille ((1,1,1),(1,2,3),(3,2,1)) est liée car

4(1,1,1)—(1,2,3)—(3,2,1) =0

Proposition 1.4.12. Une famille est liée si et seulement si l'un des vecteurs peut s’écrire comme
combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soit (xi)ic1 une famille. Si cette famille est liée alors il existe des coeffi-
cients (Ai) non tous nuls tels que

D A =0. (1.1)

icl

Comme la famille (A;) est non-nulle, on peut choisir un j € I tel que A; # 0. Ainsi,
on peut écrire 1'égalité (I.I) sous la forme

A:
— Z }%Xi = Xj. (12)
tengy
O
Proposition 1.4.13. Toute sur—familleﬂ d’une famille liée est liée.

Démonstration. Soient (x{)ie1 une famille liée et (xi)icj une sur-famille (ainsi, I C J).
On peut fixer (Ai)icr tel que )} Aix; = 0. On peut compléter cette famille en une famille
(non triviale) (A;)iecj par Ay = 0 pour i € J\ I) et donc

Z Aixi =0

j€]
Cela montre donc que (x)iej est une famille li¢e. O

Définition 1.4.14. Une famille est dite libre si elle n’est pas liée. Les vecteurs d’une
famille libre sont dits linéairement indépendants.

Proposition 1.4.15. La famille (xi)ic1 est libre si

V) € KM, Y Ay =0= Vie LA =0.
iel

1. une sur-famille d"une famille (x{)ic est une famille (x;)icy avec I C J.
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Démonstration. Par définition, une famille (x;) est libre si elle n’est pas liée et donc si
V) € KID\{0L Y Apxg #0
iel

On en déduit donc que si, pour une famille (A;), > ;<1 Aixqy = 0 alors la seule possibilité
est que tous les coefficients (A;) sont nuls.
O

Proposition 1.4.16. Toute sous—familleE] d’une famille libre est libre.
Démonstration. Soient (xi)ic1 une famille libre et (x{)icj une sous-famille (J C I). Soit
(Ai)iej des coefficients tels que
Z 7\1)(1 =0
ig]
On peut compléter cette famille de coefficients (Ai)ic1 avec Ay = 0 pour I\ ] et donc
Z }\ixi =0
iel

Comme la famille (xi)icy est libre alors tous les coefficients A;,i € I sont nuls. En
particulier, les coefficients A;,1 € ] sont nuls. On en déduit donc que la famille (x;)icj
est libre. 0

Exemple 1.4.17 (Cas d’une famille finie). La famille (x1,...,xn) € E™ est libre si
> 1 Aixi = 0 implique que tous les A; sont nuls.

Exemple 1.4.18. Considérons une famille ¥ = (x1,...,%p) de vecteurs de K™ (avec
p<mn)oupouriec{l,...,p},
i
Xi = (Or' . '/0/1/ “i,i+]/' . '/“i,n)

avec i € K. La famille & est libre.
Soient Ay, ..., A, € K telle que

AMXq —|—...—|—7\po =0.

C’est-a-dire

k—1 p—1
0= [ A, Mviz+ A2, A+ D Aving e Ap + ) AV, %000, %

i=1 i=1

On a d’abord Ay = 0. Supposons que l'on a montré que A\ = ... = A = 0 pour
k < p. Alors comme Ay 1 + Z]f:] AiViki1, on obtient Ay, 1 = 0. On en déduit donc
A1 =...=Ap =0 et donc que la famille & est libre.

Proposition 1.4.19. Une famille (infinie) est libre si, et seulement si, toutes ses sous-familles
finies sont libres.

Démonstration. L'implication vient du fait qu'une sous-famille d’une famille libre est
libre et la réciproque vient du fait qu'une combinaison linéaire est toujours une somme
finie. O

Lemme 1.4.20. Soit (xi)ie1 une famille libre de E et x € E\ Vect({xi,1 € I}). Alors la famille
(xi)ie1ugs) (00 x4 = x) est libre.

2. une sous-famille d'une famille (x;)ic1 est une famille (x;)icy avec J C L.
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Démonstration. Soit (Ai)icrui« une famille de coefficients telle que

Z ?\ixi =0

ieIu{*}

Si A, # 0 alors on obtiendrait
A
AP B
iel

ce qui n’est pas possible puisque x & Vect({x;,1 € I}). Donc A, = 0 et donc

Z ?\ixi =0.

iel
Comme la famille (x)ic est libre alors A; = 0 pour tout i € I. Ainsi on a montré que

Ay = 0 pour tout i € [U{x} et donc la famille (x;)ic1y(} est libre. O

Définition 1.4.21. Soit E un espace vectoriel. Une famille (x;)ic1 est dite génératrice de
E si elle engendre E, c’est-a-dire E = Vect({xi,1 € I}) ou encore que tout élément de E
s’écrit comme une combinaison linéaire de (xi)icr.

Remarque 1.4.22. La notion de famille génératrice est toujours relative a un espace am-
biant E. On dira donc toujours « génératrice de » 1’espace considéré et jamais juste
« génératrice ».

Proposition 1.4.23. Une surfamille d'une famille génératrice de E est génératrice de E.

Démonstration. Soit & = (e;)ic1 une famille génératrice de E et # = (ey)iej une surfa-
mille (I C J). Soit x € E. Alors comme & est une famille génératrice de E alors il existe

(M)ier € KW telle que
X = Z ?\iei.

iel

Soient (pi)iey € KU tel que

. A; sije]
Vi€l w= { ) )
0  sinon.
Alors
X = Z Ll]' ej
€]
et donc (e;)jcj est une famille génératrice. O

Proposition 1.4.24. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, (xi)iec1 une famille géné-
ratrice de F et (y;)jey une famille génératrice de G. Alors la famille (zy)xe1uy définie par

diel
VkeTUJ,z =4 oS
yjsije]

est une famille génératrice de F + G.

Démonstration. Cela découle du corollaire [.4.7:

Vect({zy, k € IUT}) = Vect({xi,i € I}) + Vect({y;,j € J}) =F + G.
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Définition 1.4.25. Soit E un espace vectoriel. Une base de E est une famille libre et
génératrice de E.

Remarque 1.4.26. On peut faire la méme remarque pour les bases : c’est « base de ».

Théoreme 1.4.27. Soit E un espace vectoriel. Une famille B = (ey)ie1 est une base de E si,
et seulement si, tout vecteur x € E s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire des e,

c’est-a-dire :
X = E ?\iei
iel

avec (A\)ier € K1,

Démonstration. Soit B = (ej)ie1 une famille de vecteurs. Si % est une base de E alors
c’est une famille libre et génératrice de E. Comme elle est génératrice de E alors E =
Vect({ei,1 € I}) et donc tout élément s’écrit comme une combinaison linéaire de A.
Montrons maintenant l'unicité : si x = >_Aje; = >_ pie; alors

Z(M —piley =0.

Comme la famille & est libre alors pour tout i € I, Ay —py = 0 ie. pour tout i € I,
AL = Hi.

Réciproquement, si tout élément de E s’écrit de facon unique comme une combinaison
linéaire de 9% alors en particulier 9% est génératrice de E. De plus, comme 0 s’écrit
de fagon unique comme une combinaison linéaire de (x;)ic1 alors toute combinaison
linéaire de (xi)icr valant 0 est la combinaison linéaire triviale i.e. la famille (x;) est
libre. O

Définition 1.4.28. Les coefficients A; sont les coordonnées de x dans la base %.
Avertissement 1.4.29. L'ordre des vecteurs dans une base est important dés qu’on parle
de coordonnées.

Avertissement 1.4.30. Les espaces vectoriels n’ont (en généralEl) pas qu’'une base. On fera

donc attention a ne pas écrire « la base de E ».

Corollaire 1.4.31. Si E a une base finie (x1,...,xn) et Iy,..., Iy est une partition de [1,n]
(ie. [1,n] = U}‘:1 I et Iy N 1j = @ pour tout i # j) alors

k
E= @Vect(xi,i € L.
j=1

Démonstration. C’est une réécriture de [1.4.27] et O

Exemple 1.4.32. Soit n € IN \ {0}. Pour i € {1,...,n}, on notera e; le vecteur (0, .. .,O,%
,0,...,0). La famille (eq,...,en) est une base de K™ : c’est une famille libre car elle est
échelonnée (cf. exemple(1.4.18) et est génératrice de K™ car pour tout x = (x1,...,xn) €

K™,
X = Z Xi€jy.
iel

Cette base est souvent appelé « base canonique » de K™

3. l'espace vectoriel {0} a une unique base @ pour n’importe quel corps et Z/2Z, comme Z/2Z-espace

vectoriel, n’a qu'une base : (1).



20 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Exemple 1.4.33. Soit I un ensemble non-vide. Notons e; la fonction I — K telle que

. 1sii=j
ei(j) ;:{ . J
0 sinon.

C’est une famille libre : soit (A;)ier € K tel que
Z )\iei =0.
iel
Alors pour tout j € I, ;-1 Ajei(j) = 0. Ainsi, pour tout j € J,

OZZ}\iei(j):)\jej(j)+ Z Aiei = Aj.

iel ie\{j}

C’est une famille génératrice de KW :soit A== (A;) € KD, Alors

A= Z )\iei.

iel

(car }_;crAiei(j) = A).
C’est donc une base de K1,
En particulier, K[X] admet pour base la famille (X™)neN-

Avertissement 1.4.34. Si I est infini alors cette famille n’engendre pas K!. En effet,
une combinaison linéaire (et donc une somme finie) de e; ne peut pas avoir une in-
finité de valeurs non-nuls. En particulier, la fonction constante valant 1 n’est pas dans
Vect({e;, 1 € I}).

Exemple 1.4.35. Soient E,F deux espaces vectoriels, % = (ej)icr une base de E et
% = (fj)je; une base de F. L'espace E X F est un espace vectoriel (cf. et admet
pour base

D = (ey x {0}, i€ L{0} x fj,j €]).

En effet, c’est une famille libre : pour ((Ai), (Kj)) € K x KU tels que
Z ?\iei X {O}+ Z H){O} X f) =0.
i€l j€]
et donc
Z?\iei,z }Ljfj =0
iel je]
On en déduit donc les deux égalités suivantes
Z?\iei =0et Z Wty = 0.
iel je]

Comme % et € sont deux familles libres alors A; = 0 pour tout i € I et u; = 0 pour
toutj € J.

C’est aussi une famille génératrice de E x F: soit (x,y) € E x F. En particulier, x € E
ety € F. Comme (e;) est une famille génératrice de E et (f;) est une famille génératrice
de F alors on a une famille de coefficients (A;) € K1) et (W) € KUJ) telle que

y) =D Aew Y uifs

icl jeJ



1.4. FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES ET BASES 21

On en déduit donc que

oy = D Aew Y nify

iel jeJ
= (Z Aiei, 0) + O,Z ijj
icl je]
= Nieg x{0}+ ) {0} x 5,
iel je]
ce qui permet de conclure.

Exemple 1.4.36. Soient E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E
en somme directe. Soient (x;)ic1 et (yj)jej une base de E et de F.

Alors la famille (zy )y e1j définie par
siiel
VkeluJ,z =4 W5 E
yjsije]

est une base de F @ G. Elle est generatrlce par [1.4.24, Montrons qu’elle est libre. Soient
(M)ier € KW et (15)5¢7 € KU telles que

Z?\ixi—i—Zujy]- =0
iel j€]

la premiere somme étant dans F et la deuxiéeme dans G alors comme F et G sont en
somme directe, on en déduit que

Z?\ixi =0= Z U'jyj-
iel jeJ
Comme les familles (e;) et (f;) sont libres alors

Vie LAj=0etVje],u=0,

ce qui permet de conclure.
Plus généralement, si les F; sont en somme directe, une base de @i F; est la
concaténation de base des F;.

Corollaire 1.4.37. Soit & = (xi)ie1 une famille de vecteurs de E. Notons @g la fonction
K — E définie par
oz ((Aier) Z Aixi.

iel
1. VAier ()ier € KD, Va € K, oz (Ai) + a(pi)ier) = @5 (M) + oz ((14))
2. @g est injective si, et seulement si, F est une famille libre;
3. @g est surjective si, et seulement si, F est une famille génératrice de E ;
4. @g est bijective si, et seulement si, F est une base de E.

Démonstration. 1) Déja fait.
2) Supposons @g injective. Soit (Aj)ier € KW tel que

Z?\iXiZOZZOXi

icl iel
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Alors par injectivité de @g, (A;) =0.
Supposons que & est libre. Soient (A;)ic1 et (1i)ie1 dans KW tels que

¢z ((M)) = oz (1))

Par le point 1), on déduit que cela revient a écrire que
ez ((M—ni)) =0

ou encore

Z(M —pi)xy =0

iel
Comme la famille (x;) est libre alors A; = p; pour tout i. On en déduit donc l'injectivité
de @«.

3) La fonction est surjective si, et seulement, pour tout x € E, il existe (A;)icr tel que
@7 ((A1)) = x si, et seulement si, pour tout x € E, il existe (Aj)icr tel que ) ;1 Aixi =%
si, et seulement si, # est une famille génératrice de E.

4) Cela découle des deux résultats précédents. O

Théoreme 1.4.38 (Théoreme de la base incomplete (version forte)). Si & est une famille
génératrice de E et & une famille libre, alors il existe une sous-famille F de G \ QE] telle que
£ U FPlsoit une base de E.

Démonstration. Supposons que ¥ est ﬁnielﬂ La construction se fait de facon algorith-
mique|’|:

— Si & n’est pas génératrice de E alors on peut choisir un élément g dans & qui ne
soit pas une combinaison linéaire de Z (car & est générateur de E). On obtient,
grace au lemme|[1.4.20] une famille libre &£ U (g). On revient ensuite au début du
point.

— Si Z est générateur de E alors c’est une base de E

Cela finit en un nombre fini d’étapes puisque & est génératrices et finie. O

Lemme 1.4.39. Avec les mémes notations que I'espace vectoriel L des combinaisons
linéaires de & et F, celles de &, sont supplémentaires.

Démonstration. Notons & = (xi)iec1 et F = (yj)jej. Alors, comme B = £ U F est une
base de E,

E = Vect({xi,1 € }U{yj,j € J}) = Vect({xi,i € I}) + Vect({y;,j € J})) =L+F
De plus, si x € LN F alors x s’écrit de la fagon suivante :

x=) Mxi=) Wy
ou (M) e KD, (k) € KU). On en déduit donc que

0= NXi—) 1y;

Comme la famille & est libre alors les A; et p; sont nuls et donc x = 0. Ce qui montre
que E =L@ F et donc L et F sont supplémentaires. O

4. c’est une abus de langage pour dire que c’est la plus grande sous-famille de & ne contenant pas
d’éléments apparaissant dans &

5. 51 Z = (xi)ier et F = (yj)jey alors ZUF = (zx)keruy ol zi =Xk sik € letzy =yx sik € ]

6. le cas général nécessite I'axiome du choix

7. on utilise le principe du tiers exclus
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Corollaire 1.4.40. Toute famille libre peut étre complétée en une base.

Démonstration. Soit & une famille libre. Comme (e).cg est une famille génératricelﬂ de
E alors grace au théoreme de la base incompléte, on peut trouver une sous-famille &
de (e)ecr \ Z tel que &£ U F soit une base de E. O

Corollaire 1.4.41. On peut extraire une base de € d’une famille génératrice de E.

Démonstration. Soit ¥ une famille génératrice de E. Comme @ est une famille libre alors
par le théoreme de la base incomplete, il existe une sous-famille de & qui est une base
de E. 0

Corollaire 1.4.42. Tout espace vectoriel admet une base.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel. Comme @ est une famille libre de E et (e).cE
est une famille génératrice de E alors par le théoréeme de la base incomplete il existe
une sous-famille & de (e).ct qui soit une base de E. O

Corollaire 1.4.43. Tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Par
on peut trouver une base %r de F. C’est une famille libre de E qu’on peut compléter
grace a en une base B = Br UF de E. L'espace vectoriel V des combinaisons
linéaires de & est un supplémentaire de F (cf. [1.4.39). O

Corollaire 1.4.44. Une famille est une base si et seulement si elle est libre maximaleﬂ ou
génératrice minimale de E

Démonstration. Si une famille % = (ey)ic1 est une base de E alors elle est libre.

Soit # = (ei)icj une sur-famille de % avec I # J. Soit j € J\ I. Comme % est une
famille génératrice de E alors x; s’écrit comme une combinaison linéaire de % et donc
F n’est pas libre. De la méme, une base de E est générateur de E. Soit ¥ = (ej)jcj une
sous-famille de % avec ] C 1. Supposons-la génératrice de E. Soit j € I'\ ]. Le vecteur x;
s’écrit donc comme une combinaison linéaire de # i.e. il existe (A;) € KU tel que

X]‘ = Z )\ixi,
i€]

ce qui est impossible par liberté de 3.

Réciproquement, considérons une famille & est libre et maximale (resp. & généra-

trice et minimale). Par [1.4.40| (resp. [1.4.41) , on peut la compléter (resp. extraire) & en
une base de E. Par maximalité de & (resp. minimalité de ¥), on en déduit que B = &

(resp. B =9). O

Exercices

Exercice 16. Pour chacune des familles suivantes de vecteurs de R3, dire si elle est libre,
génératrice de R3, une base de IR3, et donner une base de I'espace vectoriel engendré.
1' (V]/V2/V3) avec vy = (_1/ 1/ 1)/ V2 = (11_]/ ])/ V3 = (1/ 11_1 )
2. (v1,v2,v3) avecvy = (1,1,1),vo> =(1,2,3),v3 = (3,2,1).

8. si on ne veut pas utiliser ’axiome du choix, on peut ajouter 'hypothese de 1'existence d'une famille
génératrice finie
9. au sens que n'importe quelle sur-famille (# Z) n’est plus libre
10. au sens que n'importe quel sous-famille (# £) n’est plus génératrice de E
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3. (vy,v2) avec vy =(1,0,1), v2 = (3,0,3).
4. (v1,v2,v3,v4) avecvy = (1,2,3),v2 = (2,3,1),v3 = (3,2,1), v4 = (1,1,1).

Exercice 17. Dans un espace vectoriel E, on considére des vecteurs u, v, w et w’ de E
tels que 2u+v = w et 5u+ 3v = w’. Déterminer u et v en fonction de w et w’.

Exercice 18. Pour quels m € R, les familles ((1,3),(1—m,9)), (1 +m,1—m), (1 —
m,1+m)) et ((1,0,—2),(1,3,—1),(3,3, m? +6m)) sont-elles des bases de R? ou de R3 ?
Exercice 19. Soit V C K3 l'espace vectoriel défini par I'équation x +y +z = 0.

1. Trouver une base de V et justifier que c’en est une.

2. Est-ce que toute personne répondant a cette question, produira-t-elle la méme
base ? Que peut-on conclure concernant une notion de “base naturelle” pour un
sous-espace vectoriel ?

Exercice 20. Soient u = (1,2,3,4) etv = (1,-2,3,—4) dans R*.

1. Existe-t-il x,y € R tels que (x,1,y,1) € Vect(u,v)?
2. Existe-t-il x,y € R tels que (x,1,1,y) € Vect(u,v)?

Exercice 21. Soient n € IN un entier non nul et E = C< [X].

1. Soit a € K. Montrer que les polyndémes (X — a)¥, 0 < k < n, forment une base
de E.

2. Soit F ={P € E| P/(a) = P”(a) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de E. Donner une base de F.

3. Soient a,b € K avec a # b. Montrer que les polynoémes (X — a)*(X —b)" ¥k,
0 <k < n, forment une base de E.

4. Pour chaque entier j = 0,...,n, soit p; € E un polyndme de degrém j. Montrer
que Py, ..., Py forment une base de E.

Exercice 22. Donner une base des espaces vectoriels apparaissant dans les exercices

et[I3|pour K = Q.
Exercice 23. On se place dans 1'espace vectoriel des fonctions réelles sur R.

1. Pour n € IN, on note f, : x — x™. Montrer que la famille (fn ) e est libre.

2. Montrer que les fonctions x +— 1, sin, x +— cos(2x) et x + sin(3x) sont linéaire-
ment indépendantes.
)2

3. Les fonctions x — 1, x +— sin(2x) et x — (sinx)~ sont-elles linéairement indépen-
2

dantes ? Méme question pour les fonctions x — 1, x +— cos(2x) et x — (sinx)*.

4. Pour a € R, on note gq : x — e®*. Montrer que g4 et g, sont linéairement
indépendantes si et seulement si a et b sont distincts.

5. (*) Plus généralement, montrer que la famille (gq)qer est une famille libre.

Exercice 24. Considérons le sous-ensemble F des fonctions continues [—1,1] — R dont
les restrictions sur [—1,0] et [0, 1] sont affines. Montrer que F est un espace vectoriel et
en donner une base.

Exercice 25. On se place dans l'espace vectoriel RN des suites réelles.

11. On rappelle que, par convention, le polyndme nul a pour degré —oco
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1. Montrer que le sous-ensemble &f;, des suites vérifiant la relation de récurrence
suivante
YneN,uni2 =uns1 +un
est un sous-espace vectoriel de RN.

2. Montrer que Sgj, contient deux suites géométriques de raison différente (on no-
tera celle de plus grande raison (an) et I'autre (bn)).

3. Montrer que la famille ((an ), (bn)) est une base de Sgp.

4. En déduire une formule pour la suite de Fibonacci : la suite (F,,) de &gy, telle
queFp=0etFy =1.
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1.5 Systémes linéaires

On va se concentrer sur le cas E = K™.

Soient vi = (Vi1,...,Vn1),...,Vp = (V11,...,Vnp) des vecteurs de K™. Pour vérifier
si ces vecteurs forment une famille libre, on va déterminer quelles famille de coefficients
(A1,...,Ap) donne une combinaison linéaire nulle i.e. trouver les familles (Aq,...,Ap) €
KP telles que

Avi 4.+ Apvp =0,

ce qui se réécrit de la fagon suivante

V11A1 +...+V]p}\p =0

VniA + .o+ vnpAp =0
Ceci est ce qu’on appelle un systeme linéaire.

Définition 1.5.1. Un systeme linéaireE est un systéeme d’équations de la forme

a11X1 ...+ ajpxp = by

Ani1X1 + ...+ anpXp = bn

d’inconnues X1,...,Xp et ol ayj, by € K pour 1<i<netl <j<p.
Une solution d’un systeme linéaire est un élément de IKP qui vérifie ces équations.

La résolution de ces systemes linéaires se fait grace aux deux propositions suivantes.

Proposition 1.5.2. Un systeme linéaire d’inconnues x1,...,xn de la forme

a1 x1+aix2+...+ A1n_1Xn_1+a1nXn = by
ax2X2+...+an_1Xn_1+arnxn = by

An—In—1Xn—1F0n—1nXn = bn—1
AnnXn = bn

avec les aiy tous non nuls, a une unigue solution.

Démonstration. On va calculer les x; de proche en proche :

An—In—1
— Supposons que Xn, ..., Xn_k aient été calculés. Alors

Kk
o bnk1 =) 0 Gn—k—Tn—iXn—i
Xn—k—1 =
On—k—1In—k—1
On obtient ainsi I'unique possibilité pour (x1,...,Xn). O

Exemple 1.5.3. Considérons le systeme linéaire (dans IR) suivant :
2x+3y+ z=2
4y+7z=3
4z =4
Alorsz=Tpuisd4y=3—-7z=—-4doncy=—1l,et2x=2—-2—-3y=2—-1+4+3 =4 donc
z=2.

12. un adjectif plus approprié aurait été « affine »
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Corollaire 1.5.4. L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire d'inconnues x1,...,xn de la
forme
anxi+apzxz+...+aipXp + ...+ aAipnXn = b
az22X2+...+a2pXp +...+ A2nXn = by

QppXp ...+ QpnXn = bn

avec les aiy tous non nuls et p < n, est I'ensemble des (uniques) solutions des systemes

arixi+aizxXe+...+ajp_1Xp_1+aipXxp = b — Alp+1Xp+1 — -+ — QAInXn
a22X2+. ..+ Q2p—1Xp—_1+02pXp = by — A2p+1Xp+1 — .-+ — A2nXn
Ap—1p—1Xp—1F0p_1pXn =bp 1 —App11Xpr1 —-.. — ApnXn

il (Xp4-1,.++,Xn} parcourt K" P

Exemple 1.5.5. Considérons le systeme linéaire (dans IR) suivant :

2x+3y+ z=2
4y+72=3

Alors y = %(3 —7z) et

3 1 17
2x-2—3y—z—2—1(3—72)—2——1—1—?2.

L’ensemble des solutions de ce systeme est donc

On retrouve le résultat précédent en prenant z = 1.
Proposition 1.5.6. L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire ne change pas si on effectue
sur les équations les opérations élémentaires suivantes :

1. changer l'ordre des équations;

2. multiplier une équation par un scalaire non-nul.

3. ajouter a une équation une combinaison linéaire des autres.
Démonstration. 1) Les conditions ne changent pas si on change 1’ordre.
2) Soit A # 0. Le vecteur (xq,...,xp) vérifie I'équation ag1x1 +...+ agpxp = by si, et
seulement si, il vérifie I’équation Aag1x7 + ...+ Aagpxp = Abg (d'un coté, on multiplie
par A et de l'autre par %).

3) Quitte a réordonner les équations, on peut supposer qu’on ajoute a la premiére ligne.
Si le vecteur (x1,...,Xp) vérifie le systeme

a11X1 + ...+ ajpxp = by
a21Xy + ...+ axpXxp =Dy

Ani1X1 + ...+ AnpXp = bn
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alors pour tout «;, ..., &p, il est solution du systéme

(a1 + Y P s xair) X+ + (ap+ X0, oqaip) xp =b1 + X P, aiby
21Xy +...+axpxp =b2

AniX1 + ...+ AnpXp = bn

(on développe la parenthese et on utilise les autres équations). On obtient la réciproque
en soustrayant la combinaision linéaire. O

Construction 1.5.7 (Pivot de Gaufs ou élimination de Gauf3-Jordan). Pour résoudre un
systeme linéaire,

ap Xy +...+apxp =b; (L)

a21Xy + ...+ apXp = by, (L)

An1X1 +...+anpxp =bn  (Ln)

on peut appliquer I'algorithme suivant :
an

— on examine la premiere colonne de coefficients du systeme @ . S’ils sont tous nuls alors

ani
on passe a la colonne suivante. Sinon , quitte a intervertir les équations (ce qui ne change
pas les solutions), on peut supposer que ayq est non nul. On ajoute ensuite a chaque L,

i>2,— gﬂ L1 (ce qui ne change pas les solutions). Ainsi, le systeme devient

arixi+ a21xz+...+a1pxp:b1 (L)
622X2+...+aszp =by (Ly)

AnaX2 + ...+ Anpxp =bn  (Ln)

Le systéme composé des équations Ly, ..., Ly ne fait plus intervenir que les inconnues
X2, X

— On recommence ensuite avec le nouveau systéme obtenue.

— Apres l'avoir fait suffisamment de fois, on obtient un systeme linéaire de la forme

X1y X4+ X1q 41X, 41+ oo+ X Xp + oL+ XpXp = b,
X2i,Xi, T cee 24 Xq T 0pXp = by
Xeiy Xig T oo o T XpXn = by (1.3)
Ox1+ Ox2+ oot Oxgy ..o+ 0xp = by
Ox1+ Ox2+ oot Oxg +...+0xp =bn

Deux cas se présentent maintenant :
— il existeunj € {k+1,...,n} tel que b; # 0. Alors le systeme n’a pas de solution
et donc le systéme initial non plus.
— tous les bj sont nuls. On est alors ramené a un systéme de la forme du corollaire
de variable xi,,...,xi, . Les variables « manquantes » x¢, £ € {1,...,n}\{i1,..., i},
parcourent K.
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Exemple 1.5.8. Considérons le systeme linéaire suivant

2t+ 3x+ dy+ 2z=11
2t+ 3x+ 6y+ 4z=15
4t+ 7x+ 5y+ 5z=21"
8t +13x 4 15y + 11z =47

Alors on a les équivalences suivantes :

QDt+3x+4y+2z=11  (L;) Qt+3x+4y+22=11 (L;)
2t+3x+6y+4z=15 (Lz)(:) 2y+2z=4 (Ly &1Ly —14)
4t+7x+5y +5z =21 (L3) x—3y+z=—-1 (L3« L;—2L4)
8t+13x+ 15y + 112 =47 (L4) x—y+3z=3 (Ly « Lg—4L4)
QDt+3x+4y+22=11 (L;) QDt+3x+4y+22=11 (L;)
o Mx—3y+z=-1 (L2<—L3)(:) x—3y+z=-1 (Ly)
2y+2z=4 (L3 + Ly) 2y+2z=4 (L3)
x—y+3z=3 (Ly) 2y+2z=4 (Ly —Lg—14)
QDt+3x+4y+2z=11 (Ly)
o MDx—3y+z=—1 (L)
Qy+2z=4 (L3)
0=0 (L4 Ls—1L3)

On peut maintenant résoudre ce systéme avec le corollaire On peut noter que
si le terme a droite de la derniere était 48, le systeme aurait comporté une équation
0 =1 et donc n’aurait pas eu de solution.

Définition 1.5.9. On considére un systeme linéaire comme dans le corollaire
— le systéme linéaire (L.3) est une forme échelonnée du systeme.
— les variables xi,, ..., xj, sont appelées variables principales et les autres variables
sont appelées variables libres.
— les coefficients ajy,,..., ay;, de sont appelés pivots.

Remarque 1.5.10. On ne parlera pas de «la » forme échelonnée qui comme le suggere
I'algorithme n’est pas unique (méme si on impose que ai; = 1).

Définition 1.5.11. Un systeme linéaire est dit homogene si les coefficients b; sont nuls.

Proposition 1.5.12. L'ensemble des solutions d’une systéme linéaire homogéne d’inconnues
X1,...,Xp est un sous-espace vectoriel de KP.

Démonstration. Soit
anxy+...+apxp =0

An1X] + ...+ Anpxp =0
un systéme linéaire. Alors 0 est une solution du systeme. Si (x1,...,%xp), (x/,...,%p)
sont deux solutions et A € K alors (x1 + ?\xé, ceXp T+ Ax]’ﬁ,) est aussi une solution car
pourj € {l,...,n},

aj1(x1 A7)+ Qp (X FAX)) = aixg + .o ajpXp FA(aj1x] F ..+ ajpxp) =0

O



30 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

Remarque 1.5.13. En particulier, 0 est toujours solution d"un systéme linéaire homogene.
Proposition 1.5.14. L'espace vectoriel des solutions du systeme

a11x1+ai2x2+. .. +a1pxp + ...+ arnxn =0 (Ly)
az2X2+...+a2pXp + ...+ aznxn =0 (L2)

(1.4)
AppXp + ...+ apnxn =0 (Lp)

(oit aiy # O pour tout i) admet pour base une famille de la forme

(]/O/- . -/(X],'p+]r- . -/(xp,p—b—] )/ (011101-- -/(X],p+2!' . -/(xp,p—O—Z)/' sy (0/ . .,0,],0(],11,. . -/(xp,n))
oL xij € K
Démonstration. Pour démontrer ce résultat, on va continuer a simplifier le systeme :

pour chaque pivot aj;, on va rendre les coefficients du dessus nul : on va remplacer L,

_ 12 ; _ a3 _aps /
par L4 a L, puis L, par L, s L3 et le nouveau Ly par L, e L3 (ou a;; estle

nouveau coefficient de Ly) etc. En divisant chaque équation par le pivot et en passant
les termes en xp, ¢ 1,...,xn de l'autre coté de I'égalité, on obtient alors un systéme de la
forme suivante :

X1 = X1 p+1Xp+1 + oo+ X nXp41
(1.5)
Xp = Opp+1Xp+1 T .o+ Ap nXpt1

On en déduit donc que les conditions suivantes sont équivalentes pour u = (x1,...,xn) €
K™

1. u est solution de (1.3);

2. u est solution de (1.5);

3. On a les égalités suivantes
U= (&X1,pt1Xpt1 T eeeF X nXp1,eee, Xppi1Xpl oot XpnXp i1, Xpy1,e--,Xn)
= Xp+1 ((X],er],...,O(p,p+],1,0,...,0)+...+Xn(0q,n,...,O(p,n,o,...,O,U
L'espace vectoriel des solutions du systeme (1.3) est engendré par
(1,0, 01 p41sev s ®ppt1),(0,1,0, 0,00 py2, e e, &p pi2),eee, (0,000,0,1,000 1y e v v, 0 m))

C’est une base de celui-ci car c’est une famille de vecteurs échelonnés (cf.[1.4.18).
O

Remarque 1.5.15. On remarque que, sur ce cas, il est facile de compléter cette base en une
base de K™ : avec en_p41,...,en. Par le pivot de Gaufs, tout systeme s’écrit (modulo
permutation) comme un systeme échelonné de cette forme. La description par systéme
et le pivot permet donc de donner une approche effective du théoreme de la base
incomplete.

Proposition 1.5.16. Soient vi = (vi1,...,Vn1),...,Vp = (V11,...,Vnp) des vecteurs de
K™. La famille (v1,...,vp) est libre si, et seulement si, le systeme

V111 +...+V1p7\p =0

ViIA + e+ VnpAp =0

a une unigue solution.
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Démonstration. C’est une réécriture de la définition. O

Remarque 1.5.17. Les solutions non-triviales d'un tel systeme décrivent des combinai-
sons linéaires non-triviales nulles. Cela permet donc d’extraire des éléments de la fa-
mille qui a moins de relation jusqu’a que celle-ci soit libre.

Proposition 1.5.18. Soient vi = (vi1,...,Vn1),...,Vp = (V11,...,Vnp) des vecteurs de
IK™. Alors I'espace vectoriel engendré par ces vecteurs est solution d’un systéme linéaire homo-

gene.
Démonstration. Par définition,
F={ulI, ..o e Ku=Avi+.. .+ Apvp}
X1 = V117 +...+V]p7\p
= LLZ(X],...,XnHED\],...,)\p €K,

Xn = V1Al ...+ Vnphp

On échelonne le systéme d’inconnues Ag, ..., A, obtenu

Wi AL+ Wi 1At
W2, AL, + oot
F=du=(x1,....,xn) [ IA1,...,Ap €K,
OA1+ 0A>+ et
OA1+ OA>+ et

Wi Ap + . FWIpA, = >i1
WZik}\ik +... +W2p)\p =X2

Wkik}\ik +... +Wkp)\n =Xk
O)\ik +... +0?\p =XK1

OAiy 4+ +OAp = X

ol X (pour 2 < k < n) est une combinaison linéaire de la famille (x1,...,xx) dont les
coefficients ne dépendent uniquement des coordonnées de (v1,...,Vvp) et les wy; sont
les coefficients d'un systéme linéaire échelonné associé (oit wyj, # 0 pour tout k).
Comme les wyy, sont non-nuls alors on peut toujours trouver des Aq,..., A, tels que

W]i])\i]-l- W1i1+1>\i1+1+ ot W]ik7\p+...+W]p7\p =X
Wi, Ai,+ et W2 A e W2pAp = X2

Wkik?\ik +... erk'p)\n =Xk

(il suffit de poser A; = 0 et choisir les bons A;, aux pivots). Ainsi, on obtient :

0 =Xk+1
F=<{u=(x1,...,xn) |

0=%n
O

.5.19. On montrera dans la suite que tous les sous-espaces vectoriels de
Remarque 1.5.19. O t dans 1 t t 1 toriels d
euvent s’écrire comme l'espace engendré par une famille fini de vecteurs et donc
K™ ts’ Iy d famille fini d t td
peuvent étre décrits comme l'espace des solutions d’un systeme linéaire homogene. Le
pivot de Gauss permet d’obtenir une description avec « un nombre minimal »d’équa-
tions. Pour cela, il suffit de montrer que le nombre de pivots dépend uniquement de

I'espace vectoriel considéré (cf.[1.6.7).
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Proposition 1.5.20. Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de IKP décrits par les systémes
linéaires suivants :
arxy+...+apxp =0

An1X] + ...+ Anpxp =0

et
b11xq +...+b1pxp =0

bmix1 +...+bmpxp =0

Alors F N G est décrite par le systeme linéaire

anxy+...tajpxp =0

AniX1 + ...+ anpxp =0
b11xq +...—|—b1pxp =0

bmix1 +...+bmpxp =0

Démonstration. Cela découle du résultat général sur les ensembles définie en compré-
hension :
X 2N a(x)} = {x | 2(x) et @(x)}.

(o1 & et @ sont des propriétés dépendant de x) O
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1.6 Théorie de la dimension

Définition 1.6.1. On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie si elle admet une
famille génératrice finie. Un espace vectoriel est de dimension infinie s’il n’est pas de
dimension finie.

Exemple 1.6.2. — K™ est de dimension finie : la famille (eq, ..., en) est une famille
génératrice de K™.
— KI[X] est de dimension infinie : soit (Pq,...,Pn) une famille de KK[X]. Notons N
le maximum de leur degré. Alors, pour tout Aq,...,An € K,

n
P | < P < ) —
deg (; ?\1P1> < 1réliagxndc—:‘g()\,LPL) < 1rgniagxndc—:‘g(Pl) N
1=
Cette famille ne peut donc pas génératrice de K[X] car XN*1 n’est pas obtenu
comme une combinaison linéaire de la famille (Py, ..., Pn). On ne peut donc pas
trouver de famille génératrice finie de K[X].

Lemme 1.6.3. Soit E un espace vectoriel engendré par une famille a n éléments. Tout famille
contenant au moins n+ 1 éléments est liée.

Démonstration. Soit F = (v1,...,vn) une famille génératricede Eet F' = (wy,..., wn)
une famille de m vecteurs, avec m > n. Si un des w; est nul alors # ' est liée. Supposons
donc que tous les w; sont tous non nuls. Comme & est génératrice de E alors

Wi =Avi+...+ A v

avec A; € K. Comme wy # 0 alors il y a un «; non-nul. Quitte & permuter, on peut
supposer que A7 #0.On a:

1

= T(W] —}\2\)1 —...—Anvn).
1

V1

La famille (wq,vy,...,vn) est génératrice : si x € E alors, comme & engendre E, celui
s’écrit sous la forme x = puyvy +...+ pwnvn et donc

1
X = 1V +H2V2---+ann:ll1ﬂ(w1 —A2Vi — ... = Anvn) + H2V2 ...+ HnVn

M N _Mn
}\1W1+<Hz }\]>V2+---+<Hn 7\1>Vn

Supposons maintenant que (W1, ..., Wy, Vik+1,...,Vn) est une famille génératrice de
E (modulo une permutation des wy).

Considérons maintenant le vecteur wy, 1. Il s’écrit comme une combinaison linéaire
de la famille (wq,..., Wy, Vi i1,...,Vn):

Wy = X1W1 + ...+ Wi + X1 Vi1 - .-+ K Vn.

Siogi1 =...=an =0alors wi, ;= x;wy + ...+ g wy et donc la famile F' est liée.
Supposons les donc non tous nuls et sans perte de généralité, xi. 1 # 0. Alors

1
Kk +1

Vk4+1 = (Wkg1 — 00wy — .o — WK — Ok 2Vk 42 — + oo — XnVn).

On en déduit comme précédemment que (wq,..., Wi41,Vk+2,...,Vn) est génératrice.
De proche en proche, on montre que la famille (wq,...,wn) est une famille généra-

trice de E. Donc wy, ;1 s’écrit comme une combinaison linéaire de (wq,...,wy) et F'

n’est pas libre.
O
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Remarque 1.6.4. En particulier, toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie
sont de cardinal fini.

Théoreme 1.6.5. Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont le méme cardinal.

Démonstration. Soient % et B’ deux bases d'un espace vectoriel de dimension finie.
Notons n le cardinal de & et m le cardinal de %’. Alors comme 3 est génératrice de
l'espace vectoriel et B’ est libre alors m < n et comme %’ est génératrice de I'espace
vectoriel et & est libre alors n < m. On en conclut donc n = m. O

Définition 1.6.6. On appelle dimension d'un K-espace vectoriel de dimension finie le
cardinal d'une base de cet espace vectoriel. On notera dimy (E) la dimension d'un K-
espace vectoriel E.

Exemple 1.6.7. — L’espace vectoriel K™ est de dimension n.

— L'espace vectoriel K<, [X] est de dimension n + 1.

— L’espace vectoriel d'un systeme linéaire dans K™ dont une forme échelonnée a p
pivots est de dimension n —p (cf. Proposition et dans le sens inverse, un
espace vectoriel de dimension k admet une description avec n — k équations (qui
est le nombre minimal puisqu’on aurait sinon moins de pivot et donc plus de
dimension. En particulier, les solutions du systéme de 1'exemple forment
un espace vectoriel de dimension 1.

— La dimension d'un produit E x F est la somme des dimensions (cf. [1.4.35). Et
plus généralement la dimension d'un produit fini Ey X ... X E;, est la somme
des dimensions.

Remarque 1.6.8. La dimension d’un espace vectoriel dépend du corps de base K :
dimg (C) = 2 mais dim¢(C) = 1.
Corollaire 1.6.9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie 1.

1. Une famille ayant au moins n éléments est liée;

2. Une famille ayant au plus n — 1 éléments n’est pas génératrice de E.

Démonstration. 1) On utilise le lemme avec une base de E.

2) Si une famille ayant au plus n — 1 éléments est génératrice alors par on
aurait une sous-famille (donc de cardinal plus petit) qui serait une base ayant pas de n
éléments, ce qui contredit 'unicité du cardinal. O

Corollaire 1.6.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors
1. toute famille génératrice de E a n éléments est une base de E ;

2. toute famille libre de E a n éléments est une base de E.

Démonstration. 1) Si € est une famille génératrice de E a n éléments alors, par le corol-
laire on peut extraire une sous-famille % de ¥ qui est une base de E. Comme
% est une base de E alors cette famille a (aussi) n éléments. On en déduit donc que
RB=C.

2) Si & est une famille libre a n éléments alors, par le corollaire on peut la
compléter en une sous-famille % de & qui est une base de E. Comme % est une base
de E alors cette famille a (aussi) n éléments. On en déduit donc que B = Z. O

Corollaire 1.6.11. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel
de E. Alors F est de dimension finie et

1. dim]K(F) S dim]K(E);

2. dimg(F) =dimg(E) & F=E
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Démonstration. Par le théoreme F admet une base %Br. Cette base est une famille
libre de E qui peut, par le corollaire se compléter en une base % de E. Comme
ABr est une sous-famille de & alors A est fini et de cardinal inférieur a celui de % i.e.
dim]K(F) S dim]K(E).

Si F = E alors dimy (F) = dimy (E).

Supposons que dimg (F) = dim (E). Soit % une base de F. C’est une famille libre
de E qui est de cardinal dimy (F) = dimg(E). Par le corollaire c’est une base de
E. On en déduit donc que

F = Vect(&) = E.

O

Exemple 1.6.12. Tout sous-espace vectoriel de K™ est au plus de dimension n. On peut
donc appliquer la proposition [1.5.18/a n’importe quel d’entre eux.

Exemple 1.6.13. Un sous-espace vectoriel de IK? est donc soit {0} (espace de dimension
0), soit une droite linéaire (espace de dimension 1) soit K2 tout entier.

Exemple 1.6.14. Un sous-espace vectoriel de IK? est donc soit {0} (espace de dimension
0), soit une droite linéaire (espace de dimension 1) soit un plan Vect(e, e2) avec ey et
ey ne sont pas colinéaires (espace de dimension 2) soit K3 tout entier.

Remarque 1.6.15. Un sous-espace vectoriel F avec une base de cardinal infini d"un espace
vectoriel E de dimension infinie n’est pas nécessairement égal & E méme si on impose
I'existence d'une bijection entre leur base : E :== K[X] D Vect((X™t1,ne N}) =F

Théoréme 1.6.16 (Formule de Grassmann). Soient E un espace vectoriel de dimension finie,
F, G deux sous-espaces de E. Alors

dimg (F+ G) = dimk (F) + dimg (G) — dimg (F N G).

Démonstration. On notera p la dimension de FN G, n+p la dimension de Fet q+p la
dimension de G. On veut donc montrer que dimg (F+ G) =n+p+q.

Soit (v1,...,vp) une base de FN G. C’est une famille libre de F et de G. Par le
corollaire on peut la compléter en une base (v, .. - Vp, Wpid, - ., Wpin) deFet
en une base (vi,...,Vp,Xpi1,...,Xp+q) de G.

Montrons que (Vi,...,Vp, Wp1,.-+, Wptn,Xp41,.--,Xp+q) st une base de F+ G :

C’est une famille génératrice de F+ G car c’est I'union des familles génératrices de
F et de G.

C’est une famille libre : soient Ay,...,Ap, &p11,+++, %pin, Bps1,--+, Ap+q € K tels
que

AMVit .o A Vp F 0 1 Wp 1 e+ XpinWpin + BpriXpr1 o+ BprgXprq =0

=x€FNG =wycF =1zeG
(1.6)

Alors z=—x—y € Fetdonc z € FN G et donc s’écrit donc de deux fagons :
Yivit.ootYpVp = BpriXpr1 + .o+ BprgXpiq

ou y; € K. Comme la famille (vq,...,Vp,Xp41,...,Xp+q) est une famille libre alors

pour tout i, B¢ = 0. L'égalité (1.6) devient donc

}\]V] +...+}\pr + Ap+1Wp+1 +...+O(p+an+n =0

La famille (vq,...,Vp, Wpy1,...,Wpin) est libre donc A; = 0 pour tout i € {1,...,p} et

oprj =0pourjefl,..., qk
Le cardinal de cette base étant p + q +n, on en déduit le résultat voulu. O
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Corollaire 1.6.17. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F, G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— Fet G sont en somme directe.

— dimg (F+ G) = dimg (F) + dimg (G).

Démonstration. F et G sont en somme directe (i.e. FN G = {0}) si, et seulement si,
dimg (FN G) = 0 si, et seulement si, dimg (F + G) — dimg (F) — dimy (G) = 0. O

Corollaire 1.6.18. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, Fy, ..., Fn des sous-espaces
vectoriels de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
— F4q,...,Fn sont en somme directe.

— d1m1K (Z{L:l Fi) = Z{L:l dlm(Fl)
Démonstration. Par le théoreme(1.6.16, on a les égalités suivantes :

n n—1 n—1
dim (Z Fi> = dim(Fy) + dim (Z Fi> — dim <Fn ny Fi>
i=1

i=1 i=1

n—2 n—1 n—2
= dim(F,) 4+ dim(Fp_1) + dim (Z Fi> —dim (Fn ny. Fi> —dim (Z Fi ﬂFn1>
i=1 i=1 i=1

n n—1 k
> dim(F;)— ) dim (Z Fi N FkH)
i=1 k=1 i=1

Les assertions suivantes sont donc équivalentes :

— dim(Z{L:1 Fy) = Z{L:] dim(F;);

— YRS dim(IE FiNFigq) =0;

— Vke[l,n-1], dim(Zl-fﬂ Fi N Fx41) = 0 (car les dimensions sont positives) ;
— Vkel,n—1, Y5 FinFe g ={0}

— F1,...,Fn sont en somme directe (par [1.3.20).

Exercices

Exercice 26. Dans R®, soientv; = (1,1,0,2,3,0),v, = (1,1,1,2,3,0) etvz = (1,1,0,2,3,1).
Vérifier que (v1,v3,v3) est libre, puis compléter cette famille en une base de R® a l'aide
des vecteurs de la base canonique.
Exercice 27.

1. Donner des familles génératrices pour 1'espace vectoriel R<y [X].

2. La famille (1, X+ X2,2+ X + X2) de R, [X] est-elle libre? génératrice de R<,[X]?

3. Lafamille (1,1+X, T+X+ X2, X2 +X3 +X%) est-elle libre ? génératrice de R<4[X]?
Si oui + non aux questions précédentes, compléter cette famille en une base de
R<4[X].

Exercice 28. Soit H le sous-espace vectoriel de R engendré par les vecteurs u = (1,2,3)
etv=1(3,21).

1. Vérifier que u et v ne sont pas colinéaires, en déduire la dimension de H.

2. Montrer que H est aussi engendré par v’ = (1,1,1) et v/ = (0,1,2).

3. Montrer que (u,v) et (u/,v’) sont deux bases de H.
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4. Soit w € H de coordonnées (x,y) dans la base (u,v) et (x’,y’) dans (u’,v’).
Calculer (x,y) en fonction de (x/,y’), puis (x’,y’) en fonction de (x,y).

Exercice 29. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? (justifier)

1. Toute famille génératrice d’un espace vectoriel contient une base de cet espace
vectoriel.

La dimension d'un espace est le nombre de vecteurs de cet espace.
Toute famille contenant une famille liée est liée.
La base de K3[X] est (1,X, X2, X3).

Si E = Vect(u,uy,u3) etsi (ug,uy,u3) est libre alors dim E = 3.

AN L

Vect(uy,...,up) = Vect(uy,...,up 1) si, et seulement si, u;, est combinaison
linéaire de uy,...,up 1.

7. Soient u, v, w trois vecteurs d'un espace vectoriel E. On suppose que (u,v), (u, w)
et (v,w) sont libres, alors la famille (u, v, w) est libre.

8. Soient p > 2 un entier et soient p vecteurs uy,...,u, d'un espace vectoriel E. On
suppose qu’aucun de ces vecteurs n’est combinaison linéaire des autres. Alors la
famille (uq,...,up) est libre.

Exercice 30. Soit E un espace vectoriel.
1. Soit (ug,...,us) une famille libre de E.
a) On suppose que dim E = n. Quelle inégalité vérifie n ?
b) Les familles suivantes sont-elles libres ?
(u1,u2,0,ug), (W +uwp,uz +uyg), (ug, w2 +uz +ug,ug), (W +u,uy +uz, uz +
Ug,Ug +uUq).
2. Soit (uq,...,us) une famille génératrice de E.
a) On suppose que dim E = n. Quelle inégalité vérifie n ?
b) Les familles suivantes sont-elles génératrices de E?

(U],U.z, 0/”’4)/ (LL] +up,uz +U4), (u']/uz +usz +1"'4/“'4—)/ (LL] +u,up +~uz,uz +
Ug,Ug +uq).

Exercice 31.

1. Donner une base et la dimension de I'espace vectoriel solution du systeme

—3s+t+ x— y— z=0
t+2x— y+ z=0
2s+t +2y =0
s—t+ x—2y+2z=0.

2. Donner une base et la dimension de V = Vect((1,2,3,4), (1,0,5,0), (0,1,—1,2)).
Ecrire V sous forme “d’équations” (explicitement, donner un systéme linéaire en
quatre variables dont V est la solution).

Exercice 32. Soient F = {(a+b,a—1b,a,0), a,b € K} et G ={(y,x,y,x—y), x,y € K}
dans K*.
1. Trouver desbasesde F, G, FN G et F+ G.

2. Donner des équations de F, G, FN G et F+ G en nombre minimal dans la base
canonique de K*.
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Exercice 33. Soient U,V C R* définis respectivement par

t+x+y—2z=0 ; 2t+x—2y+z=0
e
—3t—x+y+ z=0 -3t + y+z=0.

1. Montrer que U et V sont des sous-espaces vectoriels.
2. Déterminer une base de U NV et puis compléter cette base en une base de U et
par la suite, en une base de U+ V.
Exercice 34. Dans R<;(X], soient P = 1+6X —4X?, Q =3 +2X+4X%, R=1-X+4X?
et S=1+3X—-2X2.0On pose F = Vect(P, Q), G = Vect(R, S).

1. Déterminer une base puis des équations en nombre minimal dans la base cano-
nique de R<,[X] pour F et G.

2. Déterminer une base de FN G.
3. Que peut-on dire de F+ G ?

Ainsi I'intersection F N G est engendré par le polyndme 1+ X + X2.
3) Par la formule de Grassmann,

dim(F+ G) = dim(F) + dim(G) —dim(FNG) =2+4+2—1=3.

Comme F+ G est un sous-espace vectoriel de R<>[X] qui est aussi de dimension 3 alors
F+G=R5.

Exercice 35. Soient V et W deux sous-espaces vectoriels distincts de IK3 de dimension
2. Montrer que dim(V N'W) = 1. Interpréter géométriquement le résultat.

Exercice 36. (**) Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2, et F et G deux sous-
espaces vectoriels de E de dimension p < n. Montrer que F et G admettent un supplé-
mentaire commun.

Exercice 37. (*) Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et soit & 1’ensemble des
sous-espaces vectoriels de E. Soit d : & — IN vérifiant les propriétés suivantes :

— SiF,F € & sont tels que FNF' ={0}, alors d(F+F') = d(F) + d(F');

— d(E) =n.

1. Soient F, G € & avec dim(F) = dim(G) = 1. Démontrer que d(F) = d(G).

2. En déduire que, pour tout F € &, d(F) = dim(F).



Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Applications linéaires

2.1.1 Généralités

Définition 2.1.1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application K-linéaire
(ou morphismes de K-espaces vectoriels) E — F est une fonction f: E — F telle que

— Vx,y € E, f(x+y) =f(x)+f(y),

— VA €K, Vx € E, f(Ax) = Af(x).

Notation 2.1.2. Dans la suite, quand il n'y a pas d’ambiguité, on dira linéaire et non
K-linéaire.

Notation 2.1.3. On note Z(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Proposition 2.1.4. On a toujours f(Og) = Or.
Démonstration. Soit x € E. Alors
f(0g) = f(0x) = 0f(x) = Of.
O

Proposition 2.1.5 (Caractérisation pratique). La fonction f est linéaire si et seulement si
Vx,y €E, VA, nek,
f(AX + py) = AMf(x) + uf(y).

Démonstration. Si f est linéaire alors pour tout x,y € Eet A, p € K,
f(Ax + py) = f(Ax) + fpy) = Af(x) + pf(y).
On obtient la réciproque en prenant A = p =1 puis y = 0. O

Remarque 2.1.6. Comme dans le cas des sous-espaces vectoriels, on peut se contenter de
w=1.
Exemple 2.1.7. Soit f : R3 — R la fonction définie par

f(x,y,2) =2x+3y+7z

Alors cette fonction est une application linéaire : si u = (x,y,z),v = (x',y’,z) € R3 et
A € R alors

fu+Av) = f(x + A,y + Ay, z+Az") = 2(x + M) +3(y +Ay’) + 7(z + Az")
= (2x+3y+7z) + A(2x) +3y"+7z") = f(u) + Af(v)

39



40 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

Exemple 2.1.8. Soit f: x € R — IR. Cette fonction n’est pas linéaire :

f(2) =4 # 2 =2f(1).
Avertissement 2.1.9. Comme dans pour montrer qu'une fonction n’est pas linéaire,
il suffit d’exhiber un contre-exemple mais un calcul qui ne conclut pas ne suffit pas.

Exemple 2.1.10. Soit (ctq,..., xn) € K™ Alors la fonction f : K™ — K définie par
(X120, Xn) = 01X + ..o+ XX

est une application linéaire. En effet, si x = (x1,...,xn),y = (Y1,...,yn) E K"etA € K
alors

f(x+Ay) =f(x1 +Ay1,..., Xn +Ayn) = x1(x7 +Ayq) + ...+ an(xn +Ayn)
=o1X] + XAy + ...+ XX + XpAXn
=o1X1 + ...+ &nxn A1y + ...+ otnyn)
= f(x) + Af(y).

Exemple 2.1.11. Une fonction f : E — K est linéaire si, et seulement si, pour touti € I,
les applications f;i: E — K définie par

fi=mof,

ot 7 : (wi)ier € K — uy € K, sont linéaires.
Cela vient du fait que pour tout u € E,

f(u) = (fi(w)ier

et les opérations d’espace vectoriel sur K! se font terme-a-terme, les deux conditions
sont équivalentes.

En particulier, si les coordonnées (f1,...,fn : K" — K) d'une fonction f : K™ —
K™ sont de la forme de 'exemple alors f est linéaire.

Exemple 2.1.12. Si I est un intervalle ouvert de RR, la dérivée f & %! (LR) — f' ¢
@°(L,R) (ou P € K[X] +— K[X]) est une application linéaire. Soient f,g € €' (I,R) et
A € R. Comme

Vx € L (f+Ag) (x) = f'(x) +Ag’(x)

alors (f+Ag’) =f' +Ag’.

Exemple 2.1.13. On a montré dans|1.4.37|que @z : K1) — E est une application linéaire
pour toute famille & de E.

Proposition 2.1.14. Soient f: E — F une application linéaire. Pour toute famille (x;)ic1 de E
et toute famille de coefficients (Ai)ic1 € KD, ona:

f <Z 7\ix1> = Z Aif (%)
iel iel

Démonstration. Comme la famille (A;) est a support fini, il suffit de montrer cet énoncé
pour le cas d’une famille finie.
On va montrer, par récurrence, que pour tout n € IN, toute famille (x;)1<i<n de E et

(}\1/"-/ATL) € ]I(TL,
n n
f (Z 7\1Xi> => Mf(xq)
i=1

i=1
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Initialisation si n = 1, I'énoncé est vrai par définition d’application linéaire.
Hérédité soit n € IN. Supposons que pour toute famille (x;)1<i<n de Eet (A1,...,An) €

K™,
n n
f (Z ?\ixi> = Z f(?\ixi) .
i=1 i=1

Soit (x1,...,Xn41) une famille de E et (A7,...,Anqq) € K]

n+1 n 1 n
f <Z )\ixi> =f ( Aixi + )\nxn> = f (Z )\1X1> + Anf(xn)
i=1 i=1 i=1

HR n n+1
= ) Nfa) +FAngrflngr) = D Nf(xi).
iz

i=1

On conclut par le principe de récurrence.
O

Proposition 2.1.15. Soient E,F deux espaces vectoriels. Alors & (E,F) est aussi un espace
vectoriel.

Démonstration. Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de FF :
— la fonction nulle est linéaire.
— Soient f,g € Z(E,F) et A € K. Montrons que f + Ag est linéaire :
Soient x,y € E et p € K. Alors

(F+Ag)(x + y) = F(x+ 1y) + Ag(x + y) "L £(x) + w(y) + Ag(x) + Ang(y)
= (F+Ag)(x) + 1+ Ag) (x).
O

Définition 2.1.16. Une application linéaire de E dans lui-méme est appelée endomor-
phisme. On note & (E) ou End(E) I'espace vectoriel Z(E, E).

Définition 2.1.17. Une application linéaire de E dans K est appelée forme linéaire. On
note E* := Z(E, K).

Exemple 2.1.18. Les exemples de[2.1.10|sont des formes linéaires.

Exemple 2.1.19. Soit I un ensemble et F un espace vectoriel alors pour tout i € I, la
fonction evi: FI — F est une forme linéaire : soit f, g : I — F deux fonctions et A € K.
Alors

evi(f+Ag) = (f+Ag)(1) = f(i) + Ag(i) = evi(f) + Aevi(g).

Proposition 2.1.20. Soit f : E — T une application linéaire. Alors la fonction f': F* — E*
définie par
fl(u)=uof
est linéaire et la fonction f € Z(E,F) — f1 e L(F*, E*) est linéaire.
Démonstration. 1) Soient u,v € F* et A € K. Alors, pour tout x € E,
1w+ Av)(x) = (W+Av) o f(x) = (1 + Av)(f(x))
= u(f(x)) + A(f(x)) = £ (u)(x) + AT (v)(x).
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et donc f'(u+Av) = (u)+Af"(v)
2) Soient f,g € Z(E,F) et A € K. Alors, pour tout u € F* et tout x € E

(f+Ag) T (W) (x) = wo (f+Ag)(x) = u(f(x) +Ag(x))
=u(f(x)) +Au(g(x)) = f (W) (x) +g' (uW)(x)
et donc (f+Ag) " (u) =f'(u) +Ag' (u) pour tout u € F* et donc

(f+Ag)" =f" +2Ag’.

Remarque 2.1.21. Un systéme linéaire homogene

anx) +...+ajpXxp =0

An1X] + ...+ Anpxp =0
peut se réécrire sous la forme

€1(x1,...,xp) =0

bn(x1,...,%xp) =0

ou ¢; : K™ — K sont des formes linéaires. Si {; = Z?:Li £ Aif; alors le systeme linéaire
est équivalent au systéme obtenue en dtant cette condition. On en déduit donc qu'un
systéme linéaire peut se réécrire (par le théoréeme de la base incompléte dans (K™)*)
sous la forme

811 (X],...,Xp) =0

G (x1,...,xp) =0

et ce systeme s’échelonne sans obtenir de ligne nulle par indépendance linéaire. On en
déduit donc que le systeme linéaire

anxy+...+apxp =0

AniX1 + ...+ anpxp =0
a un espace de solution de dimension p — dim(Vect({y, ..., {n)).

Proposition 2.1.22. La composée de deux applications linéaires est encore une application li-
néaire.

Démonstration. Soient f : E — F, g : F — G deux applications linéaires. Montrons que
gof:E — G est une application linéaire. Alors, pour tout x,y € E et A € R alors

f lin g lin

gof(x+Ay) = g(f(x+Ay)) g(f(x) +Af(y)) g(f(x)) +Ag(f(y)) = gof(x)+Agofly).
O

Proposition 2.1.23. Si une application linéaire f : E — F est bijective, alors £~ est linéaire.
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Démonstration. Soienty = f(x),y’ =f(x’) € Fet A € K. Alors

f lin

Y+ Ay = £ (F) +AF(X) =T (Fe+ ) =x M =T (y) + AT (y).

O

Définition 2.1.24. Une application linéaire bijective est appelé isomorphisme (linéaire
ou d’espaces vectoriels) et on note E ~ F. On dit que E et F sont isomorphes.

Exemple 2.1.25. On a montré, dans que @g est un isomorphisme si, et seulement
si, ¥ est une base. Ainsi, un espace vectoriel est de dimension finie si, et seulement si,
il existe unn € N tel que V ~ K™.

Exemple 2.1.26. La composition de deux isomorphismes est un isomorphisme (car la
composition de deux applications linéaire est linéaire et la composition de deux bijec-
tions est bijective).

Exemple 2.1.27. Si f : E — F est un isomorphisme alors pour tout u = f(x),v=1(y) € F
etA€eK,ona:

u+v==Fx)+fy) =flx+y) =fF "W+ ') =
et
Au = Af(x) = f(Ax) = f(Af=T1(u))

et donc les opérations de F coincident avec celles obtenues par transport de structure

(cf.[1.2.11) de celle de E par f.

Réciproquement, si f est une bijection alors c’est un isomorphisme entre E et F ot la
structure d’espace vectoriel de F est décrite par transport de la structure de E.

Définition 2.1.28. Un isomorphisme de E dans lui-méme est un automorphisme. L'en-
semble des automorphismes de E forme un groupe pour la composition, noté GL(E)
(ou Aut(E)).

Proposition 2.1.29.

1. L'image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire f : E — F est un sous-
espace vectoriel de F.

L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel est aussi un sous-espace vectoriel de E.
si f est injective alors I'image d'une famille libre est libre.

si f est surjective alors I'image d'une famille génératrice de E est génératrice de T.

Gk o

si f est bijective alors I'image d’une base de E est une base de F.

Démonstration. Soit f : E — F une application linéaire.
1) Soit G un sous-espace vectoriel de E. Montrons que f(G) est un sous-espace vec-
toriel de F :
— 0 € G car c’est un sous-espace vectoriel de E et donc comme f(0) = 0 alors
0 € f(G).
— Soient y = f(x),y’ = f(x') € f(G) et A € K. Alors

fgn f(

y+Ay’ = f(x) +Af(x) x+Ax) € f(G)

car G étant un sous-espace vectoriel, x + A\x’ € G.
2) Soit H un sous-espace vectoriel de F. Montrons que f~'(H) est un sous-espace
vectoriel de E.
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— Comme 0y = f(0g) € H (car H est un sous-espace vectoriel de F) alors Og €
=1 (H);
— Soient x,x’ € f~1(H) et A € K. Alors

f(x+Ax') = f(x) +A f(x') € H
—~— ~——
eH eH

car H est un sous-espace vectoriel de F donc x +Ax' € f=1(H).
3) Soit & = (ei)iec1 une famille libre. Montrons que f(Z) = (f(ei))ic1 est une famille
libre. Soit (A)icr € KU tel que

Z ?\if(ei) =0.
iel
Alors, par linéarité et[2.1.14
0="oF <Z 7\161) .
iel
Comme f est injective et f(0) = 0 alors
Z )\iei =0.
iel
Comme la famille (e )ic7 est libre alors A; = 0 pour tout i. On en déduit donc f(Z) est
une famille libre.
4)Soit € = (eq)ie1 une famille génératrice de E. Montrons que (&) = (f(ei))iec1 est
une famille génératrice de F.

Soit y € F. Alors par surjectivité de f, on peut choisir un x € E tel que y = f(x). Comme
Z est une famille génératrice de E alors on peut aussi une famille a support fini (A )ier

tel que
X = Z Aiei
iel

et donc, par linérité et|2.1.14
y="f(x) =) Aif(es).

i€l
5) Cela vient des deux cas précédents. O

Remarque 2.1.30. L'espace des solutions d’un systeme linéaire homogene

V1A +...+V]p7\p =0

V1Al + .o+ vnpAp =0
est'image réciproque de (0, ..., 0) I'application linéaire de I'application linéaire f: KP —
K™ définie par
f(x1,00,Xp) = (VIIAT + oo+ VIpAp, o, VRIAT oo VnpAp)

Définition 2.1.31. L'image d’une application linéaire f : E — F est I'espace vectoriel
im(f) .= f(E) C F.

Remarque 2.1.32. Soit f: E — T une application linéaire. Alors elle se corestreint en une
application linéaire surjective f: E — im(f) et donc par [2.1.29 si &€ = (e;)ie1 est une
famille génératrice de E alors la famille (f(e;))ie est une famille génératrice de im(f).
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Définition 2.1.33. Le noyau d’une application linéaire f est I'espace vectoriel ker f =
f~1(0) C E.

Remarque 2.1.34. Par un systéme linéaire homogene est le noyau d’une fonction
linéaire. La réciproque est vraie en dimension finie (cf.[2.1.36). Le cas de la dimension
infinie est (beaucoup) plus difficile (on pourra consulter un cours sur les équations aux
dérivées partielles pour se donner une idée).

Proposition 2.1.35. Une application linéaire f : £ — F est injective si, et seulement si,
ker f = {0}.

Démonstration. Si f est injective alors comme f(0) = 0, ker(f) = =1(0) = {0}. Récipro-
quement, supposons ker(f) = 0. Soient x,y € E tels que f(x) = f(y). Alors f(x —y) =0
etdoncx—y =0ie x=y. O

Théoreme 2.1.36. Soient E,F deux espaces vectoriels. Soient B = (ei)ic1 une base de E
et F = (vi)ier une famille d’éléments de F. Alors il existe une unique application linéaire
f: E — F telle que

Viel f(e) =vi.

Démonstration. Soit f:x = ) ;.1 Aei € E— Y ;.1 Aivi € F. Cette fonction est linéaire
comme la composée @g o (pgg] et pour tout i € I, f(ei) = v;.
Cette fonction est unique car si on a deux fonctions f et g telles que

Viel fley) =vi =gleq).

On en déduit donc que
vViel, (f—g)(ey) =0.

Pour tout x = ) ;1 Aje, on a, par2.1.14]
(g—flx)=(g—") <Z7\i€i> =) Nilg—fle) =) M0=0

i€l i€l i€l
Onadoncg—f=0ie. g="f. O

Autrement dit, une application linéaire f : E — F est entierement déterminée par les
valeurs prises sur une base de E.

Remarque 2.1.37. — Si & = (ei)ier est une famille libre non génératrice de E et
(vi)ie1 est une famille de F, la condition

Vielf(ey) =v;

définit toujours au moins une application linéaire mais il n'y a plus unicité (Les
applications K? — K, (x,y) — x et (x,y) — x+y vérifient toutes les deux
f(1,0) = 1). En effet, par le théoréme de la base incomplete, on peut compléter
& en une base # = (ej)jcy de E. Pour nimporte quel choix de (vj)jey\1, il existe
une unique fonction E — F telle que

Vj € ], fley) = vi.

— Soient & = (ei)ie1 une famille liée génératrice de E et (vi)icr est une famille
de F. Par le théoréme de la base incomplete, on peut extraire de & une base
B = (ej)jey- Ainsi, il existe une unique fonction E — F telle que

\Vl] S ],f(e)-) =Vj.

Il faut ensuite vérifier les autres égalités pour i € 1\ ] : si, pour tout i € I,
f(ey) = v alors on a l'existence et 1'unicité de la fonction f vérifiant les conditions
et sinon, les conditions f(e;) = vi, i € I sont contradictoires.
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Corollaire 2.1.38. Soit B = (eq)ic1 une base de et F un espace vectoriel. Alors la fonction
DOg: F(I,F) —» ZL(E, F) définie par

fl=x=) AMet€Em ) Mf{H)€eF

iel iel
est un isomorphisme.

Démonstration. Cette fonction @ g est bien définie grace a la partie existence du théo-

réme (on prend v; = f(1)).
Elle est linéaire : pour f,g: I = Ketp € K,ona:

Vx=> Aei €EQg(f+ug)x)=> Mf+pg)i) =) Af()+p) Agli)
i€l i€l iel iel

= D g(f)(x) + n@gz(g)(x).

et donc O g (f+ ng) = Ogx(f) + udx(g).
Elle est injective grace a 1'unicité du théoréeme Montrons maintenant qu’elle est
surjective. Soit f : E — F une application linéaire. Alors f = ®g((f(ei))ie1) (par la
partie unicité du théoreme de l'application linéaire envoyant e; sur f(e;) pour
touti € I).

O

Corollaire 2.1.39. Si E est un espace vectoriel alors Z (K, E) est isomorphe a E

Démonstration. Par[2.1.38) Z (K, E) est isomorphe a & ({1}, K) = K (car (1) est une base
de K). O

Corollaire 2.1.40. Soit F un espace vectoriel et T un ensemble. Alors Z (K1), F) est isomorphe
aFL

Démonstration. L'exemple |1.4.33| exhibe une base (e;)ic1 de K. Le corollaire 2.1.38
entraine que Z (K1), F) est isomorphe a & (I,F) = FL, O
Exercices

Exercice 38. Les applications suivantes sont-elles linéaires? Justifier votre réponse.
Lorsqu’elles le sont, déterminer leur noyau et image.

1. R5 R, x+— x> 4. )RR 5 RR, £ (x — f(x2))
2. RZ 5 R?, (x,y) — (2x+ 3y,x) 5. K<oa[X] — K<z[X], P+ XP'—2P
3. RZ = R?, (x,y) = (x—y,xy) 6. K<3[X] = K<3[X], P P/P” —P

Exercice 39. Soit E un espace vectoriel. Montrer que
1. une application linéaire f: E — K est soit surjective, soit nulle.

2. une application linéaire f: IK — E est soit injective, soit nulle.

Exercice 40. (*) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

1. Montrer que f est une homothétie (c’est-a-dire il existe A € R tel que f = A idg)
si et seulement si pour tout v € E, f(v) est colinéaire a v.
2. Montrer que f est une homothétie si, et seulement si, pour toutu € Z(E), fou =
uof.
Indication : Pour x € E, on pourra supposet, par I'absurde, que x et f(x) ne sont pas
colinéaires et obtenir une contradiction avec une application linéaire u définie sur une
base de E bien choisie.
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Exercice 41. On note (eq, ey, e3) la base canonique de R3. Pour chacun des trois cas
ci-dessous, existe-t-il un endomorphisme g € End(IR3) qui vérifie les conditions impo-
sées ?

1. gle1) = ez +e3,g(e2) =eq, gle3) = ey —e3.

2. gle1 +ez) =e3, glex +e3) =eq, gles—ey) =ea.

3. gler +e2) =e3, gle3) = ey —e3.

Dans chacun des cas, si I'application g existe, est-elle unique ? Si “oui”, calculer

g(x1,%x2,%3). Si “non”, donner plusieurs exemples.

Exercice 42. Soient E = R*, F = R?, (e, ..., e4) la base canonique de R*, (e{,...,eé)
la base canonique de R>. Construire, si cela est possible, des applications linéaires
¢ : E — Ftelles que :

1. im(p) = {0}; 5. im(¢) = Vect(e}, e5);

2. im(¢) = Vect( 5);

3. im(¢) = 6. ker(¢p) = Vect(ep +e3,e4) et im(¢p) =
4. ker(¢) = Vect(ez +e3,eq); Vect(e}, ef).

Exercice 43. Soient E,F et G trois espaces vectoriels. Soient f € Z(E,F) et g € Z(F, G).
Montrer que

1. ker(gof) = f~(ker(g)); 5. ker(g o f) = ker(f) & ker(g) Nim(f) =
2. ker(f) C ker(gof); {0};

3. im(gof) Cim(g); 6. im(g o f) = im(g) & ker(g) + im(f) =
4. im(go f) = g(im(f)); F.

2.1.2 Exemples d’applications linéaires : les projections et les symé-
tries

Définition 2.1.41. Un projecteur est un endomorphisme p € Z(E) tel que pop =p.

Exemple 2.1.42. L'application p: (x,y) € R? — R?, (x,y) — (x,0) est un projecteur. En
effet, pour tout (x,y) € RZ,

poplxy) =p(x,0) = (x,0) =p(x,y).

Proposition 2.1.43. Si p est un projecteur, alors E = kerp @ imp. Réciproquement si E =
F @ G alors 'application w: E — E définie par

YVu=x4+y€eF®G=E,n(u) =x
est un projecteur d’image F et de noyau G.

Démonstration. Soit p un projecteur. Alors, pour tout x € E,

x = (x—px))+p(x)

et p(x) € im(p) et x — p(x) € ker(p) car

px—p(x) = p(x) —pp(x) "BV p(x) —p(x) =0
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On en déduit donc que E = ker(p) +im(p). Montrons que cette somme est directe :
soit y € ker(p) Nim(p) i.e. p(y) = 0 et il existe x € E tel que y = p(x). On en déduit
donc que

Et donc ker(p) Nim(p) = {0}

SiE =F®dG, l'application m: u = x+y € E — x € E est bien une application
linéaire de noyau G (mt(u) = 0 si, et seulement si, u = x € F) et d'image F (u(E) C F par
construction et si x € F alors u(x) = x). De plus, c’est un projecteur car

Yu=x+y € E,mon(x+y) =n(x) =n(x+0) =x =n(x+y).

Remarque 2.1.44. On dit que p est le projecteur sur im(p) parallelement & ker p.

Construction 2.1.45. Supposons E =KP et E = F® G oit F est décrit par les équations

anxy+...+apxp =0

AniX1 + ...+ anpxp =0
et G = Vect(ey == (e11,...,€1p),-.., en—p = (€n_p,1,---,€n—pp)). Alors, par définition

de somme directe, pour tout x = (x1,...,xn) € E, il existe une unique famille (A1, ..., An—p)
telle que

n—p n—p
(X] — Z 7\1611,...,Xp — Z Aieip>
i=1 i=1

est solution du systéme de F. On doit donc résoudre le systéme

ar (X] — Z?;]p 7\161,1) +...F+a1p (X»p — Z?;]p }\iei,p) =0

an (x1 _ynp ?\iem) 4ot anp (xp S Aiei,p) —0

d’inconnues Ay, que I'on peut réécrire

(Z)P:] aUe]j) M+ + (Z}):1 a]jenf'p,j> An—p = Z]P:1 a15%;

(ZPvanjen) Moot (X0 anjenps) Anp = TP any

La famille de solutions (A1,...,An—p) permet de déterminer les deux projection associées a la
somme directe F @ G.

Exemple 2.1.46. Prenons E = R?, G = Vect(1,1) et F={(x,y) € R? | x+y = 0}. Soit A €
R et x = (x1,x2) € R2. Le vecteur x —A(1,1) € F si, et seulement si, x; —A+x2 —A =0
ie. si, et seulement si, A = *'5*2. On en déduit donc la décomposition de x pour la
somme directe F & G suivante :

(X] —X2 —X7 +X2> X1 +X2
X = +

2, 2,1,

On en déduit les deux projecteurs associés.
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Proposition 2.1.47. Soient E un espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires. L'application linéaire p est le projecteur sur G parallélement a F si, et seulement si,
q = Id —p est le projecteur sur F parallélement a G.

Démonstration. Supposons que p est le projecteur sur G parallelement a F. Alors
goq=(p—Id)o(p—Id)=pop—Idop—pold+Idold=p—p—p+Id=Id—p=q.

De plus, siy € im(q) alors il existe x € E tel que y = q(x) = x—p(x) et donc p(y) =
p(x —p(x)) = 0ie. y € ker(p). Réciproquement, si y € ker(p) alors p(y) = 0 et donc
y=4q(y)+ply) = q(y) € im(q). D'ott ker(p) = im(q) En remarquant que p =Id — q,
on montre que im(p) = ker(q) et que si q est un projecteur alors p aussi. O

Remarque 2.1.48. Si E = F @ G et p est le projecteur sur F parallelement a G et g est le
projecteur sur G parallelement a F alors

Vx € E,x =p(x) + q(x)

Pour la fin de cette sous-section, on supposera 2 # 0 dans K (par exemple, K #
Z/27).

Définition 2.1.49. Une symétrie vectorielle est un endomorphisme s de E tel que sos =
Id.

Remarque 2.1.50. Une symétrie vectorielle est un isomorphisme d’inverse lui-méme.

Exemple 2.1.51. La symétrie axiale dans IR? par rapport a la droite y = x i.e. la fonction
R2 — R? définie par (x,y) — (y,x) est une symétrie vectorielle.

Exemple 2.1.52. L'endomorphisme s: #(R,R) — (R, R) définie par
s(f) =x € R — f(—x)
est une symétrie vectorielle.

Proposition 2.1.53. L'application linéaire p est un projecteur si et seulement si s := 2p —1d
est une symétrie.

Démonstration. Si p est un projecteur alors
sos=2p—Id)o(2p—Id) =4pop—Ido2p—2poid+Id =4p—2p—2p+1d =1d.
Réciproquement, si s = 2p —Id est une symétrie alors
dpop=(2p)o(2p)=(s+Id)o(s+1d) =sos+2s+1d =2(s+id) =4p
Comme 4 = 22 est inversible alors p o p = p. O

Corollaire 2.1.54. Si s est une symétrie vectorielle, alors E = ker(s —Id) & ker(s + Id).
Réciproquement si E = F @ G alors I'application o : E — E définie par

YVu=x+y€F®G=Eou)=x—y

est une symétrie vectorielle vérifiant ker(oc —Id) = F et ker(o+1d) = G
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Démonstration. Pour x € E,on a :

x = =(s(x)+x)+ %(x—s(x)).

N —

Comme %(s(x) +x) € ker(s—1d) :

(s —1Id) <;(s(x) —|—x)) = %(s —1Id) (s(x) +x) = % (sos(x)+s(x)—s(x)—x)

ss_ym]

2(x—x) =0

et %(x—s(x)) € ker(s+1d) :

(s+1d) <;(xs(x))> = %(erId) (x—s(x)) = % (s(x) —sos(x)+s(x) +x—s(x))
SS!m 1 . .
= E(X x) =0

alors E = ker(s —Id) + ker(s 4+ Id). Montrons que cette somme est directe : soit x €
ker(s —Id) Nker(s +1d) ie. s(x) —x = 0 et s(x) +x = 0. En soustrayant la premiére
égalité a la deuxieme, on obtient 2x = 0 et comme 2 est non-nul alors x = 0.

Soit E = F& G. La fonction 0 : x+y € E +— x —y est linéaire,

YVu=x+y€Eooo(u)=ox—y)=x+y=u

etcommeoc—id:u=x+y€b—ou)—u=x—y—x—y=—2yeto—id:u=x+y €
E— ou)+u=x—y+x+y = 2x alors et que 2 est non-nul alors ker(c —Id) = F et
ker(c+1d) =G O

Exemple 2.1.55. On reprend l'exemple 2.1.52| : 'espace % (IR,R) s’écrit comme une
somme directe ker(s —id) @ ker(s +id). On peut décrire les espaces ker(s —id) et ker(s+
id) d’une facon différente :

ker(s—id) ={f: R = R |s(f) =f} ={f: R = R |V¥x € R, f(—x) = f(x)} ={f: R — R paire}
et
ker(s+id) ={f: R = R |s(f) = —f} ={f: R - R | V¥x € R, f(—x) = —f(x)} = {f: R — R impaire}

On retrouve a nouveau la décomposition dune fonction comme une somme d’une
fonction paire et une fonction impaire.

2.1.2.1 Exercices

Exercice 44. Dans R3, soit D = Vect((1,2,3)) et soit H le plan d’équation 3x +y —2z = 0.
1. Vérifier que R3> = H&® D.

2. Déterminer les expressions analytiques de p la projection sur H de direction D,
et de s la symétrie par rapport a H de direction D.

Exercice 45. On considére I'endomorphisme p : R® — R3 défini par
V(x,y,2z) € ]Rs,p(x,y,z) = (4x+y+72z30x+ 11y 4+ 70z, —6x — 2y — 132)

1. Monter que p est une projection vectorielle.
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2. Pour vi = (1,-3,0) et vo = (2,1,—1), calculer p(vq) et p(vz). Calculer aussi
ker(p). Si vz est un générateur de ker(p) dont les coordonnées dans la base
canonique sont des entiers premiers entre eux, montrer que % = (v1,v2,v3) est
une base de R3.

Exercice 46. On considére I'endomorphisme s : R3 — R3 défini par

V(x1,%x2,%3) € ]Rs,S(X],Xz,X3) = (—3x7 + 2% +2x3,4%x7 —x2 — 2x3, —8x1 +4x, + 5%3).
1. Montrer que s est une symétrie vectorielle.
2. Déterminer le noyau et 'image de s.

Exercice 47. (*)

1. Soit f : R — R une application Q-linéaire. Montrer que ker(f) coincide avec
I'ensemble des périodes de f c’est-a-dire

ker(f) ={T e R|Vx € R, f(x+T) = f(x)}.

2. Montrer que la fonction identité x € R — x € R ne peut pas s’écrire comme une
somme de deux fonctions continues périodiques.

3. Montrer que la fonction identité x € R — x € R s’écrit comme une somme de
deux fonctions périodiques.

Indication : utiliser la question 1 et la caractérisation de projecteur

2.1.3 Applications linéaires en dimension finie

Proposition 2.1.56. Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et F sont
isomorphes si, et seulement si, ils ont la méme dimension.

Démonstration. S'il existe un isomorphisme ¢ : E — F alors, par toute base & de
E est envoyé sur une base de F. On en déduit donc que

dim(E) = Card(%) = Card (@ (%)) = dim(F).

Réciproquement, supposons que E et F ont la méme dimension. Soient 9% une base de
E et @ une base de F. Comme ¢4 : K™ — E et pg : K™ — F sont des isomorphismes
(cf.[2.1.25) alors @¢ o (p;g] : E — F est aussi un isomorphisme. O

Corollaire 2.1.57. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel
Alors si F et E sont isomorphes alors E = F.

Démonstration. Par [2.1.56] E et F sont isomorphes si, et seulement si, dim(E) = dim(F).
Comme on sait que F est un sous-espace vectoriel de E alors par(1.6.11} E = F. O

Remarque 2.1.58. C’est faux en dimension infinie. C’est le méme exemple que pour
1.6.15| Les espaces vectoriels IK[X] et Vect({X"+1 n € N}) ¢ K[X] sont isomorphes avec
I'isomorphisme P — XP mais sont distincts.

Définition 2.1.59. Le rang d’une application linéaire f est rg(f) = dim(im(f)).
Théoreme 2.1.60 (Théoreme du rang). Soit f € Z(E, F) avec E de dimension finie. Alors :
dim E = rg(f) + dim(ker f).

Démonstration.
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— Supposons que f est injective. Soit B = (ey,...,en,) une base de E. Alors,
comme f est injective et que % est une famille libre, f(%) est une famille libre.
Elle est aussi génératrice de im(g) (par[2.1.32). C’est donc une base de im(g). De
ce fait,

rg(f) + dim(ker(f)) = dim(im(f)) + 0 = Card(f(%)) = Card (%) = dim(E).

— Supposons que f n’est pas injective. Soit (e1,...,ep) une base de ker(f) (p est
la dimension de ker(f)). On peut compléter cette famille en une base % =

(e1,...,en) de E par[1.4.38 Alors (%) = (f(e1),...,f(en)) est une famille gé-
nératrice de im(f). Comme f(e;) = 0 pour touti € {1,...,p}, f(e;) = 0 alors la
famille (f(ep11),...,f(en)) est une famille génératrice de E. Montrons que cette
famille est libre :

Soient Ap 4 1,...,An € K tels que

Api1flepi1) +...+Anflen) =0

Alors
f(Apr1€ps1+...+Anen) =0

On en déduit donc que A, 1ep 1 +...+Anen € ker(f) et donc s’écrit (de fagon
unique) comme une combinaison linéaire de eq, ..., ep :

Apiri€pi1+...+Anen =Ajer+...+Apep

avec A\; € K. Comme (eq,...,en) est une famille libre alors A = ... = Ay = 0.
On en déduit donc que (f(ep41),...,f(en)) est libre et est donc une base de E.
En conclusion,

dim(E) =n = (n—p) +p = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = rg(f) + dim(ker(f)).
O

Remarque 2.1.61. On peut avoir un énoncé moins précis si E est de dimension infinie :
si f est linéaire alors dim(ker(f)) ou (inclusif) rg(f) est infini.

Corollaire 2.1.62. Si E est un espace vectoriel de dimension finie et f : E — F est une appli-
cation linéaire alors rg(f) = dim(im(f)) < dim(E). En particulier, im(f) est de dimension
finie.

Démonstration. On utilise le théoréme du rang (théoreme [2.1.60) et on remarque que
dim(ker(f)) > 0. O

Corollaire 2.1.63. Si E, F sont des espaces vectoriels de dimension finie et f € £ (E,F), alors :
— f injective & rg(f) = dimE,
— f surjective & rg(f) = dimF.

Sidim E = dim F, les trois propriétés sont équivalentes : injective, surjective, bijective.

Démonstration. 1) Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

— f est injective;

— ker(f) ={0} (cf.2.1.35);

— dim(ker(f)) = 0;

— 1g(f) = dim(E) (cf.2.1.60]: rg(f) = dim(E) — dim(ker(f))).
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2) Si f est surjective alors im(f) = F et donc rg(f) = dim(im(f)) = dim(F). Récipro-
quement, si rg(f) = dim(F) alors im(f) est un sous-espace vectoriel de F de dimension
dim(F) i.e. im(f) = F (cf. et donc f est surjective.

Si dim(E) = dim(F) alors les deux points de 1’énoncé nous dit que f est injectif si, et
seulement si, f est surjectif et donc si, et seulement si, f est bijectif. O

Corollaire 2.1.64. Pour f € Z(E) avec E de dimension finie, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— f injective,

— f surjective,

— f bijective.

Démonstration. On applique le résultat précédent avec E = F. O

Remarque 2.1.65. L'application linéaire IK[X] — KI[X], P +— XP est injectif mais pas sur-
jectif.

Proposition 2.1.66. Si E et F sont de dimensions finies, alors dim Z(E,F) = dimE - dim F.
Démonstration. Soient (eq,...,en) une base de E et (fy,...,fp) une base de F. Soit
fi sit=k
Vie{l,...n,vje{l,...,pLvk e{l,...,n}wjlex) = { J )
0 sinon
ie.pourtoutie{l,...,n},Vje{l,...,p},

n
Vx = Z Hkex € B, uyy(x) = uify.
k=1

Cette famille est libre : soit (A;;) une famille de coefficients tels que
n o p
Z Z }\ij ui]’ =0.
i=1j=1
Pour tout k € {1,...,n}, on a donc
P
0= Z Aijuij (ek) = Z 7\ij]'.
i=1j=1 j=1

Comme la famille (vj) est libre alors les Ay; sont nuls pour 1 < j < p et comme cela est
vrai pour tout k, tous les Ay; sont nuls.

Cette famille est génératrice de Z(E, F) : soit g : E — F une application linéaire. Soit
(Aij)1<i<n,1<j<p la famille de coefficients définie par

Vie{l,...,n},gley) = Z?\ijfi-

Alors
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Remarque 2.1.67. Pour démontrer ce résultat, on peut aussi utiliser le corollaire 2.1.38]:
Z(E,F)~F({1,...,dim(E)},F) = Fdim(E)

On a donc dim(Z(E, F)) = dim(F4im(E)) B&7 g5 (£ dim(F).

Définition 2.1.68. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et % une base de E. On
appelle la base (ef : x =} i ; xie; — x4 € K) de E* = Z(E, K) base duale de %. On la
note &*.

Exemple 2.1.69. Si E est un espace vectoriel de dimension infinie et (e;)ic] est une base

de T alors la famille (e : x = Y ;cyxiei — Xi) est une famille libre mais n’est pas

génératrice de f. En effet,
Vect(ei,i€I) ={ue E" |Card({i € I|u(ei) # 0} < oo}

Par exemple, I'application } | .y Aiei — ) ;1 Aq (i-e. qui envoie e; sur 1 pour tout i € I)
est une forme linéaire qui n’est pas dans Vect(ef,i € I).
SiE=KW alors E* = K! 2 K = Vect(e?,i € I)

Définition 2.1.70. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On
appelle annulateur de F le sous-ensemble

Fo={wet"|VxeF w(x)=0L

Proposition 2.1.71. Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F° est
un espace vectoriel. Si E est de dimension finie alors F° est de dimension dim(E) — dim(F).

Démonstration. Comme F° =, cf ker(evy) alors c’est un espace vectoriel (par[2.1.19|et
1.3.13).

Soit BF = (e1,...,ep) une base de F. Alors
FP={wet"|Vie{l,...,p},w(e) =0

En effet, 'inclusion F° C {w € E* | Vi € {1,...,p}, w(ei) = 0} vient du fait e; € F pour
tout i. Réciproquement, si w € {w € E* | Vi € {1,...,p},w(ei) = 0} alors pour tout
x =3P, Aje; alors

P
wx) =) Mw(e) =0
i=1
On complete la famille B en une base % = (e, ..., en) de E. Considérons la base duale

(e7,...,e}) de E* et montrons que (e;H ,...,€n) est une base de F° ce qui permettra
de conclure. C’est effectivement une famille de F° car

Vie{p+1,...nLVje{l,...,plei(e) =0.

C’est une famille libre comme sous-famille d’une famille libre. II ne reste plus qu’a
montrer qu’elle est génératrice de F°.
Soit w € F°. Soit x = Y i ; Aje;. Comme x; € F pour 1 <1 < p alors

wx) =) Mwle)= Y Awle) =) wlee;(x)
i i—p+1 i

i.e. w s’écrit comme une combinaison linéaire des e} pour p +1 < i < n. On en déduit
donc que (€})p+1<i<n est une famille génératrice de F° et c’en est donc une base. [
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Proposition 2.1.72. Soit f : E — F une application linéaire. Alors im(f)° = ker(fT).
Démonstration. On a les égalités :
im(f)° ={w | Vy € im(f), w(y) = 0}
={w |Vx € E,w(f(x)) =0}
={w|Vx € Ef w(x) =0}
={w|f'w =0} =ker(f")

2.1.3.1 Exercices

X1 +%x2+ x3+%x4 =0
Exercice 48. Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par TR 3
2x1 —x2 +3x3 +x4 =0.
1. Donner une base de F.

2. Trouver deux applications linéaires distinctes de R* dans R> ayant F comme
noyau. Quelles sont leurs matrices associées ?

3. Existe-t-il une forme linéaire sur R* ayant F comme noyau ?
Exercice 49. 1. Une application f : R?> — R peut-elle étre surjective ? Une applica-

tion f : R* — R3 peut-elle étre surjective? Donner un argument si “non" et un
exemple si “oui".

2. Une application f : R? — R3 peut-elle étre injective? Une application f : R* —
R3 peut-elle étre injective ? Donner un argument si “non" et un exemple si “oui".

3. Donner un critere de non-injectivité et de non-surjectivité d’une application li-
néaire E — F a partir des dimensions de E et F.
Exercice 50. Soit n € IN. Soient xg, ..., xn € K des éléments distincts.
1. Montrer que la fonction @ : K<, [X] — K™*! définie par

VP € K<n[X], ®(P) = (P(x0),.-.,P(xn))

est un isomorphisme.

2. Sin = 2, déterminer l'application linéaire inverse ® ! et trouver 'ensemble des
polyndmes P de degré inférieur a 2 tels que

P(x0) = Yo
P(x1) =y
P(x2) =y2

pour (Yo, y1,Y2) fixe.
Indication : Pour déterminer ® 1, on pourra donner sa valeur en des éléments d'une
base de K+!

3. (*) Faire de méme pour n € IN quelconque.

Exercice 51. (*) Soit E un espace vectoriel. Rappelons que E* est I'espace vectoriel des
formes linéaires E — K. Notons E** 'espace vectoriel (E*)*.

1. Montrer que la fonction ®: E — E** définie par
Vx €EO(x)=(ueE* = ulx) eK)ect*

est une application linéaire injective. Indication : pour l'injectivité, on pourra choisir
une base de E

2. Montrer que si E est de dimension finie alors @ est un isomorphisme.
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2.2 Calcul Matriciel

2.2.1 Généralités

Soient E un espace vectoriel de dimension p et F un espace vectoriel de dimension n.
On a vu dans la démonstration de que la donnée d"une base & = (e;)1<i<p de E
et d'une base % de F permet de réduire la donnée d'une application E — F a la famille
des coordonnées (dans K) des f(e;) dans la base €. Une matrice est une représentation
de cette famille.

Définition 2.2.1. Une matrice de taille n x p sur K (avec n,p € IN \ {0}) est une famille

miq m1p

Mp1 ... Mnp
Remarque 2.2.3. On peut remarquer que /n ,(K) = F({1,...,n} x{1,...,p}, K).
Proposition 2.2.4. L'espace M, (K) muni de I'addition

est un K-espace vectoriel de dimension np et dont une base est donnée par les Eyj dont les
coefficients sont tous nuls sauf en (i,j) oit il vaut 1.

Démonstration. Cela vient de I'égalité M p(K) = F({1,...,n} x{1,...,p}, K) et
La base est donnée par(1.4.33 O

On peut maintenant reprendre 1’exemple du début de la sous-section

Définition 2.2.5. On appelle matrice associée a l'application linéaire f: E — F et aux
bases B = (ej)1<j<p et € = (fi)1<i<n la matrice Mat(f, B, €) € Mn 1, (K) définie par :

fler) ... flep)
f] miq m1p

Mat(f, B, €) =
o \Mn1 ... Mnp

ot f(ej) = > I*; my;fy pour tout 1 <j < p.
Exemple 2.2.6. Soit f : R3 — R? l'application linéaire définie par :
V(x,y,2z) € R?,f(x,y,2) = (2x + 3y + z,x + 2).

Soient Z = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) une base de R3 et € = ((1,1),(0,1)) une base de
R2. Alors

fler) = (2,1) =2(1,1) = (0,1)
flez) =(3,0) =3(1,1)-3(0,1)
fle3) =(1,1)

On en déduit que
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Proposition 2.2.7. Soient f,g : E — F deux applications linéaires, % une base de £, € une
base de F et A € K. Alors

Mat(f + Ag, B, €) = Mat(f, B, €) + A\Mat(g, B, €).

Autrement dit, la fonction Mat(-, B,€): f € Z(E,F) — Mat(f, B, €) € Mn,p(K) est une
application linéaire.

Démonstration. Notons B = (ej)1<j<p et € = (fi)1<i<n- Notons Mat(f, B, €) = (m;;)
et Mat(g, 8, ¢) = (qij). On a donc, pour tout 1 <j <p,

n n
f(e;) = Z my;jfi et glej) = Z qijfi
izt

i=1
et donc
n
(f+Ag)(ej) = Z(mi)’ +Aqij)fi.
i=1
On a donc:
mi1+Aqi1 ... m1p+7\n1p
Mat(f +Ag, B, %) = : - :
Mn1 +Aqn1 ... Mnp +Adnp
mi; ... Myp q11 .-+ qip
Mp1 ... Mnpp qn1 -+ dnp

= Mat(f, B, ¢) + \Mat(g, B, €)
O

Proposition 2.2.8. L'application linéaire Mat(-, B,€) : Z(E,F) — Mn,p(K) est un isomor-
phisme.

Démonstration. Comme Z(E,F) et My p(K) ont la méme dimension alors il suffit de
montrer que cette application est injective (cf.[2.1.63). Soit f € Z(E, F) telle que Mat(f, B, ¢) =
0. Alors, pour tout 1 <j <p,

n

flej) =) Ofy =0

i=1
On en déduit donc que f = 0. On en déduit l'injectivité et donc la bijectivité de
Mat(-, B, ). O

Définition 2.2.9. Soient A = (aij)lgign,1§j§p € -%n,p (K)etB = (bij)1§j§‘p,1§k§q €
Mp,q(K). La matrice produit de A et B est la matrice (cik)1<i<n,1<k<q définie par

P
Vie [[1,n]],Vk c [[1,q}],ci,k = Z aijb)’k.
j=1
Cela définit une fonction M p (K) X Mp,q(K) — Mrn,q(K).

Remarque 2.2.10. On fera attention au fait que pour pouvoir multiplier deux matrices il
faut que le nombre de colonnes de A doit étre égal au nombre de lignes de B.
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Remarque 2.2.11. Schématiquement, on peut décrire un produit de la fagon suivante :
by
bpj
aiyl] ... Qix ... aip Z;D:1 aijbjk

Avertissement 2.2.12. Cette fagon schématique d’écrire le produit a toute sa place sur
le brouillon mais pas sur une copie d’examen o1 on écrira en une ligne AB = (ciy)
(comme dans 'exemple ci-dessous).

Exemple 2.2.13.

1 2
2 3 4 4 6= 2x143x44+4x0 2x2+3x6+4x(=1)\ (14 18
15 2 0 1 TAUIXT145%x442x0 1x24+5x64+2x(=1)) \21 30)°

Remarque 2.2.14. Si A € M, (K) alors on peut définir une application linéaire La : .4 1 (K) —
M 1K) par
La(X) = AX.
Alors A = Mat(La, (Ei,1)1<i<p, (Ej,1)1<j<n) o1 les deux familles (Ei7) sont les bases
de y,1(K) et My,1(K) définies dans [2.2.4]

Définition 2.2.15. Soit A € Mn,p(K).
— On appelle image de A l'image de Lp ie. im(A) = {Y € M, 1(K) | IX €
My 1 (K),Y = AX).
— On appelle noyau de A le noyau de L i.e. ker(A) :={X € ./ 1(K) | AX =0}

Proposition 2.2.16. Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, % une base de E,
€ une base de F et D une base de G. Soient f: E — Fet g: F — G deux applications linéaires.
Alors

Mat(g o f, #,2) = Mat(g, ¢, Z)Mat(f, B, ¥)

Démonstration. Notons B = (ej)1<j<p, € = (fi)i<i<n €t D = (gr)1<k<r- Notons

pour tout 1 <i<p,
n
f(e]) = Z mi]-fi
i=1
ettout1 <j<n,
T
g(fi) = Z qkigk-
k=1

Ainsi, pour tout 1 <j <p,ona:

g(flej)) =9 (Z mijfi> =Y mig(fi) =) my D> dridk
o1 k=
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On en déduit donc que

mn
Mat(gof, B, D) = (Z qkimi)‘> = (qki)x,i(mij)i; = Mat(g, €, 2)Mat(f, B, €)
i=1 k,j

On peut aussi décrire le produit avec le symbole de Kronecker.

Définition 2.2.17. Soient I un ensemble non-vide et i,j € I. Le symbole de Kronecker
8ij est défini comme suit :
1 sii=j
dij = { . J
0 sinon.

Exemple 2.2.18. Les éléments de la base (Eij) de .1 p (K) peuvent étre décrits avec ce
symbole de Kronecker :

Vie [1,n],vj € [1,p], By = (8ixdj1)1<k<n,1<1<p-

Proposition 2.2.19. Le produit matriciel est 'unique fonction M p (K) X Mp,q(K) — Mn,q(K)
telle que :

1. V(i,j) € ,nl x [1,p],V(k,1) € [1,p] x [1,q], Ei;Exr = 851 Eqr;
2. YA, B € M (K),YC € My o(K), (A+AB)C = AC +ABC;
3. YA € Ml p(K),¥B,C € My 4(K), A(B+AC) = AB +AAC;

Démonstration. 1) Soient (1,j) € [1,n] x [1,p], (k,1) € [1,p] x [1, q]. Alors

p P
BijBa = (Z 51T5155k551t> = <5ir51t Z 5js5ks> .
Tt T,t

s=1 s=1

Sij 7'5 k alors 25:1 5]’56ks = 5jj6kj + 5jk6kk = 25jk =0et Sij =k alors 25:1 5)’56)'5 =
> P 185 =855 =1.0n en déduit donc que ) ¥_; 8585 = §ji et donc

EijEx = (5ir51t5jk)r,t = &jkEir-
2)Si A = (aij),B = (bi.j) € ﬂn,p(]K), C= (Cjk) S .ﬂp,q(]K) et A € K alors

(A +AB)C = (aij + Abij)ij(cjr)jk = (Z(aij +?\bij)Cjk)
j ik

Z aijCjk +7\Z bijcjk
j j ik

(Z aij Cjk) +A (Z bij Cjk)
j ik j

= AC+ABC.
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3) Si A = (aij) € Mn,p(K), B = (bji), C = (cjx) € Mp,q(K) et A € K alors

A(B+AC) = (aij)ij(bjk +Acji)jk = (Z aij (b +Cjk))
j ik

= (Z Clijb]'k + Z ClijC]'k)
j j

ik
= (Z Clijb]'k
j

=AB+AAC.

Z aijcjk)
j

ik ik

Soit F: My p(K) X Mp,q(K) — Mr,q(K) une fonction qui vérifie les trois conditions
de la proposition : soient A = (ai;j) € Mn p(K), B = (by1) € Mp,q(K). Alors

F(A,B) =F (Z aijF—ij/Z ble—kl) Z Z aijbi F(Eyj, Exr)
— =
= Z Z al)bkl‘s]kEll = Z Z aij ]lEll
ij

= Z (Z aijb)-l) Eu = AB.
il j

Remarque 2.2.20. On dit que le produit est une application bilinéaire.

Remarque 2.2.21. L'écriture AAB n’est donc pas ambigué et désigne indifféremment
(AA)B ou A(AB).

Proposition 2.2.22. Soient A € Mn,p(K), B € Mp,q(K) et C € Mq,+(K). Alors
(AB)C = A(BC).
On écrira ce produit ABC € Mn +(K).

Démonstration. Soient A = (aij) € Mnp(K), B = (bjk) € Mp,q(K) et C = (cx1) €

Mg, (K). Alors
(Z ayj ]k) (ki) = (Z (Z aijbjk) Ckl)
k j il

(ZZ“U ]kckl) ( aij %bjkckl)
= (aij)i (Zb)km)J

il

O

Remarque 2.2.23. — En général, le produit n’est pas commutatif i.e. pour A € M, (K)
et B € #pn(K), onn’a pas, en général, AB = BA.
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— On peut avoir AB = 0 sans avoir A = 0 ou B = 0 (le produit a des diviseurs-de-
7éros);
— On peut avoir AB = AC sans avoir B = C.

Exemple 2.2.24. Soient A = (? g), B = (8 ?) et C = ((1) ?) Alors,on a:

0 0 0 0 0 0
A :<O O),BA:<1 0) etAC:<O O).
Onadonc AB #BA,AB=0etA #0etB#0,et AB=ACetB #C.

Notation 2.2.25. Soit E un espace vectoriel de dimension n, 8 = (eg,...,en) une base
de E. Pour x = ) ' ; xqe;, on notera Mat(x, B) € My 1(K) la matrice colonne de ses

coordonnées dans % :
X1

Mat(x, B) .=
Xn
Remarque 2.2.26. La matrice Mat(x, %) est aussi la matrice Mat(A € K — Ax € E, (1k), %)

Proposition 2.2.27. Soit E un espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Alors la
fonction Mat(-, B) : E — M1 (K) est un isomorphisme.

Démonstration. Notons & la base (E;7) définie dans On a deux isomorphismes
¢z K" = Eet og : K" — M ,1(K) par 2.1.25] On en déduit donc Mat(-, B) =
Qg O (p;’,] est un isomorphisme. En effet,

n n X‘]
Vx =) xie, 9z ' 0 9z(x) = @g(x1,...,xn) = > xiEy = | 1 | =Mat(x, B).
i

i=1 Xn

O

Proposition 2.2.28. Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension respective p et n, B une
base de E et € une base de F. Soit f : E — F une application linéaire. Alors, pour tout x € E,

Mat(f(x), €) = Mat(f, B, € )Mat(x, %).

Démonstration. Notons B = (ey,...,ep), € = (f1,...,fn) et (Mij)1<i<p la matrice
Mat(f, %, €). Alors, pour tout 1 <j <p,

f(e]) = Z mi]- fi

Soitx =} P_; xje; € E. Alors

On a donc :

Mat(f, B, € )Mat(x, B) = : : = : = Mat(f(x), €).
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Remarque 2.2.29. Grace a la remarque[2.2.26} cette proposition est un corollaire immédiat

de22.16

On peut réécrire cette proposition en termes de fonctions :

Corollaire 2.2.30. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension respective p et n, B une
base de E et € une base de F. Soit f : E — F une application linéaire. Alors

f= Mat(', (g)i] [¢] LMat(f,@,‘%) [©] Mat(‘, %)
Démonstration. La proposition [2.2.28[nous donne I'égalité :
Vx € E,Mat(f(x), €) = Mat(f, B, €)Mat(x, B).

et donc
Mat(', Cg) of = LMat(f,%,%”) OMat(’, :@)

Comme Mat(:, €) est une bijection (cf.[2.2.27) alors en composant a gauche par Mat(:, €),
on obtient le résultat. O

Définition 2.2.31. Soit A = (aij)i<i<n,1<j<p € n,p(K). La transposée de A est la

matrice AT = (aji)1<j<p,1<i<n de Mpn(K) ot

V(1) € [1,p] x [1,n], a1 = ay.

T 2 1
Exemple 2.2.32. 23Ty o 3 3
1 -3 4 _

Proposition 2.2.33.
1. Pour tout A € M, (K), (ANT =A.

2. Pour tout A, B € Mn,(K) et tout A € K, (A + AB)T = AT +ABT. Autrement dit, la
fonction A+ AT est linéaire.

3. Pour tout A € M, (K) et tout B € Mp,q(K), (AB)T =BTAT.

4. Pour toute application linéaire f : E — F avec E et F de dimension finie, B une base de
E et € une base de F,

Mat(f',€*, &*) = Mat(f, B,€) .
oit B* (resp. €*) est la base de E* (resp. F*) défini dans|2.1.68
Démonstration. 1) Soient A = (Clij)] <i<n,1<j<p- Onnote AT = (aji)]sjgp,]sisn. Alors
(AT = (@i)1<jepi<icn = (@ij)1<i<ni<j<p = A

2) Soient A = (aij)1<i<n,1<j<p €t B = (bij)1<i<n,1<j<p-Onnote AT = (Gji)1<j<p,1<i<n
etBT = (bji)1§j§p,1§i§n Alors

~)=P,/ x>

et B = (byj)1<k<q1<j<n
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Comme AB = (Z}’:1 aijb]-k) alors le coefficient en (k,i) de (AB) ' est

P P _
Z aijbjk = Z ajibkj.
j=1 j=1

On a donc

P P
(AB)" = [ ) @by =) bydj
j=1

=1 1<k<q,1<i<n

coefficients de Mat(f, %, ). Alors, pour touti € {1,...,p},
n
f(ei) = Z mi)-fj.
j=1

Alors, pour tout x = Y " ;Ajeg € Eettout 1 <j<n

p p p P
fH(F)(x) = f(f(x) =} (Z Aif(ei)> =) Aifffle) =) Aimyy =) myjef(x)
i i i i1

et donc fT(f]?k) = Zf:1 myje;. On en déduit que le coefficient en (j,i) de la matrice
Mat(f ', €*, B*) est m;;. On en déduit donc le résultat.
O

Remarque 2.2.34. Les deux premiers points montrent que I'application linéaire A — A"
est une symétrie vectorielle.

Exercices

0
1 2
Exercice 52. On consideére les matrices A = |3 —-2|,B=[0 1 -2 1 2] et
5 0
1

T2 -1 3
€= (2 0 3 —1)
1. Peut-on former les produits ABC, CBA, BAC ? Si oui les calculer de deux ma-
nieres pour vérifier sur ce cas particulier I'associativité du produit de matrices.
2. Pour chacune de ces matrices, décrire I'application linéaire de .#,, 1 dans /1,

(avec n et p convenables) en précisant leurs noyaux.

Exercice 53. Soit H = {(a b
c d

espace vectoriel de /; ;(K) et en donner une base.

) €Mrr(K)|a+d= O}. Montrer que H est un sous-

1 2
Exercice 54. Soit A = | 3 4 |. Déterminer, s’il y en a, toutes les matrices B telles que
1 4

BA = I,.
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Exercice 55 (Carrés magiques). (*) On appelle carré magique de taille 3 x 3 et de somme
S, une matrice M € /3 3(IR) de la forme

aj a as
ag Aas ag
az ag ag

telle que la somme des réels de chaque ligne, la somme des réels de chaque colonne, la

somme des réels de chaque diagonale, soient égales a S. Le but de cet exercice est de

trouver un procédé de fabrication de tous les carrés magiques.
1. Montrer que tout carré magique de somme S a pour coefficient central a5 = %
2. Trouver un carré magique de somme 3.

3. Montrer que 'ensemble des carrés magiques est un sous-espace vectoriel noté E
de 4 3,3 (]R)

4. Montrer que tout carré magique de somme 0 est défini par la donnée de ses
coefficients aj et a3. Montrer que les carrés magiques de somme 0 forment un
sous-espace vectoriel Eg de E. Trouver un base de Ey.

5. Donner une base de E.

6. Utiliser ce qui précéde pour dénombrer tous les carrés magiques de somme 18
dont les coefficients sont des entiers positifs.

2.2.2 Matrices carrées

Dans cette sous-section, nous allons nous restreindre au cas des matrices carrées
dans ./, (K).
On a un produit #n (K) X Mn(K) — Mn(K).

Notation 2.2.35. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, % une base de E et f
un endomorphisme de E. On note Mat(f, %) la matrice Mat(f, %, %).

1 0
Proposition 2.2.36. La matrice I = (8ij)1<ij<n = est I'élément neutre pour

0 1
le produit matriciel i.e.
VA € Mn(K), Al =IhA = A

On l'appelle matrice identité d’ordre n.

Démonstration. Soient A = (aij)1<ij<n € #n(K). Alors

mn
Aly = | D aijdji = (Qik)1<ik<n = A
=1 1<ij<n
et
n
WA= Z dijajx = (Qik)1<ik<n = A
=1 1<ij<n

Remarque 2.2.37. Si A € Mn(K) et A € K alors

A 0
AA = A.
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Remarque 2.2.38. Pour toute base % d'un espace vectoriel de dimension finie E, I =
Mat(Idg, A).

Si A est une matrice carré alors on peut former la puissance neme A™ := A X ... X A.
—_—

n fois
Contrairement au cas sur K, la formule de Newton n’est pas vrai car le produit n’est

pas commutatif (voir[2.2.23) : si AB # BA alors
(A+B)> =(A+B)(A+B)=A? + AB+BA +B? £ A? + 2AB + B2
On va montrer que cela fonctionne quand A et B commutent (i.e. AB = BA).
Lemme 2.2.39. Soient A, B € Mn(K). Si A et B commutent alors, pour tout q € IN,
ABY =BYA.

Démonstration. Montrons ce lemme par récurrence sur d.
Initialisation : Si ¢ = 0 alors B? =1, etdonc Al, = A = [, A.
Hérédité : soit ¢ € IN. Supposons la propriété vraie au rang q. Alors

ABIH1 — ABBY 2P gaBd R Baa — BIt1A.

La propriété est alors vraie au rang q.
Par le principe de récurrence, le lemme est montré. O

Proposition 2.2.40. Soient A, B € ,, (K) tels que AB = BA. Alors, pour tout n € IN,

A+B =Y (2) AKBnK,

k=0

Démonstration. On montre ce résultat par récurrence sur 1 :
— pourn=0, (A+B)0 =1, =Y0 o (})AKBO ¥
— Soit 1 € N et supposons la propriété vraie au rang n. Alors

n+1 _ n HR = n kpn—k
(A+B)"" =(A+B)(A+B)™ = (A+B) ) <k>A B

k=0
n n
= k=0
n n
Z ( >Ak+1B‘n + Z < )Aank+1
k=0 k=0

chgt de var n kpn—k+1 kpn—k+1
5 (e s (Ha

— AN i << ) <E)>Aan—k+1 4L pnt]

+1
— AN | Z (“+1)Ak8n k+1 g+l :nZ <n+])Aan+1—k
k

k=0
O

Définition 2.2.41. Une matrice A est dite inversible a gauche s'il existe B € ./# (K) telle
que BA = I, inversible a droite s’il existe B € /#n (K) telle que AB = I, et inversible
si elle est inversible a gauche et a droite.

On note GL,, (K) I'ensemble des matrices inversibles de ./, (K)
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Lemme 2.2.42. Si A est inversible alors il existe une unique matrice B € M (K) telle que
AB = BA = I,,.
Démonstration. Soient B, C deux matrices telles que AB =1, = CA. Alors, par associa-
tivité,

B =1.B=(CA)B=C(AB) =CI, =C.

Soit D une matrice telle que AD = I;. Alors
D = (CA)D = C(AD) =C =B.
Soit E une matrice telle que EA = I,,. Alors
E=E(AB) = (EA)B =B.
O

Définition 2.2.43. Si une matrice A est inversible alors on appelle inverse de A 1'unique
matrice B telle que AB = BA = I;;. On la note A~'.

Remarque 2.2.44. Si A et B sont inversibles alors leur somme ne l'est pas nécessairement :
si B=—A alors A + B = 0 n’est pas inversible méme si A 1’était.

Proposition 2.2.45. Soit A une matrice de M (K) et f : E — F tel qu'il existe une base
% de E et une base € de F telles que A = Mat(f, B,€). Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. f est injectif;

f est surjectif;

f est un isomorphisme;
A est inversible;

A est inversible a gauche;

S

A est inversible a droite.

Démonstration. Par|2.1.63), les trois premiers points sont équivalents.
On va montrer les implications suivantes 3) = 4),5) = 1) et 6) = 2).
Si f est un isomorphisme alors

AMat(f~ ', €, B) = Mat(f, B,€¢)Mat(f ', €, B) =1dg, B, B = I,

et
Mat(f~ !, €, B)A = Mat(f~', €, B)Mat(f, B, €) = Mat(ldf, €, €) = In

On en déduit que A est inversible d’inverse Mat(f~',%, %B).
Supposons que A est inversible a gauche i.e. il existe B € /#, (K) telle que BA = I,.
Soit x = (x1,...,xn) € E tel que f(x) = 0. Par[2.2.28} on a 1'égalité

0 = Mat(f, B, €)Mat(x, B) = AMat(x, %)
En multipliant a gauche par un inverse a gauche B, on obtient
Mat(x, B) = BAMat(x, ) = B0 =0

et donc x = 0. On en déduit donc que f est injective.
Supposons que A est inversible a droite i.e. il existe B € /#, (K) telle que AB = I,.
Soit y € F. Alors
Mat(y, ¢) = ABMat(y, ¢) = A(BMat(y, %))

Soit x € E I'élément de coordonnées BMat(y, ). Alors y = f(x). O
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Corollaire 2.2.46. Une matrice A € Mn (K) a au plus un inverse a gauche (resp. a droite) i.e.
une matrice B € Mn (K) telle que BA = Iy (resp. AB = 1,).

Démonstration. Grace a la proposition précédente, il suffit de montrer que n’importe
quel inverse a gauche (resp. a droite) est A~ .

Soit B un inverse a gauche de A. Alors BA = I, et donc en multipliant par A~' a
droite, on obtient B = A,

Soit B un inverse a droite de A. Alors AB = I, et donc en multipliant par A1 a
gauche, on obtient B = A~'. O

Proposition 2.2.47.

1. Pout tout A € GLn (K), A~ est inversible et (A~1)~" = A.

2. Pour tout A, B € GLn (K), AB est inversible et (AB)~' =B~ TA~1;
3. Pour tout A € GLn (K), AT est inversible et (AT)~1 = (A=1T;
4

. Si B est une base d'un espace vectoriel de dimension finie E, alors la fonction Mat(-, B): f €
GL(E) — Mat(f, %) € GLn (K) est une bijection et

Vf € GL(E),Mat(f~', %) = Mat(f, B) .

Démonstration. 1) Soient A € GL,,(K). Comme AA~! = A=TA = I,, alors A~ est
inversible d’inverse A.
2) Soient A, B € GL, (K). Alors

(ABJB'TA T =ABB HA T =ALLA ' =AA ' =1,

et
B 'A""AB)=B '(A"TA)B=B '[,B=B 'B=1,.

On en déduit que AB est inversible et d’inverse B~1TA~1.

3) Soit A € GL,(K). Alors, par[2.2.33
AHTAT=AA N =1} =Tn

et
ATAY =(ATTA)T =1 =1,
On en déduit que A" est inversible et d’inverse (A~1)".

4) On a déja montré que si f est un automorphisme alors Mat(f, %) est inversible et
d’inverse Mat(f— !, #). Comme Mat(-, B) : Z(E) — Mn(K) est bijective (cf. alors
sa restriction-corestriction Mat(-, %): f € GL(E) — Mat(f, B) € GLy(K) est injective.
De plus, pour montrer la surjectivité, il suffit de montrer que pour tout M € GL, (K),
@~ 1(M) est un isomorphisme. Ce qui découle du O

Construction 2.2.48. Pour calculer I'inverse d'une matrice A € GLy (K), on procéde comme
suit :
X1 Y1
on remarque tout d’abord que pour X = Y = : € Mn(K), AX =Y si, et
Xn YUn
seulement si, X = A™'Y. On en déduit que pour trouver A~", on peut résoudre le systeme
AX =Y d’inconnues X pour un Y quelconque afin d’obtenir un systéme d’égalités de la forme

X1 =a1yr+...+amyn

Xn = aniyr +...+ Annyn
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aig e QA1
Alors la matrice A~V sera

an1 ceo Ann

Exemple 2.2.49. Soit A = (; l . Soit (y1,y2) € RZ. On va résoudre le systeme
linéaire
2x1 +x2 = VY1

5x1 +4x2 =y

d’inconnues x7,x;. Soient (x7,%x2) € RZ. On a les systemes linéaires équivalents sui-
vants :

2x1 +x2 =y1 (L1) o 2x1 +x2 =y1(Ly) X1+ % =YL
5x1 +4x2 =y2 (L2) 3x2 = —Fyy +y2(La — ¥ 1y)

On en déduit que

Définition 2.2.50. On appelle trace d'une matrice A = (aij)1<ij<n € #n(K)le nombre

n
tr(A) = Z ai; € K.
i=1

Exemple 2.2.51. tr ( (é l)) =24+4=6.

Proposition 2.2.52.
1. La fonction tr: Mn (K) — K est une forme linéaire.
2. Pour tout A € My (K), tr(AT) = tr(A).
3. Pour tout A, B € M (K), tr(AB) = tr(BA).

Démonstration. 1) Soient A = (ay;), B = (by;) € #n(K) et A € K. Alors
n n n
tr(A+AB) = tr((ai; +Abyj)) = ) @i +Abis = ) @iz +A Y by = tr(A) + Mr(B)
i=1 i=1 i=1
2) Soient A = (ayj) € Mn(K). Alors
n
(A7) = tr((aij)1<j,i<n) = Z ajj = tr(A).
i=1

3) Soient A = (aij)ij/B = (bjk))'k € M (K). Alors

n n n
tr(AB) = tr Z aijbjk = Z Z aijbji
j=1 ik i
et
n n
tr(BA) = tr ((Z bki“ij) ) = Z Z aijbji.
i=1 ki j

On en déduit donc que tr(AB) = tr(BA). O
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Remarque 2.2.53. Le dernier point implique que si on a trois matrices A, B, C € ./ (K)
alors tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). Cependant les autres permutations ne fonc-

. LA (1 2 (1 5 (11
t10r1r1er1tpas.51/1\—<3 4>B—<1 4) etC—(] ]) alors

16 16
tr(CAB) = tr(BCA) = tr(ABC) = tr <38 38> — 54,

tr(CBA) = tr(ACB) = tr(BAC) = tr <g? g?) =69.

2.2.2.1 Exercices

Exercice 56. On consideére les matrices

S, 1 -3 0 2 1 a
A:<4 _3>, B=(2 1 —1|etCa=|0 1 -3
110 -2 11

avec a € R.
1. Pour chacune de ces matrices calculer la matrice inverse lorsque celle-ci existe.

X1 1
2. Résoudre le systeme Cgq (xz) = (1)
X3 1

3. Calculer I'inverse de la matrice BC, lorsque celle-ci existe.

Exercice 57. On considére 'endomorphisme f de R® dont la matrice dans la base ca-
nonique est :

A=| -1 2 =2
0 3 -1
Donner une base de ker(f) et de Im(f).

Exercice 58. Soit n € IN \ {0}. Montrer que 'on ne peut pas trouver de matrices A, B €
M (Q) telles que
AB—-BA =1,

Exercice 59. (*) Soient n € IN\ {0}, E := R<n[X] et @« € R\ {0}. Soit f la fonction E — E
définie par :
VP € E, f(P) =P(X+ )
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. En notant & la base canonique de E, déterminer A := Mat(f, B, %) ;
3. Montrer que A est inversible et déterminer A~".
4. Montrer que pour tout (p, q) € [0,n]? tel que p < g, on a:

q

k
o) () =
k=p p

Rappelons que (a+b)™ =3 4 (%) a*b™* pour tout a,b € R.
Exercice 60 (Lemme de Hadamard). (*) Soit A = (aij)1<ij<n € #n(C) une matrice a
diagonale dominante, c’est-a-dire
vie{l,...,nhlaiil > ) lagl
j#

Montrer que la matrice A est inversible.
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2.2.3 Changement de bases

Définition 2.2.54. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, %, € deux bases de
E. On appelle matrice de passage de € a % la matrice Pass(%, %) = Mat(ld, %, €).
Autrement dit, c’est la matrice des coordonnées des vecteurs de & dans la base €.

Exemple 2.2.55. Soient & = ((2,5),(1,4)) et € = ((1,0), (0, 1)). Alors

Pass(A,€) = (; l)

Comme (1,0) = 1(4(2,5) —5(1,4)) et (0,1) = +(—(2,5) +2(1,4)) alors

(5 5)

On remarque ici que Pass(%, %) = Pass(€, %) .

Pass(€, %) =

W —

Proposition 2.2.56. Soient %B,€,D trois bases d’un espace vectoriel de dimension finie E.
Alors

1. Pass(AB, D) = Pass(€, D)Pass(A,€);
2. Pass(B, B) = I ;
3. Pass(%,€) € GLn(K) et Pass(%,€)~ " = Pass(€, %B).

Démonstration. 1) On a :

Pass(%, 2)Pass( B, €) = Mat(Id, €, 2)Mat(1d, &, €) 2229 Mat(1d, %, @) — Pass(B, D)

2) Pass(AB, %) = 1, = Mat(Id, B, %) = 1,,.
3) Comme Pass(€, %)Pass(%,€) = Pass(%B,B) = 1, et Pass(AB, € )Pass(€, %)
Pass(€,€) = I, alors Pass(%, €) est inversible d’inverse Pass(€, %).

o

Proposition 2.2.57. Soient B, € deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors,
pour tout x € E,

Mat(x, €) = Pass(%, €)Mat(x, B)
Démonstration. Par[2.2.28
Mat(x, €) = Mat(Id(x), ¢) = Mat(Id, %, €)Mat(x, %).
O

Proposition 2.2.58. Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie, %8, B’ deux bases
de €, 6,6’ deux bases de Fet f: E — F. Alors

Mat(f, B',€’) = Pass(%, €’ )Mat(f, B, €)Pass(B’, B).
Démonstration. Comme f = Idg o f o Id¢ alors par[2.2.16

Mat(f, B’,€¢’') = Mat(ldg, €, €’ )Mat(f, B, €)Mat(ldg, B', B)
= Pass(%, €' )Mat(f, B, €)Pass(B’, B).
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En un diagramme commutatif,

Mat(f,%8,€)

Eg - Fo

Pass(%,%') | 1d 1d | Pass(®,%’)

f
Ez —— > F
B Mat(t,3' @) ¢

Corollaire 2.2.59. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, %, € deux bases de E et
fe Z(E). Alors

Mat(f, €) = Pass(€, B)~ ' Mat(f, B)Pass(€, B).
Démonstration. Par la proposition suivante,
Mat(f, €, €) = Pass(%B, € )Mat(f, B, B)Pass(€, B) = Pass(€, B)~ 'Mat(f, B, B)Pass(€, B).
O
En un diagramme commutatif,

M B
Egg at (ff ) Egg

Pass(€,%) | 1d 1d|Pass(€,%) !

.
Ee Mat(f,%) Ee

Définition 2.2.60. Deux matrices A,B € ./, (K) sont dites équivalentes s'il existe
P € GL, (K) et Q € GL (K) telles que

A=Q 'BP

Proposition 2.2.61. C’est une relation d’équivalence sur Mrn p(K) :
— toute matrice est équivalente a elle-méme;
— si A et B sont équivalentes alors B et A sont équivalentes.
— si Acet B et B et Csont équivalentes alors A et C sont équivalentes.

Démonstration. — La matrice A est équivalente a lui-méme : A = I;TAL,.

— siA=Q 'BPavecP € GL,(K) et Q € GL,(K) alorsB=QBP~! = (Q~ ")~ 'BP~ .
Comme P~ et Q' sont inversibles alors B et A sont équivalentes.

— si A = Q;'BPj et B=Q;'CP, avec P € GL,(K) et Q € GLn(K) alors A =
Q1_1BP1 = QT]QEICPZH = (Q2Q1)_1AP2P1 et comme Q,Q7 et PPy sont
inversibles alors A et C sont équivalentes.

O

Proposition 2.2.62. Soient E un espace vectoriel de dimension p et F un espace vectoriel de
dimension . Deux matrices A et B de M, (IK) sont équivalentes si, et seulement si, il existe
une application linéaire f : £ — F telle qu'il existe des bases 9B, B’ de E et deux bases €, €' de
F telles que A = Mat(f, B,€) et B = Mat(f, B',€").

Démonstration. Supposons que A et B sont équivalentes. Fixons P,Q tels que A =
Q 'BP. Soient # = (ei)1<i<p une base de E et € = (fj)1<j<n une base de F. Soit
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f: E — F l'application linéaire telle que A = Mat(f, B, €) (qui existe toujours puisque
Mat(-, B, €) est bijective, cf.[2.2.8). Soient B’ = (e{)1<i<p la famille de E définie par

Vi e [1,p], Mat(e{, B) = P~ 'Mat(e;, B)
et®' = (fj’)1 <j<n la famille de F définie par
Vj e ﬂl,n]],Mat(fj’,%) = QMat(f;,6).
Ainsi, ce sont deux bases et Pass(%’, B) = P~ et Pass(%’,%) = Q. Alors

Mat(f, B’',€’) = Pass(€, €’ )Mat(f, B, €)Pass(B’, B)
=Q 'AP

Réciproquement, si on a une application linéaire f : E — F telle qu’il existe des bases
B, B’ de E et deux bases €, €’ de F telles que A = Mat(f, B, €) et B = Mat(f, B, 6’).
Alors, si on se fixe de telles bases, on obtient :

B = Mat(f, B',€’) = Pass(%€, €’ )Mat(f, B, € )Pass(B', B) = (Pass(€’,€))” ' APass(B’, B).
Et donc A et B sont équivalentes. O

Définition 2.2.63. Deux matrices A,B € . (K) sont dites semblables s’il existe P €
GLx (K) telles que
B=P 'AP

Deux matrices semblables sont en particulier équivalentes.

Proposition 2.2.64. C’est une relation d’équivalence sur M (K) :
— toute matrice est semblables a elle-méme;
— si A et B sont semblables alors B et A sont semblables.
— si Acet B et B et Csont équivalentes alors A et C sont semblables.

Démonstration. — si A € Mn(K) alors A = I3 TAI, et donc A est semblable a A
(car I, est inversible);
— Si A et B sont semblables alors on peut choisir un P € GL,(K) tel que B =
P~TAP etdonc A = PBP—! = (P~1)~TBP~!. Comme P~ est inversible alors B
est semblable a A.
— Si A et B sont équivalentes et B et C sont équivalentes alors on peut choisir
P1,P2 € GLn(K) telle que

B =P;—1AP; et C =P, 'BP,.

Alors C = P;'BP; = P;'P1—1AP;P, = (P1P2)"'AP{P,. Comme P1P; €
GL (K) alors A et C sont semblables.
O

Proposition 2.2.65. Deux matrices semblables ont la méme trace.

Démonstration. Soient A et B deux matrices semblables. Fixons P € GLy (K) telle que

B = PAP~ ! alors

tr(B) = tr(PAP~ ) 223 (p—TpA) — r(A).

O

Par contraposée, deux matrices qui n’ont pas la méme trace ne sont pas semblables.

Remarque 2.2.66. On dit que la trace est un invariant de similitude.
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Définition 2.2.67. On dit qu'une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une

matrice de la forme
A 0

0 An
ouA; € K.

2.2.3.1 Exercices

Exercice 61. On considére I’endomorphisme ¢ : R? — R? dont la matrice dans la base
canonique € de R3 est

1. Déterminer les trois valeurs distinctes de a pour lesquelles I'équation ¢(v) = av
a une infinité de solutions (I'inconnue est v € R3).

2. Soient v1, v, et v3 trois solutions non nulles des trois équations du point pré-
cédent. Montrer qu’elles forment une base & de R3. Quelle est la matrice de ¢
dans cette base, matrice notée D par la suite ?

3. Donner la matrice de passage P de € a &. Quelle est la formule qui relie A et D
(c’est-a-dire en faisant apparaitre la matrice de passage entre € et ).

Exercice 62. On considere 'endomorphisme ¢ : R<3[X] — R<3[X] défini par ¢(P) =
(X—2)P’ —3P.

1. Donner une base pour le noyau de ¢.

2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique (1, X, X2, X3).

3. Déterminer la matrice D de ¢ dans la base (1,X —2, (X —2)2, (X —3)3).

4. Ecrire explicitement la formule qui relie A et D.
Exercice 63. On reprend les notations de 1’exercice 45| On note %Bcan la base canonique
de R3.

1. Donner la matrice de p dans les bases %Bcqn et &.

2. Calculer la matrice de passage entre la base %Bean et la base %, et entre B et la
base %Bean. Vérifier que dans les deux cas elles coincident avec leur carré.

3. Vérifier vos calculs avec la formule de changement de base.

Exercice 64. On reprend les notations de 'exercice [46}
1. Donner la matrice A associée a s dans la base canonique de IR3.
2. Vérifier que A% = I3.
3. Choisir une base de R3 dans laquelle la matrice associée a s est trés simple.

4. Relier cette derniére matrice a la matrice A en utilisant des matrices de passage.

2.24 Rang

Proposition 2.2.68. Soit A € M, (K). Alors les entiers suivants sont égaux :
— la dimension de I'espace engendré par les colonnes de A dans M 1(K);
— la dimension de I'image de A ;
— la dimension de I'image de n’importe quelle application linéaire représenté par A.
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(l]j
G = : et donc C; = AEj; = La(Ej1) ou (Ej7) est la base de 1 (K) décrite

anj

dans la proposition On a donc:
Vect(Cy,...,Cp) = Vect(La(E11),...,La(Ep1)) =im(LA).

On en déduit donc que dim Vect(Cy, ..., Cp) = dimim(LA).
Soient f : E — F une application linéaire telle qu’il existe & = (ej)1<j<p une base
de E et € = (fj)1<i<n une base de F telles que

A = Mat(f, B,¥%).
Par le corollaire on obtient
f =Mat(-, %) oLa o Mat(-, B).
Et donc
im(f) = im(Mat(-, €)' o Lx o Mat(-, %)) = im(Mat(-, €)' o La) = Mat(-, %)~ (im(LA))

La deuxieme égalité vient du fait que Mat(-, &) est un isomorphisme (cf. et donc
Mat(-, B)(E) = My,1(K) et la troisiéme vient du fait que 'image d’une composée est
l'image de l'image de la deuxiéme fonction par la premiére. Comme Mat(-, &)~ est un
isomorphisme alors elle envoie base sur base et donc

dim(im(f)) = dim (Mat(-,fgr‘ (im(LA))) — dim(im(LA)).

Exemple 2.2.69.
(1 2) 1 sia=4
— r =
82 «a 2  sinon

car la famille ((;) , <i>> est libre dans .31 (R) et donc génératrice dans R2
sia#4det Vect<<1) <2>) :Vect(<]>> sinon.
2/’ \a 2
1 3 5 5 1 3 1 3
— 18 (2 1 5) = 2 car (5) =2 (2) + (1) puis comme ((2) , (1))
4 5 13 13 4 5 4 5

sont linéairement indépendants car les deux colonnes ne sont pas colinéaires.
On en déduit le résultat.

Définition 2.2.70. On appelle ce nombre rang de A et on le note rg(A).
Proposition 2.2.71. Soit A € M p(K). Alors rg(A) = rg(AT),

Démonstration. Soit f une application linéaire représenté par A. On a les égalités sui-
vantes :

rg(AT) = rg(f7) = dim(im(f ")) L7 dim ker(f)°)

rawal AN

= p — dim(ker(f)) im(f)) =rg(A).
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On en déduit que le rang de A est la dimension de 1’espace engendré par les co-
lonnes de AT dans My ,1(K) et donc des lignes de A dans . , (K).

Corollaire 2.2.72. Pour tout A € M, (K), rg(A) < min(n, p).
Démonstration. Soit A € Mn p(K). On a les égalités suivantes
rg(A) =dim(imLa) < dim(#y,1(K)) =n
et
rg(A) =rg(A") = dim(imL,7) < dim(4,, 1 (K)) = p.

On en déduit donc que rg(A) < min(n, p).

Corollaire 2.2.73. Pour tout A € Mn(K), rg(A) = n si, et seulement si, A est inversible.

Démonstration. Soit A € Mn (K). Alors on a les assertions équivalentes suivantes

1. rg(A) =n;

2. dim(im(LA : Mn 1 (K) = My 1(K))) =n;

3. La est surjectif;

4. LA est bijectif;

5. A est inversible.
L’équivalence 1) et 2) vient de la proposition les équivalences entre 2), 3) et 4)
viennent de et I’équivalence entre 4) et 5) vient de O
Corollaire 2.2.74. Soit A une matrice de M p(K). Alors

1. si P € Mqn(K), rg(PA) <1g(A);

2. 5iQ € Mypr(K), rg(AQ) < rg(A);

3. siP € Mqn(K)et Q€ Myp,(K) alors rg(PAQ) < rg(A);

4. si P € GLn (K), rg(PA) =1g(A);

5. 51 Q € GLp (K), rg(AQ) =rg(A);

6. si P € GLn(K) et Q € GL,,(K), rg(PAQ) =rg(A).
Démonstration. 1) Si X € My 1 (K) alors AX = 0 implique que PAX = 0. On en déduit

donc que
ker(La) C ker(Lpa) C ﬂpJ (K)

et donc dimker(La) < dimker(Lpa) C #p,1(K). Par le théoreme du rang, on en
déduit que

rg(A) =dim(im(La)) = p—dim(ker(La)) > p —dim(ker(Lpa) = dim(im(Lpa)) = rg(PA).
2) Comme Lq (1 (K)) C Ay 1 (K) alors
im(AQ) = Laq(#y1(K)) = La(Lq(4:,1(K))) C La(Mp,1(K)) =im(A)

et donc
rg(AQ) = dimim(AQ) < dimim(A) = rg(A).

3) Par les deux points précédents, on a :

rg(PAQ) <rg(PA) <rg(A)
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4) Avec 1), on a rg(PA) < rg(A). De plus, ona:
rg(A) = rg(F”1 PA) < rg(PA)

On en déduit 'égalité.
5) Avec 1), on a rg(AQ) > rg(A). De plus, on a:

rg(A) =rg(AQQ ") < 1g(AQ)
On en déduit I'égalité.
6) Par les deux points précédents, on a :
rg(PAQ) =1g(PA) =1g(A)
O

Proposition 2.2.75. Deux matrices de M (K) sont équivalentes si, et seulement si, elles ont
le méme rang.

Démonstration. Comme la relation d’équivalence entre matrices est une relation d’équi-
valence, il suffit de montrer qu’une matrice de rang r est équivalente & la matrice

< o Or,p—r )

Onfr,r Onfr,pfr

On reprend les idées de la démonstration du théoreme du rang (cf. 2.1.60).
Sit=0alors A =0etdonc Q = I, et P = I, conviennent.

Si v = min(n,p) = p (et donc p < n) alors La est injective et la famille (F; =
LA(E11),...,Fp = La(Ep7)) est une image de im(LA) qui se complete en une base
€ = (F1,...,Fn) de My 1(K). On en déduit que

I
Mat(La, (Ei1)1<i<p, €) = < ' > .

On—r,r

On en déduit donc que A et ( Lr > sont équivalentes (cf. [2.2.62).

Onfr,‘r

Si v = min(n,p) = n alors on peut appliquer le méme raisonnement précédent avec
AT
AT =P1IQ

oujJ= (O Ir >/ P € GLn(K) et Q € GL,(K). On a donc
p—r,T

I ~ - ~ -1 -
A=A =PTQT=QT P TEER (@) T (7))
Comme (Q")T et (P~")T sont inversibles (cf. proposition [2.2.47) alors A et JT =
(I.  Orp—r) sont équivalentes.

Supposons que 0 < r < min(p,n). Soit (ery1,...,ep) de ker(A). On la complete
en une base (ey,...,ep) de /1 (K). La famille (f(e1),...,f(e;)) est libre (cf. démons-
tration du théoreme [2.1.60) et on peut donc la compléter en une base € de ./, 1(K).
Alors

Mat(Ln, B, G) = ( L Onpr )

On—r,r On—r,p—r

I Orp— .
et dong, A et ( ' i ) sont équivalentes. O

On—r,r On—r,p—r
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On a ainsi montré le résultat suivant :

Corollaire 2.2.76. Une matrice A € M est de rang v si, et seulement si, A est équivalent a
( Ir O'r,pfr >
On—r,r On—r,‘p—r

Définition 2.2.77. Soit A € M p(K). On appelle opérations élémentaires sur les co-
lonnes de A les transformations suivantes, ot C; désigne la jéme colonne de A :

— Echange entre deux colonnes Cj et Cy;

— Remplacement de la colonne Cj par ACj ot A € K\ {0};

— Remplacement de la colonne Cj par C; +ACy ot A € Ketk #j;

Proposition 2.2.78. Les opérations élémentaires sur les colonnes (resp. les lignes) de A s’ob-
tiennent en multipliant a droite (resp. a gauche) par une matrice inversible

Soient j, k € {1,...,p}. Posons Pj = (my) définie par

Seusit#ijk
Vs e [1,pl, Vi€ [1,p],ms1 = ¢ Sy sis =]

dj1sis=k
On a donc:
j k
I
j 1
P= Ie—j—1
k 1
I 1
La matrice produit PA = (ci1) s’écrit donc :
P P
CiL=) QMg =  Qisdst+ aiwdjt + aidi
s=1 s=1,s#4j,k

ail +0+0=ay sil#1,j
=40+4+aijxk+0=ajx sil=j
O+O—|—aij:aij sil=k
On a bien interverti les colonnes C; et Cy.
De plus, P est inversible d'inverse lui-méme (son rang est maximal).
Soit A € K\ {0} etj €{1,...,p} Notons D;(A) la matrice
j
L
D)\ = ] A
Tp—
On peut écrire cette matrice sous la forme I, + (A —1)Ej5. On a donc

AD;(A) = A + (A — 1)AEj;.

De plus,comme

AE)‘]‘ = Z astEs,tEjj = Z astétjEsj = Z asjEsj
st st s
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c’est-a-dire est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la jeme et qui coin-
cide avec la j colonne de A. On en déduit donc que AD;(A) est bien la matrice A o1 on
a multiplié la jéme colonne par A.

De plus, Dj(A) est inversible d’inverse D; (%)
Soit A € K\{0}eti#j €{1,...,p} Notons Dj 1 (A) la matrice

Dy5(A) = Ip + AEjk.
Alors, de la méme fagon que précédemment

ADU (}\) =A+ Z astEstEjk =A+ Z aStétjESk =A+ Z asjESk
st st S

Le deuxiéme terme est la jéeme colonne de A placée a la keme. On obtient donc bien le
résultat voulu.
De plus, la matrice Djy (A) est inversible d’inverse Djy (—A) :

Djk(}\)Djk(_}\) = (Ip +7\Ejk)(1p —AEjk) = Ip _AEjk+7\Ejk_7\2EjkEjk = Ip —AzéjkEjk = Ip.

La définition de la transposée et la formule (AB)T =BTAT (cf.[2.2.33) permettent
de conclure sur les opérations sur les lignes. O

Corollaire 2.2.79. Les opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes ne changent pas le
rang de la matrice.

Démonstration. On a vu dans la proposition précédente que les opérations élémentaires
sont données par la multiplication par une matrice inverse. On a aussi vu dans [2.2.74
que cela ne changeait le rang donc les opérations élémentaires ne changent pas le rang.

O

On peut ainsi donner un algorithme d’élimination pour calculer le rang d'une ma-
trice :

faire des opérations élémentaires sur les colonnes de A et sin < p, on va faire des opérations sur
les lignes de A (ou inversement, si on considere AT). On va supposer dans la suite que n. > p.
Pour toutj €{1,...,n},
a4j+1j
— On examine la ligne ajy ... ajp. Si toute la ligne est nulle, on examine la colonne

anj

et si un des coefficients est nul (disons aij), on intervertit les deux lignesE] Sinon, on se
fixe un i pour que aj; # 0 et on intervertit la jeme colonne et la ieme colonne. On fait
ensuite les opérations élémentaires suivantes :

— on multiplie la jéme colonne par ai ;

— pour tout k # j, on remplace Cy par Cy — a;1C;j
— Et on recommence avec la matrice obtenue.

Apres rg(A) itérations, toutes les colonnes suivantes sont toutes nulles. Pour tout k > r, on
remplace Ly par Ly — er:] ojLp. On obtient ainsi la matrice de la démonstration dem

1. cette étape est inutile sin =p
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Si on note ~ la relation d’équivalence, on obtient :

arg 1p 1 0 0 1 0 0
azq (lzp 621 21'22 azp 0 1 0
an1 anp An1 Qn2 .- anp Xn1  &n2 Xnp
I'r 0 IT O
~10 Opr|~|0 Opr
B 0 0 0
oitr =1g(A) et B € Mn pp—r(K).
Exemple 2.2.81. On a < ; i) ~ ( ; ai4 )
Ci G Ci Cr—2C
Si a —4 # 0 alors on continue
1 0 1 0 1 0
2 a—4) \2 1 - 0 1
Ci G G =G Ci—2C; G
etsi4—a=0alorsona:
Ly /1 0 Ly /1 0
[Lb\2 0) 1,-2[;\0 O
Exemple 2.2.82. On a:
1 3 5 1 0 0 1 0 0
2 1 5 |~ 2 -5 5 ~1 2 1 5
4 5 13 4 —7 —7 4 7/5 =7
C; C, Cs C; C,—-3C; C3-5C; C; —1C, C3
1 0 0 10 0
~ 0 1 0 ~10 1 0
12/5 7/5 0 0 00
Ci—2C; Cy C(C3-5C,

2.2.4.1 Exercices

Exercice 65. Prouver qu'une matrice A de .#n ,(K) de rang r s’écrit comme somme de

T matrices de rang 1.

Exercice 66. Calculer le rang des matrices suivantes :

1
1. A=|2
3
1
2.B=|1
1

2 3
3 4);
4 5
1 1
2 4],
3 9

1.2 3 2
3.C=(2 3 4 2|;
3 45 2
1 2 1 2
-2 -3 0 -5
b= 4 9 6 7
1 -1 -5 5

Exercice 67. Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante :

a? a3

as 1
1 a
a a?
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2.2.5 Matrices et systemes linéaires

Remarque 2.2.83. On peut réécrire un systéme linéaire

ap1Xy + ...+ ajpxp = by

Ani1X1 + ...+ AnpXp = bn
comme une équation matricielle

ai (11]D X1 b]

anl ... Qnp Xp bn
Dans la suite, on considérera les systémes linéaires sous cette forme.

Définition 2.2.84. Soient A = (aij) € Mnp(K),B = (bix) € Mn,q. La matrice aug-
mentée définie par A et B est la matrice de /1 1 q(K), notée (A | B), obtenue par
concaténation de A et B i.e. (A | B) est la matrice (cij) définie par

Viell,...nLViell,. .., p+qhcy = {‘;Tf St ]Si—jzp
j—p

. 1 2 56 7
Exemple 2.2.85. Si A = (3 4) etB = ( 0 1 ) alors

0
1256 7
(AlB)(3489 >

Proposition 2.2.86. L'espace vectoriel des solutions du systeme linéaire de n équations a p
inconnues AX = 0 est de dimension p —rg(A).

Démonstration. Les solutions de AX = 0 sont les éléments du noyau de La. On en
déduit donc, par le théoreme du rang, que ces solutions forment un espace vectoriel de

p—rg(A). O

Proposition 2.2.87. Soit AX = B un systéme linéaire de n équations a p inconnues.
— Le systeme linéaire n’admet pas de solution si, et seulement si, rg(A | B) > rg(A) (et
dans ce cas, rg(A | B) =rg(A) + 1.
— Le systeme linéaire admet au moins une solution si, et seulement si, rg(A | B) = rg(A).
Ces solutions s’écrivent comme I'ensemble des sommes de X, une solution particuliere
de AX = B, et des solutions du systeme homogeéne AX = 0. En particulier, si rg(A) = p
alors ce systéme a une unique solution.

X1
Démonstration. Notons Cy,...,Cp les colonnes de A. Alors, pour tout X = | : |,

Xp
AXZX]C1+...+XpCp

Alors le systeme AX = B admet au moins une solution si, et seulement si, il existe
(x1,.+.,%xn), x1C1 +... +xpCp = B ie. si, et seulement si, B € im(La ). On en déduit
que c’est équivalent a rg(A | B) = rg(A). Comme rg(A | B) > rg(A) alors le fait de ne
pas avoir de solution est équivalente au fait que rg(A | B) > rg(A).
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Dans le cas ou AX = B admet une solution X alors les conditions suivantes sont
X1
équivalentes pour un X =
Xp
— AX =B =AXp;
— A(X=Xo) =0;
— X —Xp est une solution de AX = 0.
O

Remarque 2.2.88. Les opérations élémentaires de la proposition sur les systemes li-
néaires et les opérations élémentaires sur les lignes de la définition[2.2.77] correspondent.
La résolution du systeme AX = B peut se faire en réduisant la matrice augmentée
(A | B). Les opérations sur les colonnes de cette matrice n’ont pas de sens pour le
systeme linéaire associée.

Exemple 2.2.89. Considérons le systeme linéaire suivant

2t+ 3x+ 4y+ 2z=11
2t+ 3x+ 6y+ 4z=15
4t+ 7x+ 5y+ 5z=21"
8t+13x+ 15y + 11z =47

On étudie donc la matrice augmentée

2 3 4 2 1
2 3 6 4 15
4 7 5 5 21
8 13 15 11 47

On a les équivalences suivantes (par opérations a gauche)

Li/2 3 4 2 1 Ly/2/1 3/2 2 1 1172\ Ly /1 3/2 2 1
L2 3 6 4 15 L-Li[fo o 2 2 4 ;{0 1 =31
L34 7 5 5 21| " 1Lz3-2,{0 1 =31 =1 | Lo o 2 2
L,\8 13 15 11 47) 1,—4;,\0 1 -1 3 3 L\ 1 -1 3
Ly —3/2L, /1 0 13/2 —-1/2 7 L —13/4L3 /1 0 0 —7

Lo 1 -3 R L,+3/2lz3(0 1 0 4

- ;o 0o 2 2 4 |~ L3/210 0 1 1

L,—L;\0 0 2 2 4 L,—L3\0 0 0 O

On obtient donc que les solutions s’écrivent de la fagon suivante

-~ N e ®

avec t € IR (la variable libre du systéeme qui vient de la derniere ligne nulle).

Construction 2.2.90. On peut aussi calculer I'inverse d'une matrice inversible A € M (K)
avec des opérations élémentaires : en effet, pour calculer cet inverse, il suffit de connaitre les
matrices A~ VE; avec 1 < i < n ie. connaitre les solutions des équation AX = E; avec
1 <1 < n. On regroupe ces équations dans la matrice augmentée (A | Iy).

Comme expliqué dans on peut se restreindre dans notre cas, a faire uniguement des
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opérations sur les lignes ou sur les colonnes. Dans la suite, on fera sur les lignes. Ces opérations
sont décrites comme des multiplications a gauches par des matrices inversibles. Par(2.2.80} Ia
matrice augmentée (A | 1) est équivalente a (I, | B) oit B € M (K). Plus précisément, on a
une suite de matrices inversibles Py, ..., Py telles que
(In |B) =Pn...P1(A|In) = (Pn...P1A | Pn...P1In) = (Pn...P1A | Pr...Pq)

On en déduit donc que

Pn...P1A=1,

P....P; =B
et donc que B est l'inverse de A. L'algorithme du pivot permet donc de calculer I'inverse d’une
matrice inversible.

Exemple 2.2.91. Soit

1 2 =2
A=1[1T 2 1
11 0

On considere la matrice augmentée et les matrices qui lui sont équivalentes par opéra-
tions élémentaires :

Ly/1 2 =21 00 Ly/s1r 2 =21 000
(Allz)=Lx(1 2 1 0 1 0)~L=L4(0 0 3 -1 10
L3\1 1 2 0 01 L3—L;\0 =1 2 -1 0 1
Ly 2 -2 1 00 -2, /1 0 2 -1 0 2
~—L3(0 1 =2 41 0 -1~ L{o 1 —2 1 0 —1
L\0 0 3 -1 1 0 3\0 0 3 -1 1 0
Ly—-2/3L3 /1 0 0 —1/3 =2/3 2
~L,+2/3L3(0 1 0 1/3 2/3 -1
L3/3\0 0 1 -1/3 1/3 0
-1/3 =2/3 2
On en déduit doncque A~" = [ 1/3  2/3 -1
-1/3 1/3 0

2.2.,5.1 Exercices
Exercice 68. Résoudre les deux systémes suivants :
19t +9x+ 13y +30z=0
22t +8x+ 9y+192=0
t+ x— y— 4z=0

et
—3s+t+ x— y— z=0

t+2x— y+ z=0
2s+t +2y =0
s—t+ x—2y+2z=0.

Exercice 69. Pour quelles valeurs du parametre t la matrice suivante est-elle inversible ?
Dans ce cas, déterminer son inverse.

1 0 t
Ar=12 1 0
0 11

Exercice 70. Montrer que ces matrices sont inversibles et donner leur inverse



2.2. CALCUL MATRICIEL

AN o =

w o W N

O W N B
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