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1 Espaces vectoriels normés

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel.

On appelle norme sur E une fonction || - || : E — R vérifiant :
(i) VAER, Vx € E, ||Ax]| = |A]l|x]|
(ii) Vx € E, ||Ix]|=0 = x=0

(ili) Vx,y € E, |Ix + y|l < lIx|l + ||yl (inégalité triangulaire)

Définition 1.2. On appelle espace vectoriel normé un couple (E, || - ||) ot E est un espace vectoriel et || - ||

une norme sur E.

Exercice 1.3. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
1. Montrer que ||0]| = 0.
2. Montrer que Vx € E, ||x]| > 0.
3. Montrer que Vx,y € E, |||x]| — |[¥ll| < llx — yl| (inégalité triangulaire inversée).

Exercice 1.4. Soient E un espace vectoriel et N : E — R vérifiant
(i) Vxe E~{0}, N(x)>0
(i) N()=0

(iii) VAER, x,y € E, N(x + Ay) < N(x) + |A|N(»)

Montrer que N est une norme sur E.

Exercice 1.5. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F C E un sous-espace vectoriel.

Montrer que la restriction de || - || a F est une norme sur F.
On parle de norme induite.

Exercice 1.6. Soient F un espace vectoriel et (E, || - || ) un espace vectoriel normé.
Soit: : F — E une application linéaire injective.
Montrer que l'application || - || : F — R définie par ||x|| := ||«(x)|| z est une norme sur F.
Exercice 1.7. Soit n € N {0}. On définit || - ||; : R" - R par
n
NCxps oo x)y = Z | x| -

k=1

Montrer que || - ||; est une norme de R".

Exercice 1.8. Soient n € N~ {0} et p > 1. On définit || - ||, : R" — R par

n 1/p
”(xl""’xn)”p P <Z|xk|p> ‘

k=1

1. On pose g = ﬁdesortequeq>1et1—1)+é= 1.
Montrer que Va, b > 0, ab < & + b;q.

p
2. Montrer I'inégalité de Holder :

n n 1/p n 1/q
Vx,ye[R"’Z|xkyk| < <Z|xk|1’> <Z|yk|q>
k=1

k=1 k=1

|xk| — kaI
llxIl, lixvll,

On pourra commencer par appliquer la question précédente d a :=

Le cas p = q = 2 est appelé inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. En déduire que || - ||, est une norme sur R".

La norme || - ||, s’appelle norme euclidienne sur R”".
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& Exercice 1.9. Soit n € N~ {0}.
On définit || - ||, : R" = Rpar [|(xy, ..., x| = max (Ix{], ..., |x,]).
1. Montrer que || - ||, est une norme sur R".
2. Montrer que lim ||x||, = [|x]l -
p—+oo

& Exercice 1.10. Soit X un ensemble. On considére E l'espace vectoriel des fonctions X — R bornées.
On définit || - ||, : E = Rpar || f|| :=sup{|f(x)] : xe X}.
Montrer que || - |, est une norme sur E.

La norme || - ||, s’appelle norme de convergence uniforme puisque (f,,), tend uniformément vers f si et
seulement si || f, — f |l tend vers 0.

& Exercice 1.11. Soient p € N\ {0} et @, b € R vérifiant a < b.

b Up
On définit || - || : €%a, b],R) - R par || f1l, = (/ |f(x)|1’dx) .

1. Montrer que || - ||, est une norme sur C%([a, b], R).
On pourra adapter les solutions de I'Exercice 1.8 en remplagant Y, par [.
2. Montrer que liI_EI N1, =11/l oo
p—+oo

1.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Définition 1.12. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soient a € E et r > 0.
On appelle boule ouverte centrée en a de rayon r la partie

Bla,r):=={x€E : ||x—a| <r}
et boule fermée centrée en a de rayon r la partie

Bia,r):=={x€E : [x—al| <r}

Exercice 1.13. Dessiner la boule fermée unité, i.e. centrée en 0 de rayon 1, pour (R?, || - [|;), (R%, ]| - [I,)
et (Rz’ ” : ”oo)
Définition 1.14. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit qu'une partie S C E est bornée si

IM >0,Vx €S, ||x|| < M.

Exercice 1.15. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soient a € E et r > 0.
Montrer que B f(a, r) est bornée.

Définition 1.16. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit que U C E est ouverte dans E (ou un
ouvert de E) si
Vxe U, de > 0, B(x,e) cU

et que C C E est fermée (ou un fermé) si E ~ C est ouverte.

& Exercice 1.17. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

1. Montrer que @ et E sont des ouverts.

2. Montrer qu'une union quelconque d’ouverts est un ouvert.

3. (a) Montrer qu'une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
(b) Le résultat reste-t-il vrai pour une intersection quelconque?

4. Que peut-on dire concernant I'union et I'intersection de fermés?

5. Une partie peut-elle étre ouverte et fermée?

6. Une partie peut-elle étre ni ouverte ni fermée ?
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Définition 1.18. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.
On définit 'intérieur de S par

S:={x€E : 3&>0, B(x,e) C S},

I'adhérence de S par
S:={x€FE : Ve>0, B(x,e)nS # @}.

Exercice 1.19. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.
1. Montrer que Sc = (S)-.
2. Montrer que ¢ = (S)".

Exercice 1.20. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et .S C E.

1. Montrer que $ C S C S.
2. (a) Montrer que S est le plus grand ouvert contenu dans S.
(b) En déduire que S est un ouvert si et seulement si S = S.

3. (a) Montrer que S est le plus petit fermé contenant S.
(b) En déduire que S est fermé si et seulement si § = S.

Exercice 1.21. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.
1. Montrer les propriétés suivantes :
(i) VS,TCE,ScT = ScT (i) VS,TCE,ScT = ScT
(i) VS CE,5=5 (i) VSCE $=§
(ili) VS,T C E,AUB=AUB (i) VS.T CE.AnB=4AnB
(iv) VS, TCE,AnNBC AnB (iv') VS, T C E, AUBD> AU B

2. Que dire des réciproques de (iv) et (iv") ?

Définition 1.22. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.
On dit que S est dense dans E si S = E.

Exercice 1.23. Vous avez vu en analyse que Vx,y € R, x <y = (3¢ € Q, x < g < y).
En déduire que Q est dense dans (R, | - |).

Définition 1.24. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et S C E.
On définit la frontiére de S par 0.5 = S~ S.

Exercice 1.25. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et .S C E.
1. (a) Montrer que S = S UdS.
(b) En déduire que S est fermée si et seulement si 95 C S.
2. (a) Montrer que S NS = @.
(b) En déduire que S est ouverte si et seulement si 0.5 NS = @.
3. (a) Montrer que dS = {x €E :Ve>0, B(x,e)NS #T et B(x,e)N S # @}.
(b) En déduire que 95 =9 (S°).
. Montrer que 0.5 est un fermé.

I

aeS aeS a€es a¢ oS
beS beS beS beadS
cg S c¢5°' cES cedS
d¢gS deS d¢S d¢os

c
Ficure : Représentation de l'intérieur, de 'adhérence et de la frontiere.
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1.3 Continuité

Définition 1.26. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés. Soit S C E.
On dit que f : § — Fest continue si

Vx€ S, Ve>0,In>0,VyeS, |lx-yllp<n = /) -FOIr<e

Exercice 1.27. Soit (E, || - || ) un espace vectoriel normé.
Montrer que I'application || - || : (E, || - llg) = (R, | - |) est une application continue.
Exercice 1.28. Soient (E, || - [|g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.

Soient SC Eetf : S — F.
Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
(i) festcontinue
(ii) Pour tout ouvert U de F, il existe un ouvert Vde E tel que f~'(U)=V n S
(iii) Pour tout fermé C de F, il existe un fermé D de E tel que f~(C) = Dn S

Exercice 1.29. Soient (E, || - [|g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soit f : E — Fune application linéaire.
Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
(i) festcontinue;
(ii) festcontinueenO;
(i) IM >0, ¥x € E, |f(0)llp < M|x]| .

Exercice 1.30. Soient (E, || - [|g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient S C Eet f,g : S - Fdeux fonctions continues.

On suppose qu'il existe T C Stel que S C Tet f T = &1

Montrer que f = g.

1.4 Compacité

Définition 1.31. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E.

On dit que K est compacte (ou un compact) si de tout recouvrement de K par des ouverts on peut

extraire un sous-recouvrement fini, i.e. si (0;),c; est une famille d’ouverts telle que K C | J
il existe J C I finie telle que K C |J,; O;.

iel
Exercice 1.32. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact. Soit S C K.
Montrer que si S est fermée alors .S est compacte.

Exercice 1.33. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact.
Montrer que K est borné.

Exercice 1.34. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact.
1. Onfixe x € E~ K.

(a) Montrer que pour tout y € K, il existe u,V,CcE deux ouverts tels que x € Uy,y€eV,et

u,nv,=o.
(b) Montrer qu’il existe une partie A C K finie telle que K C U V.
yEA
(c) Onpose Q := ﬂ U,

yEA
i. Montrer que Q est un ouvert contenant x.

ii. Montrer que QN K = @.
2. Déduire de la question précédente que K est fermé.

Exercice 1.35.
1. Montrer qu'une intersection quelconque de compacts est compacte.
2. Montrer qu'une union finie de compacts est compacte.
3. Une union quelconque de compacts est-elle nécessairement compacte ?
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Exercice 1.36. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K C E un compact.
Soit (F,),cn une suite décroissantes de fermés telle que Vn € N, F, N K # @.

Montrer que K N ﬂ F,#@.
neN

Exercice 1.37. Les parties suivantes de (R, | - |) sont-elles compactes ?
1.7 2.10,1] 3.{-42, 7,17} 4. [e, 17[U]17,42]

Exercice 1.38. Soient (E, || - [|g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient S € Eet f : S — Fune fonction continue.
Montrer que si K est un compact de E alors f(K) est compacte.

Exercice 1.39. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés, S C Eet f : § - Fune
application continue.

1. Si K est un compact de F, f ~1(K) est-il nécessairement un compact de E?

2. Montrer que c’est toujours le cas si .S est compact.

Exercice 1.40. On considere (R, | - |).
1. Soit (1) ;e5 une famille d’ouverts telle que [a, b] C U I,olta<b.

AEA
Considérons I'ensemble A des x € [a, b] tels que [a, x] admet un sous-recouvrement fini, i.e.

A= {xe[a,b] : 3A" C A finie telle que [a, x] C U I/{}.

ATen
(a) Montrer que A admet une borne supérieure que 1'on note § := sup(A).
(b) Montrer que sup(A) = b.
On pourra raisonner par I'absurde et utiliser que S € [a, bl.
2. En déduire qu'un segment est compact.

1.5 Comparaison de normes

Définition 1.41. Soit E un espace vectoriel. Soient N et N’ deux normes sur E.
On dit que N et N’ sont équivalentes si

Ja,f > 0,Vx € E, aN(x) £ N'(x) £ N (x).

Exercice 1.42.
Montrer qu’il s’agit d"une relation d’équivalence sur 1’ensemble des normes sur E.

Exercice 1.43. Soit E un espace vectoriel. Montrer que deux normes N et N’ sur E sont équivalentes
si et seulement si elles définissent la méme topologie! sur E.

Exercice 1.44.
1. Montrer que Vx € R”, |[x|l, < |Ix|l; < nllx|| -
2. Montrer que Vx € R”, [|x]|, < [Ix]l, < \/ﬁllxlloo.
3. Endéduire que || - |I;, Il - ll; et || - |l sont équivalentes sur R".

Exercice 1.45. Soient a, b € R vérifiant a < b.
1. Montrer que Vx € C%([a, b1, R), | f1l; < Vb —allf|l,.

2. Montrer que Vx € C([a, b],R), | f1l, < Vb —all f || -
3. Montrer que lesnormes || - |1, || - [l et || - [|c sSont deux a deux non-équivalentes sur C%([a, b], R).
Indice : pour n € N, on pourra considérer f,, : [a,b] — R définie par f,(x) = (x — a)".

Exercice 1.46. On considére E l'espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R de classe C ! telles que
f(0) =0.Pour f € E, on note

1 1
N(f)==/0 |/ (ldx et M(f)==/0 |f )+ f'(o)ldx.

li.e. une partie est ouverte pour N si et seulement si elle est ouverte pour N'.
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1. Montrer que N et M sont deux normes sur E.

2. Montrer que N et M sont équivalentes.
Indice : on pourra remarquer que la dérivée de la fonction x — e~ f(x) est x — e*(f(x)+ f'(x)) et utiliser
le théoréme fondamental de I'analyse.

1.6 Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 1.47. Soit (E, || - || ) un espace vectoriel normé.

Soient (x,),,, une suite d’éléments de Eet £ € E.

On dit que (x,), tend vers £, ou que (x,,), admet ¢ pour limite, noté lir+n X, =1¢,si
n—>T00

Ve>0,AIN eN,Vn>nyg,n >N = ||x,— 7| <e.
Définition 1.48. Une suite est convergente si elle admet une limite.

Exercice 1.49. Soit (E, || - || g) un espace vectoriel normé.

Soient (x,),»,, une suite d’éléments de Eet 7,7, € E.

Montrer que si lir+n x,=¢ et lim x, =7¢,alors | = ¢,.
n—>+00

n—+oo

Exercice 1.50. Soient (E, || - || g) un espace vectoriel normé et .S C E.

1. Montrer que toute suite convergente d’éléments de .S converge vers un élément de .S.
2. En déduire que S est fermée si et seulement si pour toute suite convergente d’éléments de .S, la
limite est dans S, i.e.

Y(x,), € SV, <E|z€ €E, lim x,= f) = r€eSs.
n—>+oo
Définition 1.51. Soit (E, || - || g) un espace vectoriel normé. Soit (xn)nZn0 une suite d’éléments de E.
On appelle sous-suite (ou suite extraite) de (x,),5,, toute suite de la forme (xX,,;))y>n, OU @ : N > Nest
une fonction strictement croissante.

Exercice 1.52. Soient (E, || - || ) un espace vectoriel normé.
Soit (x,),,»,, une suite d’éléments de E convergeant vers 7.

Montrer que si (X4 (;),34, €t une suite extraite de (x,),,, alors nl_i}g]_noo Xy = -

Exercice 1.53. Soient (E, || - || p) un espace vectoriel normé et K C E un compact.
Soit (x,),,»,, une suite d’éléments de K.
1. On définit F, := {x, : n > p} pour p > n.
Montrer que F, est une suite décroissante de fermés.
2. Montrer que K N ﬂ F,#+@.

pzng
Indice : on pourra utiliser I’Exercice 1.36.

3. On considére Z € K n ﬂ F,.
p=ng

Montrer que 'on peut extraire de (x une sous-suite convergeant vers 2.
n )

n>n

Exercice 1.54. Soient (E, || - || g) un espace vectoriel normé et .S C E.
On suppose que de toute suite d’éléments de S on peut extraire une sous-suite convergente dans .S.
Les questions suivantes sont indépendantes.
1. On suppose que S est fermé et que (O,),c; est une famille d’ouverts telle que S C U O;.
Montrer qu’il existe p > O tel que Vx € S, 3i € I, B(x,p) C O;. <!
2. Montrer que pour tout € > 0, il existe x¢, xy, ..., x; € Stel que S C [J;_, B(x,, €).
Indice : on pourra raisonner par I'absurde afin de construire une suite (x,),cyn d éléments de .S deux a
deux distants d’au moins ¢ telle que S C U B(x,, €).
neN
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Exercice 1.55. Soient (E, || - || g) un espace vectoriel normé et S C E.
Montrer que S est compacte si et seulement si de toute suite d’éléments de .S on peut extraire une
sous-suite convergente dans S.

Exercice 1.56. Soient (E, || - ||g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient SC E,ae Setf : S —> F.
Montrer que f est continue en a si et seulement si pour toute suite (x,), € SN convergeant vers a,

(f(x,)), converge vers f(a).

Exercice 1.57. Soient (E, || - [|g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.
Soient K € E un compactet f : K — Fune fonction continue.
Montrer que si f est continue alors f est uniformément continue, i.e.

Ve>0,In>0,Vx,y €K, lx—yllg<n = Ifx) - fWIr=Le.

1.7 Cas de la dimension finie

Exercice 1.58.
1. Montrer que pour tout a > 0, [—a, a]” est un compact de (R", || - ||5)-
2. En déduire que les compacts de (R", || - [|,,) sont les fermés bornés.

Exercice 1.59. Soit (E, || - || ) un espace vectoriel normé de dimension finie.
n

On fixe (ey, ..., e,) une base de E et on considére ¢ : R" — E définie par ¢(x) := Z X;e;.

k=1
1. Montrer que @ est un isomorphisme linéaire.

2. Onrappelle que || - || induit une norme sur R" définie par || - || := [|@(-)|| g (Exercice 1.6) et que
Il -l : E - R estcontinue (Exercice 1.27).
(a) Montrer que S := {x € R" : [[x]l, = 1} est compact.
(b) Montrer qu’il existe a, # > O tels que Vx € S, a < [|x]| < .
(c) En déduire que || - ||, et || - || sont deux normes équivalentes de R".
3. Montrer que toutes les normes sur E sont équivalentes.
4. Montrer que les compacts de E sont les fermés bornés.

Exercice 1.60. Soient (E, || - || g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés avec E de dimension finie.
Montrer que toutes les applications linéaires E — F sont continues.

Exercice 1.61. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Montrer que F est fermé dans E.

Exercice 1.62. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension infinie. On suppose que B 40, 1)
est compacte.

n
1. Montrer qu'il existe x,, ..., x, € E tels que B((0, 1) C U B(x;,1).
i=1
2. On définit F := Vect(x, ..., x,,).
Montrer qu’il existe xy € E \ F.
3. Montrer qu'il existe y, € Ftel que ||xy — yoll = inIfF”xo -y
ye

2 (e . X,
4. On définit x = =220
[1xo=oll

Montrer que inf ||x — y|| = L.
yeF

54

Montrer qu’il existe i € {1,...,n} tel que d(x, x;) < L.
6. Conclure de ce qui précéde qu'un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement
sa boule unité fermée est compacte (lemme de Riesz).
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1.8 Quelques evn supplémentaires a connaitre

Exercice 1.63. Montrer que les couples (E, || - ||) suivants sont des espaces vectoriels normés :
1. E=R[X]et| |, : Xa; X'~ Y |a;|m' oum € R,,.
2. E = R{x}, I'espace vectoriel des séries entieres de rayon de convergence > p et

-l D apx = Y lalm’

i>0 i>0

oum,p€eR getm<p.
3. E = Lip([a, b]) l'espace vectoriel des fonctions lipschitzienne sur [a, b], olt a < b, et

Ifll = 1f 1l + sup L=/
x,y€E[a,b] |x — yl
X#y

o0 0 1/p
4. E=¢P = {(xn)neN ERN : Y x,IP < oo} et [(x)ll, = <Z |x,,|1’> ot p € [1, ool.
n=0

n=0
5. E=¢% = {(xn)neN e RN bornée} et |(x)ylleo = sup,en [l
6. E = C%(a, b, F) I'espace vectoriel des fonctions [a,b] — F continues || f]| := sup || f(x)||r ol
x€la,b]
a<bet(F,| | p estun espace vectoriel normé.

7. E = B(X, F) 'espace vectoriel des fonctions X — Fbornées et || f|| := sup || f(x)||r ot1 X est un
xeX
ensemble et (F, || - || p) est un espace vectoriel normé.

8. E = L.(G, F) I'espace vectoriel des fonctions linéaires continues et || L|| := sup %’
x7#0 G
ou (F,| - |lp) et (G, |l - llg) sont des espaces vectoriels normés.

Exercice 1.64.
1. Soient (Ey, || - |I{), ..., (E,. |l - ll,) des espaces vectoriels normés.
Montrer que (E := E|X...XE,, ||-]|) estun espace vectoriel normé, ot [|(uy, ... ,u,)|| := max;_,
2. Soit (E;, || - |I;);er une famille d’espaces vectoriels normés.
Montrer que 1’espace vectoriel

E = {(fl.)ie,EHEi : sup IIfi||i<°°}

nllez )

,,,,,

iel iel

muni de I'application
E - R

0 s = supie, Al

est un espace vectoriel normé.

Exercice 1.65. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E.
Montrer que 1'espace vectoriel E/F muni de I"application

E/IF - R
ller = % o infjlul
uex

est un espace vectoriel normé.
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2 Espaces de Banach

Définition 2.1. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit qu'une suite (u,,) d’éléments de E

est de Cauchy si

nxng

Ve>0,INeN,Vp,g>ny, p>Netqg> N = ||up—uq||§e.

Exercice 2.2. Soit (E, || - || g) un espace vectoriel normé.
Soient (x,,),en €t (¥,),en deux suites de Cauchy de E et 4 € R.
1. Montrer que (x, + y,),en est une suite de Cauchy de E.
2. Montrer que (4x,),cy est une suite de Cauchy de E.
3. Montrer que (||x,||),en est une suite de Cauchy de R.

Exercice 2.3. Montrer qu'une suite de Cauchy est bornée.
Exercice 2.4. Montrer qu'une suite convergente est de Cauchy.

Exercice 2.5. Montrer qu'une suite de Cauchy est convergente si et seulement si elle admet une sous-
suite convergente.

Exercice 2.6. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes || - || et || - ||".

Soit (x,,),en une suite d’éléments de E.

Montrer que (x,), est de Cauchy pour || - || si et seulement si c’est une suite de Cauchy pour || - ||’.
Exercice 2.7. Soient (E, || - [|g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés.

Soient F : E — Fune application uniformément continue et (x,),cy une suite d’éléments de E.
Montrer que si (x,), est une suite de Cauchy de E alors (f(x,)), est une suite de Cauchy de F.

Exercice 2.8. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Soient (x,,),en €t (¥,),en deux suites de E.
On suppose que (x,), est une suite de Cauchy et que lirjp Ix, — y,ll = 0.
n—T+0o0

Montrer que (y,), est une suite de Cauchy.

Définition 2.9. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et A C E.
On dit que A est complet si toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.

Exercice 2.10. Montrer qu'une partie compléte d’un espace vectoriel normé est fermée

Exercice 2.11. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et A C B C E.
On suppose que A est fermé et que B est complet. Montrer que A est complet.

Exercice 2.12. Montrer qu'une partie compacte d"un espace vectoriel normé est compléte.
Définition 2.13. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exercice 2.14. Montrer qu'un espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.
On pourra utiliser les exercices 2.3, 1.55 et 2.5.
En particulier, R et R", 011 n € N, sont des espaces complets (quelque soit la norme considérée).

Exercice 2.15. Soit (E, || - ||) un espace de Banach et A C E.
Montrer que A est fermé si et seulement si A est complet.

Exercice 2.16. Soient (E, || - || g) et (F, || - || p) deux espaces vectoriels normés avec F complet. Soit X une
partie dense de E et f : X — Fune application uniformément continue.

1. Montrer que f se prolonge de fagon unique en une application continue fiE-F
2. Montrer que f est uniformément continue.
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& Exercice 2.17.
1. Montrer que les espaces vectoriels normés des questions suivantes sont complets : 1.63.(2),
1.63.(3),1.63.(4),1.63.(5),1.63.(6) (ot (F, |||l ) est complet), 1.63.(7) (ol (F, ||-|| p) est complet),
1.63.(8) (ot (F, || - || p) est complet).

k=0 P
pace vectoriel normé (R[X], || - ||,,,) (c.f. 1.63.(1)) n’est pas complet pour m < p.
On pourra commencer par montrer que si une suite de polyndmes converge vers un polyndme alors les
suites de coefficients convergent.
3. Considérons maintenant I’espace vectoriel normé C([-1,11,R), || - | -
Soit (f,),>1 la suite de fonctions [—1, 1] — R définies par

" yk
2. En considérant la famille de polynémes | P, = Z X—k> avec p € R, fixé, montrer que l'es-

-1 si-1<x< —%
Vx € [=L 1], f,(x) = ynx  si —%Sxﬁ%
1 si % <x<1
(a) Montrer que (f,),>; est une suite de Cauchy.
(b) Supposons que cette suite converge vers une fonction f.

i. Montrer que, pour tout @ €10, 1[, on a:

—a 1
lim [ 14,0~ fOldr = et lim / F0) = FOldE =0

-1

ii. Montrer que, pour tout a €]0, 1],

—a 1
lim | f,(t) + 1|dt =0et lim/ | f,(H) —1]dt =0
n—oo J_q n—oo J.

iii. En déduire que, pour toutr €]0, 1], f(¢) = 1 et pour t € [-1,0][, f () = —1.
(c¢) Conclure.

4. Montrer que si (E, || - ||g) et (F, || - || ) sont deux espaces de Banach alors (E X F, || - ||) est un
espace de Banach pour la norme ||(x, y)|| := max(||x|| g, |yl )-

5. Soient (E, || - ||) un espace de Banach et F un sous-espace vectoriel fermé de E.
Montrer que 1'espace vectoriel normé E/F est complet pour la norme de I'Exercice 1.65.

Exercice 2.18. Lobjectif de cet exercice est de démontrer qu'un espace vectoriel normé est complet si
et seulement toute série absolument convergente est convergente.
Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

1. On suppose que (E, || - ||) est complet.

+o0
On considere (u,),cyn une suite d’éléments de E telle que 2 |lu, || est convergente (dans R).
+o0 n=0
Montrer que Z u, est convergente (dans E).
n=0
2. On suppose que toute série absolument convergente de (E, || - ||) est convergente.

Soit (u,),cn une suite de Cauchy de E.
(a) Montrer que I'on peut extraire de (u,), une sous-suite (4 ,)),en telle que

Vn e N,

Uty ~ Uon | <27

(b) Montrer que (4,)),en €St convergente.
(c¢) Conclure.
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Exercice 2.19. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé de dimension dénombrable. On fixe B =
(ex)nennfo} une base de E.

On note F = {0} et, pour n € N~ {0}, F, := Vect(e, ..., e,).

1

On considere la suite (4,),en. (o) définie par 4, = % et, pourn € N\ {0}, 4, = 3 X

Ay
Tleall XH
Justifier que (4,),,» est bien définie.
Montrer que Vn € N~ {0}, 4, > 0.
Montrer que Vn € N\ {0}, 4, < 2
En déduire que Vn € N~ {0}, 4, <37".
On suppose par 1'absurde que (E, || - ||) est complet.

Ol @ N =

An
(a) Montrer qu’il existe ¢ € E tel que Z e ”
n

+o0
A
(b) Montrer qu’il existe N € N~ {0} tel que 2 ——e¢, € Fy.
n=N+1 ”en ”
(c) Montrer que 34y, < /1 N42-
6. Conclure qu'un espace Vectorlel normé de dimension dénombrable n’est jamais complet.
7. En déduire une nouvelle démonstration pour la question 2.17.(2).

Exercice 2.20. Soit (f,,),en la suite de (10, 1], R) définie, pour toutn € N, par :

(i) f,(x) =0pour x € [0, 1]~ [2n+],21n]

(ii) f, est affine par morceaux sur les intervalles [2%, 2}%] et [%, z_ln]
3
(it)) 1, (5%)=n
+o0

1. Montrer que Z f,, est absolument convergente et divergente pour la norme || - ||;.
n=0
2. Que peut-on en déduire sur (C°([0, 11, R), || - )?

Exercice 2.21. Soient E un espace vectoriel et N une application E — R vérifiant
(i) Vx € E,.VA € R, N(Ax) = [A|N(x);
(ii) Vx,y € E,N(x+y) < N(x) + N(¥).

On dit que N est une semi-norme.

1. Montrer que N ~1(0) est un sous-espace vectoriel.

2. Montrer que l'application || - || : E/N ~10) —» R définie par ||lu]| == N(u), pour n'importe quel
représentant u de la classe d’équivalence u, est bien définie et est une norme sur 1’espace vectoriel
quotient E/N~1(0).

3. (a) Soient (X, A, u) un espace mesuré et p > 1. Notons LP(X, A, u) 'espace des fonctions me-

surables de (X, A, p) telles que | f|? soit intégrable. Montrer que 1’application

1/p
N:fEEP(X,A,,Lt)»—)</|f|pd,u> eR
X

est une semi-norme mais n’est pas une norme. Montrer que L?(X, A, p) := LP(X, A, u)/N ()
est un espace de Banach.

(b) Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Notons Cauchy(E) 1'espace vectoriel des suites de
Cauchy de E et N 'application Cauchy(E) — R définie par N((x,)) = lim [|x,||. Montrer

que N est une semi-norme et pas une norme, E = Cauchy(E)/N ~1(0) est un espace de
Banach et que 'application

u= (W) e (u,,)H(u,,) ~

—  Cauchy(E)

est une injection dont I'image est dense.
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3 Théoréme du point fixe de Banach-Picard

& Exercice 3.1. Soient (E, || - ||) un espace de Banach et F C E une partie fermée.
Soit f : F — F une fonction contractante (i.e. une fonction lipschtzienne de constante g € [0, 1[,
autrement dit on suppose qu’il existe g € [0, 1[ tel que Vx,y € F, || f(x) — fF(WIl < qllx — »ll).
1. Montrer que f est continue.
Soit x, € F. On définit la suite (x,), € F" en posant x,,, = f(x,) pour tout n € N.
2. Montrer que Vi € N, ||x,,1 — x,|l < ¢"[lx; — xll.
Montrer que Vm,n € N, m>n => ||x,, — x,|| < 1‘1—_"q||x1 — x,l-
Montrer que (x,),cy est une suite de Cauchy.
Montrer que (x,),cn converge dans F.
Montrer que f admet un unique point fixe, i.e. Ix € F, f(x) = x.

AN L

On vient de montrer :

& Théoréme 3.2 (Théoreme du point fixe de Banach-Picard).
Soient (E, || - ||) un espace de Banach et F C E une partie fermée. Alors toute fonction contractante f : F — F
admet un unique point fixe.

3.1 Applications au calcul différentiel

Exercice 3.3. On considere R" et R” munis de leurs normes euclidiennes que I'on notera indifférem-
ment | - ||.
1. (a) Montrer que [[A|| = sup, <, lIAv]| définit une norme sur M, ,(R) (appelée norme subor-
donnée).
(b) Montrer que VA € M, ,(R), Vv € R", || Av]| < || Al|l|v]].

2. Soit U ¢ R" un ouvert et f : U — R? une fonction de classe C'.

Pour x € U, on note la matrice jacobienne de f = (f, ..., f,) en x par
Jac /(x) = %(x) eM,  (R).
f axJ i=1,..., y4 p:n
j=1l,...,n

Soient a,b € U tels que Vt € [0,1], (1 —t)a+tb € U.
1
(a) Montrer que f(b)—f(a) = / Jac ((1-1)a+tb)(b—a)dt oul'intégrale est calculée composante
0

par composante.
(b) Montrer quesi g =(g;,...,g,) : [0, 1] — RP est continue alors

1 1
H( / g (Odt, ..., / gp(t)dt>
0 0

17 - F@Il < ( sup | Jac (1 - )a + rb)) 1b—al.

t€l0,1]

1
< / (1@, ... g, )] ar.
0

(c) En déduire que

Exercice 3.4. On considére R" muni de sa norme euclidienne que l'on note || - ||. Soit U ¢ R" un ouvert
contenant 0 et f : U — R" une fonction de classe C! telle que f(0) = 0etJac/0) = I,.
1. Montrer qu'il existe z > 0 tel que B(0,7) C U et Vx € B(0,1), det(Jac /(x)) # 0.
2. On définit F : U — R" par F(x) = f(x) — x.
(a) Calculer Jac0).
(b) Montrer qu'il existe r €]0, 7[ tel que Vx € B(0,r), ||Jac(x)|| <
(c) Montrer qu’il existe s €]0, r[ tel que

1
5"

Vx,y € BH(0,5), |[F(x) - F(y)Il < < sup || ]aCF(Z)> llx =yl

zer(O,s)

(d) Montrer que Vx,y € B/(0,s), [|[F(x) - F()|l < %le =l
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3. Soity € B <O, %) Définissons 6, : U — R" par 0,(x) = y — F(x).
(a) Montrer que 6, (B£(0,s)) C B(0,s).
(b) Montrer que Hy . B f(O, s)—> B f(O, s) est contractante de constante %

(c) Posons V := B(0,s) N f~! (B (0, %)) etW =B <0, %)
Montrer que f : V' — W définit une bijection entre deux ouverts de R" contenant 0.
4. (a) Montrer que f~! : W — Vest lipschitzienne de constante 2.
(b) Montrer que f~! : W — Vest différentiable.
(c) Montrer que f~! : W — Vest Cl.

On rappelle les énoncés du théoreme d’inversion locale et du théoréme des fonctions implicites :

Théoreme 3.5 (Théoréme d’inversion locale).
Soient U C R™ un ouvert, f : U — R" une fonction de classe C' et a € U tels que Jac (@) soit inversible.
Alors il existe deux ouverts V. W C R" telsquea € V C U, f(a) € W, f(V) = Wet fy, : V — West un

C!-difféomorphisme.

Théoreme 3.6 (Théoréme des fonctions implicites).
UxV - R?

Soient U C R" et V' C RP deux ouverts, (xo,y,) € U x Vet F = (Fy,...,F,) : ) o F(xy) une

. 1 y oF; o .
fonction de classe C" tels que Jac (x, y) = <a—yj(x0, y0)> € M, ,(R) soit inversible.

i,j=1,....p
Alors il existe r, s > 0 tels que B(xq,r) C U, B(yy,s) C Vetil existe ¢ : B(xq,r) = B(yy, s) une fonction de

classe C" telle que
V(x,y) € B(x¢,r) X B(yg, 5), F(x,y) = F(xp,y9) © y = @(x).

Exercice 3.7.
1. Déduire le théoréme d’inversion locale de 1'exercice 3.4.
2. Déduire le théoreme des fonctions implicites du théoreme d’inversion locale.

3.2 Autres exercices sur le théoreme du point fixe de Banach-Picard

Exercice 3.8. Montrer qu'il existe une unique solution au systéme suivant :
X1 =
Xy =

Exercice 3.9. Soient (E, || - ||) un espace de Banach, S une partie d"un espace vectoriel normé et F: E X
S — E une fonction continue telle qu’il existe k € [0, 1] tel que

(2sin(x;) + cos(x,))
(cos(x;) + 3 sin(x,))

| = | —

avec (xy,x,) € R?

Vs € S’anye Ea ”F(X,S)_F(y,s)” S k”x_y”

Montrer que pour tout s € S, I'application x — F(x, s) admet un unique point fixe x; et que l'appli-
cation s — x est continue.

Exercice 3.10. Soient E un espace de Banach et f: E — E une application dont une itérée est contrac-
tante (i.e. il existe p € N tel que f? = f oo f soit contractante). Montrer que f a un unique point fixe
x( et que pour tout x € E, la suite (f"(x)),ey converge vers x,.
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Exercice 3.11. Soit E 'espace vectoriel C ([0, 1], R) des fonctions [0,1] = R de classe C' muni de la
norme || - || définie par

1A= 11 oo + 1 Nloo-

1. Montrer que E est complet.
2. On considére 'application T': E — E définie par

X
VfeE, T(): [0,1]9x|—>1+/ fe-HdreRr
0
(a) Justifier que T est bien définie.
(b) Montrer que T est une contraction.
(c) En déduire que T a un unique point fixe puis qu’il existe une unique solution a 1’équation

différentielle suivante
{y’(r) =yt - 1)

y0)=1
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4 Lemme de Baire et conséquences

TODO
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