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1 Espaces vectoriels normés

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1. Soit 𝐸 un espace vectoriel.
On appelle norme sur 𝐸 une fonction ‖ ⋅ ‖ ∶ 𝐸 → ℝ vérifiant :
(i) ∀𝜆 ∈ ℝ, ∀𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖
(ii) ∀𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖ = 0 ⟹ 𝑥 = 0
(iii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (inégalité triangulaire)

Définition 1.2. On appelle espace vectoriel normé un couple (𝐸, ‖ ⋅ ‖) où 𝐸 est un espace vectoriel et ‖ ⋅ ‖
une norme sur 𝐸.

Exercice 1.3. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé.
1. Montrer que ‖0‖ = 0.
2. Montrer que ∀𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑥‖ ≥ 0.
3. Montrer que ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, |‖𝑥‖ − ‖𝑦‖| ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ (inégalité triangulaire inversée).

Exercice 1.4. Soient 𝐸 un espace vectoriel et 𝑁 ∶ 𝐸 → ℝ vérifiant
(i) ∀𝑥 ∈ 𝐸 ∖ {0}, 𝑁(𝑥) > 0
(ii) 𝑁(0) = 0
(iii) ∀𝜆 ∈ ℝ, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥 + 𝜆𝑦) ≤ 𝑁(𝑥) + |𝜆|𝑁(𝑦)
Montrer que 𝑁 est une norme sur 𝐸.

Exercice 1.5. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐹 ⊂ 𝐸 un sous-espace vectoriel.
Montrer que la restriction de ‖ ⋅ ‖ à 𝐹 est une norme sur 𝐹.
On parle de norme induite.

Exercice 1.6. Soient 𝐹 un espace vectoriel et (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Soit 𝜄 ∶ 𝐹 → 𝐸 une application linéaire injective.
Montrer que l’application ‖ ⋅ ‖ ∶ 𝐹 → ℝ définie par ‖𝑥‖ ≔ ‖𝜄(𝑥)‖𝐸 est une norme sur 𝐹.

Exercice 1.7. Soit 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}. On définit ‖ ⋅ ‖1 ∶ ℝ𝑛 → ℝ par

‖(𝑥1, … , 𝑥𝑛)‖1 ≔
𝑛

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘| .

Montrer que ‖ ⋅ ‖1 est une norme de ℝ𝑛.

Exercice 1.8. Soient 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0} et 𝑝 > 1. On définit ‖ ⋅ ‖𝑝 ∶ ℝ𝑛 → ℝ par

‖(𝑥1, … , 𝑥𝑛)‖𝑝 ≔
(

𝑛

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|
𝑝

)

1/𝑝

.

1. On pose 𝑞 ≔ 𝑝
𝑝−1 de sorte que 𝑞 > 1 et 1

𝑝 + 1
𝑞 = 1.

Montrer que ∀𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑝

𝑝 + 𝑏𝑞

𝑞 .
2. Montrer l’inégalité de Hölder :

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛,
𝑛

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘𝑦𝑘| ≤
(

𝑛

∑
𝑘=1

|𝑥𝑘|
𝑝

)

1/𝑝

(

𝑛

∑
𝑘=1

|𝑦𝑘|
𝑞

)

1/𝑞

On pourra commencer par appliquer la question précédente à 𝑎 ≔ |𝑥𝑘|
‖𝑥‖𝑝

et 𝑏 ≔ |𝑦𝑘|
‖𝑦‖𝑞

.
Le cas 𝑝 = 𝑞 = 2 est appelé inégalité de Cauchy–Schwarz.

3. En déduire que ‖ ⋅ ‖𝑝 est une norme sur ℝ𝑛.

La norme ‖ ⋅ ‖2 s’appelle norme euclidienne sur ℝ𝑛.
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Exercice 1.9. Soit 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}.
On définit ‖ ⋅ ‖∞ ∶ ℝ𝑛 → ℝ par ‖(𝑥1, … , 𝑥𝑛)‖∞ ≔ max (|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|).

1. Montrer que ‖ ⋅ ‖∞ est une norme sur ℝ𝑛.
2. Montrer que lim

𝑝→+∞
‖𝑥‖𝑝 = ‖𝑥‖∞.

Exercice 1.10. Soit 𝑋 un ensemble. On considère 𝐸 l’espace vectoriel des fonctions 𝑋 → ℝ bornées.
On définit ‖ ⋅ ‖∞ ∶ 𝐸 → ℝ par ‖𝑓‖ ≔ sup{|𝑓(𝑥)| ∶ 𝑥 ∈ 𝑋}.
Montrer que ‖ ⋅ ‖∞ est une norme sur 𝐸.

La norme ‖ ⋅ ‖∞ s’appelle norme de convergence uniforme puisque (𝑓𝑛)𝑛 tend uniformément vers 𝑓 si et
seulement si ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖∞ tend vers 0.

Exercice 1.11. Soient 𝑝 ∈ ℕ ∖ {0} et 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ vérifiant 𝑎 < 𝑏.

On définit ‖ ⋅ ‖ ∶ 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ) → ℝ par ‖𝑓‖𝑝 ≔ (∫
𝑏

𝑎
|𝑓 (𝑥)|𝑝𝑑𝑥)

1/𝑝
.

1. Montrer que ‖ ⋅ ‖𝑝 est une norme sur 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ).
On pourra adapter les solutions de l’Exercice 1.8 en remplaçant ∑ par ∫.

2. Montrer que lim
𝑝→+∞

‖𝑓‖𝑝 = ‖𝑓‖∞.

1.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Définition 1.12. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. Soient 𝑎 ∈ 𝐸 et 𝑟 > 0.
On appelle boule ouverte centrée en 𝑎 de rayon 𝑟 la partie

𝐵(𝑎, 𝑟) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥 − 𝑎‖ < 𝑟}

et boule fermée centrée en 𝑎 de rayon 𝑟 la partie

𝐵𝑓(𝑎, 𝑟) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ‖𝑥 − 𝑎‖ ≤ 𝑟}.

Exercice 1.13. Dessiner la boule fermée unité, i.e. centrée en 0 de rayon 1, pour (ℝ2, ‖ ⋅ ‖1), (ℝ2, ‖ ⋅ ‖2)
et (ℝ2, ‖ ⋅ ‖∞).

Définition 1.14. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. On dit qu’une partie 𝑆 ⊂ 𝐸 est bornée si

∃𝑀 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑆, ‖𝑥‖ ≤ 𝑀.

Exercice 1.15. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. Soient 𝑎 ∈ 𝐸 et 𝑟 ≥ 0.
Montrer que 𝐵𝑓(𝑎, 𝑟) est bornée.

Définition 1.16. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. On dit que 𝑈 ⊂ 𝐸 est ouverte dans 𝐸 (ou un
ouvert de 𝐸) si

∀𝑥 ∈ 𝑈, ∃𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊂ 𝑈

et que 𝐶 ⊂ 𝐸 est fermée (ou un fermé) si 𝐸 ∖ 𝐶 est ouverte.

Exercice 1.17. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé.
1. Montrer que ∅ et 𝐸 sont des ouverts.
2. Montrer qu’une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
3. (a) Montrer qu’une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

(b) Le résultat reste-t-il vrai pour une intersection quelconque?
4. Que peut-on dire concernant l’union et l’intersection de fermés?
5. Une partie peut-elle être ouverte et fermée?
6. Une partie peut-elle être ni ouverte ni fermée?
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Définition 1.18. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
On définit l’intérieur de 𝑆 par

̊𝑆 ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ∃𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊂ 𝑆} ,

l’adhérence de 𝑆 par
𝑆 ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ∀𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝑆 ≠ ∅} .

Exercice 1.19. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
1. Montrer que 𝑆𝑐 = ( ̊𝑆)𝑐.
2. Montrer que ı̊𝑆𝑐 = (𝑆)𝑐.

Exercice 1.20. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
1. Montrer que ̊𝑆 ⊂ 𝑆 ⊂ 𝑆.
2. (a) Montrer que ̊𝑆 est le plus grand ouvert contenu dans 𝑆.

(b) En déduire que 𝑆 est un ouvert si et seulement si ̊𝑆 = 𝑆.
3. (a) Montrer que 𝑆 est le plus petit fermé contenant 𝑆.

(b) En déduire que 𝑆 est fermé si et seulement si 𝑆 = 𝑆.

Exercice 1.21. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé.
1. Montrer les propriétés suivantes :

(i) ∀𝑆, 𝑇 ⊂ 𝐸, 𝑆 ⊂ 𝑇 ⟹ 𝑆 ⊂ 𝑇

(ii) ∀𝑆 ⊂ 𝐸, 𝑆 = 𝑆
(iii) ∀𝑆, 𝑇 ⊂ 𝐸, 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵
(iv) ∀𝑆, 𝑇 ⊂ 𝐸, 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴 ∩ 𝐵

(i’) ∀𝑆, 𝑇 ⊂ 𝐸, 𝑆 ⊂ 𝑇 ⟹ ̊𝑆 ⊂ ̊𝑇
(ii’) ∀𝑆 ⊂ 𝐸, ̊̊𝑆 = ̊𝑆
(iii’) ∀𝑆, 𝑇 ⊂ 𝐸, ̊̆𝐴 ∩ 𝐵 = ̊𝐴 ∩ ̊𝐵
(iv’) ∀𝑆, 𝑇 ⊂ 𝐸, ̊̆𝐴 ∪ 𝐵 ⊃ ̊𝐴 ∪ ̊𝐵

2. Que dire des réciproques de (iv) et (iv’)?

Définition 1.22. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
On dit que 𝑆 est dense dans 𝐸 si 𝑆 = 𝐸.

Exercice 1.23. Vous avez vu en analyse que ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝑥 < 𝑦 ⟹ (∃𝑞 ∈ ℚ, 𝑥 < 𝑞 < 𝑦).
En déduire que ℚ est dense dans (ℝ, | ⋅ |).

Définition 1.24. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
On définit la frontière de 𝑆 par 𝜕𝑆 ≔ 𝑆 ∖ ̊𝑆.

Exercice 1.25. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
1. (a) Montrer que 𝑆 = 𝑆 ∪ 𝜕𝑆.

(b) En déduire que 𝑆 est fermée si et seulement si 𝜕𝑆 ⊂ 𝑆.
2. (a) Montrer que ̊𝑆 ∩ 𝜕𝑆 = ∅.

(b) En déduire que 𝑆 est ouverte si et seulement si 𝜕𝑆 ∩ 𝑆 = ∅.
3. (a) Montrer que 𝜕𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ ∀𝜀 > 0, 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝑆 ≠ ∅ et 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝑆𝑐 ≠ ∅}.

(b) En déduire que 𝜕𝑆 = 𝜕 (𝑆𝑐).
4. Montrer que 𝜕𝑆 est un fermé.

𝑎 𝑏

𝑐

𝑑 𝑎 ∈ 𝑆 𝑎 ∈ ̊𝑆 𝑎 ∈ 𝑆 𝑎 ∉ 𝜕𝑆
𝑏 ∈ 𝑆 𝑏 ∉ ̊𝑆 𝑏 ∈ 𝑆 𝑏 ∈ 𝜕𝑆
𝑐 ∉ 𝑆 𝑐 ∉ ̊𝑆 𝑐 ∈ 𝑆 𝑐 ∈ 𝜕𝑆
𝑑 ∉ 𝑆 𝑑 ∉ ̊𝑆 𝑑 ∉ 𝑆 𝑑 ∉ 𝜕𝑆

Figure : Représentation de l’intérieur, de l’adhérence et de la frontière.
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1.3 Continuité

Définition 1.26. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés. Soit 𝑆 ⊂ 𝐸.
On dit que 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐹 est continue si

∀𝑥 ∈ 𝑆, ∀𝜀 > 0, ∃𝜂 > 0, ∀𝑦 ∈ 𝑆, ‖𝑥 − 𝑦‖𝐸 ≤ 𝜂 ⟹ ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖𝐹 ≤ 𝜀.

Exercice 1.27. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Montrer que l’application ‖ ⋅ ‖𝐸 ∶ (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) → (ℝ, | ⋅ |) est une application continue.

Exercice 1.28. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soient 𝑆 ⊂ 𝐸 et 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐹.
Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
(i) 𝑓 est continue
(ii) Pour tout ouvert 𝑈 de 𝐹, il existe un ouvert 𝑉 de 𝐸 tel que 𝑓 −1(𝑈) = 𝑉 ∩ 𝑆
(iii) Pour tout fermé 𝐶 de 𝐹, il existe un fermé 𝐷 de 𝐸 tel que 𝑓 −1(𝐶) = 𝐷 ∩ 𝑆

Exercice 1.29. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soit 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹 une application linéaire.
Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
(i) 𝑓 est continue ;
(ii) 𝑓 est continue en 0 ;
(iii) ∃𝑀 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐸, ‖𝑓(𝑥)‖𝐹 ≤ 𝑀‖𝑥‖𝐸.

Exercice 1.30. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soient 𝑆 ⊂ 𝐸 et 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑆 → 𝐹 deux fonctions continues.
On suppose qu’il existe 𝑇 ⊂ 𝑆 tel que 𝑆 ⊂ 𝑇 et 𝑓|𝑇 = 𝑔|𝑇.
Montrer que 𝑓 = 𝑔.

1.4 Compacité

Définition 1.31. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸.
On dit que 𝐾 est compacte (ou un compact) si de tout recouvrement de 𝐾 par des ouverts on peut
extraire un sous-recouvrement fini, i.e. si (𝑂𝑖)𝑖∈𝐼 est une famille d’ouverts telle que 𝐾 ⊂ ⋃𝑖∈𝐼 𝑂𝑖 alors
il existe 𝐽 ⊂ 𝐼 finie telle que 𝐾 ⊂ ⋃𝑖∈𝐽 𝑂𝑖.

Exercice 1.32. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact. Soit 𝑆 ⊂ 𝐾.
Montrer que si 𝑆 est fermée alors 𝑆 est compacte.

Exercice 1.33. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact.
Montrer que 𝐾 est borné.

Exercice 1.34. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact.
1. On fixe 𝑥 ∈ 𝐸 ∖ 𝐾.

(a) Montrer que pour tout 𝑦 ∈ 𝐾, il existe 𝑈𝑦, 𝑉𝑦 ⊂ 𝐸 deux ouverts tels que 𝑥 ∈ 𝑈𝑦, 𝑦 ∈ 𝑉𝑦 et
𝑈𝑦 ∩ 𝑉𝑦 = ∅.

(b) Montrer qu’il existe une partie 𝐴 ⊂ 𝐾 finie telle que 𝐾 ⊂ ⋃
𝑦∈𝐴

𝑉𝑦.

(c) On pose Ω ≔ ⋂
𝑦∈𝐴

𝑈𝑦.

i. Montrer que Ω est un ouvert contenant 𝑥.
ii. Montrer que Ω ∩ 𝐾 = ∅.

2. Déduire de la question précédente que 𝐾 est fermé.

Exercice 1.35.
1. Montrer qu’une intersection quelconque de compacts est compacte.
2. Montrer qu’une union finie de compacts est compacte.
3. Une union quelconque de compacts est-elle nécessairement compacte?
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Exercice 1.36. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact.
Soit (𝐹𝑛)𝑛∈ℕ une suite décroissantes de fermés telle que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐹𝑛 ∩ 𝐾 ≠ ∅.
Montrer que 𝐾 ∩ ⋂

𝑛∈ℕ
𝐹𝑛 ≠ ∅.

Exercice 1.37. Les parties suivantes de (ℝ, | ⋅ |) sont-elles compactes?
1. ℤ 2. [0, 1[ 3. {−42, 𝜋, 17} 4. [𝑒, 17[∪]17, 42]

Exercice 1.38. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soient 𝑆 ⊂ 𝐸 et 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐹 une fonction continue.
Montrer que si 𝐾 est un compact de 𝐸 alors 𝑓(𝐾) est compacte.

Exercice 1.39. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés, 𝑆 ⊂ 𝐸 et 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐹 une
application continue.

1. Si 𝐾 est un compact de 𝐹, 𝑓 −1(𝐾) est-il nécessairement un compact de 𝐸?
2. Montrer que c’est toujours le cas si 𝑆 est compact.

Exercice 1.40. On considère (ℝ, | ⋅ |).
1. Soit (𝐼𝜆)𝜆∈Λ une famille d’ouverts telle que [𝑎, 𝑏] ⊂ ⋃

𝜆∈Λ
𝐼𝜆 où 𝑎 ≤ 𝑏.

Considérons l’ensemble 𝐴 des 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] tels que [𝑎, 𝑥] admet un sous-recouvrement fini, i.e.

𝐴 ≔
{

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶ ∃Λ′ ⊂ Λ finie telle que [𝑎, 𝑥] ⊂ ⋃
𝜆′∈Λ

𝐼𝜆}
.

(a) Montrer que 𝐴 admet une borne supérieure que l’on note 𝑆 ≔ sup(𝐴).
(b) Montrer que sup(𝐴) = 𝑏.

On pourra raisonner par l’absurde et utiliser que 𝑆 ∈ [𝑎, 𝑏[.
2. En déduire qu’un segment est compact.

1.5 Comparaison de normes

Définition 1.41. Soit 𝐸 un espace vectoriel. Soient 𝑁 et 𝑁′ deux normes sur 𝐸.
On dit que 𝑁 et 𝑁′ sont équivalentes si

∃𝛼, 𝛽 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝛼𝑁(𝑥) ≤ 𝑁′(𝑥) ≤ 𝛽𝑁(𝑥).

Exercice 1.42.
Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur 𝐸.

Exercice 1.43. Soit 𝐸 un espace vectoriel. Montrer que deux normes 𝑁 et 𝑁′ sur 𝐸 sont équivalentes
si et seulement si elles définissent la même topologie1 sur 𝐸.

Exercice 1.44.
1. Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛, ‖𝑥‖∞ ≤ ‖𝑥‖1 ≤ 𝑛‖𝑥‖∞.
2. Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛, ‖𝑥‖∞ ≤ ‖𝑥‖2 ≤ √𝑛‖𝑥‖∞.
3. En déduire que ‖ ⋅ ‖1, ‖ ⋅ ‖2 et ‖ ⋅ ‖∞ sont équivalentes sur ℝ𝑛.

Exercice 1.45. Soient 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ vérifiant 𝑎 < 𝑏.
1. Montrer que ∀𝑥 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ), ‖𝑓‖1 ≤ √𝑏 − 𝑎‖𝑓‖2.
2. Montrer que ∀𝑥 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ), ‖𝑓‖2 ≤ √𝑏 − 𝑎‖𝑓‖∞.
3. Montrer que les normes ‖ ⋅ ‖1, ‖ ⋅ ‖2 et ‖ ⋅ ‖∞ sont deux à deux non-équivalentes sur 𝒞0([𝑎, 𝑏], ℝ).

Indice : pour 𝑛 ∈ ℕ, on pourra considérer 𝑓𝑛 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ définie par 𝑓𝑛(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑛.

Exercice 1.46. On considère 𝐸 l’espace vectoriel des fonctions 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ de classe 𝒞1 telles que
𝑓(0) = 0. Pour 𝑓 ∈ 𝐸, on note

𝑁(𝑓) ≔ ∫
1

0
|𝑓 ′(𝑥)|𝑑𝑥 et 𝑀(𝑓) ≔ ∫

1

0
|𝑓 (𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)|𝑑𝑥.

1i.e. une partie est ouverte pour 𝑁 si et seulement si elle est ouverte pour 𝑁′.
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1. Montrer que 𝑁 et 𝑀 sont deux normes sur 𝐸.
2. Montrer que 𝑁 et 𝑀 sont équivalentes.

Indice : on pourra remarquer que la dérivée de la fonction 𝑥 ↦ 𝑒𝑥𝑓(𝑥) est 𝑥 ↦ 𝑒𝑥(𝑓 (𝑥)+𝑓 ′(𝑥)) et utiliser
le théorème fondamental de l’analyse.

1.6 Suites dans un espace vectoriel normé

Définition 1.47. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Soient (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0

une suite d’éléments de 𝐸 et ℓ ∈ 𝐸.
On dit que (𝑥𝑛)𝑛 tend vers ℓ, ou que (𝑥𝑛)𝑛 admet ℓ pour limite, noté lim

𝑛→+∞
𝑥𝑛 = ℓ, si

∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ, ∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ ‖𝑥𝑛 − ℓ‖ ≤ 𝜀.

Définition 1.48. Une suite est convergente si elle admet une limite.

Exercice 1.49. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Soient (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0

une suite d’éléments de 𝐸 et ℓ1, ℓ2 ∈ 𝐸.
Montrer que si lim

𝑛→+∞
𝑥𝑛 = ℓ1 et lim

𝑛→+∞
𝑥𝑛 = ℓ2 alors ℓ1 = ℓ2.

Exercice 1.50. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
1. Montrer que toute suite convergente d’éléments de 𝑆 converge vers un élément de 𝑆.
2. En déduire que 𝑆 est fermée si et seulement si pour toute suite convergente d’éléments de 𝑆, la

limite est dans 𝑆, i.e.

∀(𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝑆ℕ, (∃ℓ ∈ 𝐸, lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = ℓ) ⟹ ℓ ∈ 𝑆.

Définition 1.51. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé. Soit (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0
une suite d’éléments de 𝐸.

On appelle sous-suite (ou suite extraite) de (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0
toute suite de la forme (𝑥𝜑(𝑛))𝑛≥𝑛0

où 𝜑 ∶ ℕ → ℕ est
une fonction strictement croissante.

Exercice 1.52. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Soit (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0

une suite d’éléments de 𝐸 convergeant vers ℓ.
Montrer que si (𝑥𝜑(𝑛))𝑛≥𝑛0

est une suite extraite de (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0
alors lim

𝑛→+∞
𝑥𝜑(𝑛) = ℓ.

Exercice 1.53. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé et 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact.
Soit (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0

une suite d’éléments de 𝐾.
1. On définit 𝐹𝑝 ≔ {𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 𝑝} pour 𝑝 ≥ 𝑛0.

Montrer que 𝐹𝑝 est une suite décroissante de fermés.
2. Montrer que 𝐾 ∩ ⋂

𝑝≥𝑛0

𝐹𝑝 ≠ ∅.

Indice : on pourra utiliser l’Exercice 1.36.
3. On considère ℓ ∈ 𝐾 ∩ ⋂

𝑝≥𝑛0

𝐹𝑝.

Montrer que l’on peut extraire de (𝑥𝑛)𝑛≥𝑛0
une sous-suite convergeant vers ℓ.

Exercice 1.54. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
On suppose que de toute suite d’éléments de 𝑆 on peut extraire une sous-suite convergente dans 𝑆.
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. On suppose que 𝑆 est fermé et que (𝑂𝑖)𝑖∈𝐼 est une famille d’ouverts telle que 𝑆 ⊂ ⋃
𝑖∈𝐼

𝑂𝑖.

Montrer qu’il existe 𝜌 > 0 tel que ∀𝑥 ∈ 𝑆, ∃𝑖 ∈ 𝐼, 𝐵(𝑥, 𝜌) ⊂ 𝑂𝑖.
2. Montrer que pour tout 𝜀 > 0, il existe 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑠 ∈ 𝑆 tel que 𝑆 ⊂ ⋃𝑠

𝑛=0 𝐵(𝑥𝑛, 𝜀).
Indice : on pourra raisonner par l’absurde afin de construire une suite (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ d’éléments de 𝑆 deux à
deux distants d’au moins 𝜀 telle que 𝑆 ⊂ ⋃

𝑛∈ℕ
𝐵(𝑥𝑛, 𝜀).
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Exercice 1.55. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé et 𝑆 ⊂ 𝐸.
Montrer que 𝑆 est compacte si et seulement si de toute suite d’éléments de 𝑆 on peut extraire une
sous-suite convergente dans 𝑆.

Exercice 1.56. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soient 𝑆 ⊂ 𝐸, 𝑎 ∈ 𝑆 et 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝐹.
Montrer que 𝑓 est continue en 𝑎 si et seulement si pour toute suite (𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝑆ℕ convergeant vers 𝑎,
(𝑓 (𝑥𝑛))𝑛 converge vers 𝑓(𝑎).

Exercice 1.57. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soient 𝐾 ⊂ 𝐸 un compact et 𝑓 ∶ 𝐾 → 𝐹 une fonction continue.
Montrer que si 𝑓 est continue alors 𝑓 est uniformément continue, i.e.

∀𝜀 > 0, ∃𝜂 > 0, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾, ‖𝑥 − 𝑦‖𝐸 ≤ 𝜂 ⟹ ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖𝐹 ≤ 𝜀.

1.7 Cas de la dimension finie

Exercice 1.58.
1. Montrer que pour tout 𝑎 > 0, [−𝑎, 𝑎]𝑛 est un compact de (ℝ𝑛, ‖ ⋅ ‖∞).
2. En déduire que les compacts de (ℝ𝑛, ‖ ⋅ ‖∞) sont les fermés bornés.

Exercice 1.59. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé de dimension finie.

On fixe (𝑒1, … , 𝑒𝑛) une base de 𝐸 et on considère 𝜑 ∶ ℝ𝑛 → 𝐸 définie par 𝜑(𝑥) ≔
𝑛

∑
𝑘=1

𝑥𝑖𝑒𝑖.

1. Montrer que 𝜑 est un isomorphisme linéaire.
2. On rappelle que ‖ ⋅ ‖𝐸 induit une norme sur ℝ𝑛 définie par ‖ ⋅ ‖ ≔ ‖𝜑(⋅)‖𝐸 (Exercice 1.6) et que

‖ ⋅ ‖ ∶ 𝐸 → ℝ est continue (Exercice 1.27).
(a) Montrer que 𝑆 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ‖𝑥‖∞ = 1} est compact.
(b) Montrer qu’il existe 𝛼, 𝛽 > 0 tels que ∀𝑥 ∈ 𝑆, 𝛼 ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝛽.
(c) En déduire que ‖ ⋅ ‖∞ et ‖ ⋅ ‖ sont deux normes équivalentes de ℝ𝑛.

3. Montrer que toutes les normes sur 𝐸 sont équivalentes.
4. Montrer que les compacts de 𝐸 sont les fermés bornés.

Exercice 1.60. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés avec 𝐸 de dimension finie.
Montrer que toutes les applications linéaires 𝐸 → 𝐹 sont continues.

Exercice 1.61. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐹 un sous-espace vectoriel de 𝐸 de dimen-
sion finie. Montrer que 𝐹 est fermé dans 𝐸.

Exercice 1.62. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé de dimension infinie. On suppose que 𝐵𝑓(0, 1)
est compacte.

1. Montrer qu’il existe 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐸 tels que 𝐵𝑓(0, 1) ⊂
𝑛

⋃
𝑖=1

𝐵(𝑥𝑖, 1).

2. On définit 𝐹 ≔ Vect(𝑥1, … , 𝑥𝑛).
Montrer qu’il existe 𝑥0 ∈ 𝐸 ∖ 𝐹.

3. Montrer qu’il existe 𝑦0 ∈ 𝐹 tel que ‖𝑥0 − 𝑦0‖ = inf
𝑦∈𝐹 ‖𝑥0 − 𝑦‖.

4. On définit 𝑥 ≔ 𝑥0−𝑦0
‖𝑥0−𝑦0‖ .

Montrer que inf
𝑦∈𝐹

‖𝑥 − 𝑦‖ = 1.
5. Montrer qu’il existe 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} tel que 𝑑(𝑥, 𝑥𝑖) < 1.
6. Conclure de ce qui précède qu’un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement

sa boule unité fermée est compacte (lemme de Riesz).
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1.8 Quelques evn supplémentaires à connaître

Exercice 1.63. Montrer que les couples (𝐸, ‖ ⋅ ‖) suivants sont des espaces vectoriels normés :
1. 𝐸 = ℝ[𝑋] et ‖ ⋅ ‖𝑚 ∶ ∑ 𝑎𝑖𝑋𝑖 ↦ ∑ |𝑎𝑖|𝑚𝑖 où 𝑚 ∈ ℝ>0.
2. 𝐸 = ℝ{𝑥}𝜌 l’espace vectoriel des séries entières de rayon de convergence ≥ 𝜌 et

‖ ⋅ ‖𝑚 ∶ ∑
𝑖≥0

𝑎𝑖𝑥𝑖 ↦ ∑
𝑖≥0

|𝑎𝑖|𝑚𝑖

où 𝑚, 𝜌 ∈ ℝ>0 et 𝑚 < 𝜌.
3. 𝐸 = Lip([𝑎, 𝑏]) l’espace vectoriel des fonctions lipschitzienne sur [𝑎, 𝑏], où 𝑎 < 𝑏, et

‖𝑓‖ ≔ ‖𝑓‖∞ + sup
𝑥,𝑦∈[𝑎,𝑏]

𝑥≠𝑦

|𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑦)|
|𝑥 − 𝑦|

.

4. 𝐸 = ℓ𝑝 ≔
{

(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℝℕ ∶
∞

∑
𝑛=0

|𝑥𝑛|𝑝 < ∞
}

et ‖(𝑥𝑛)𝑛‖𝑝 ≔
(

∞

∑
𝑛=0

|𝑥𝑛|𝑝
)

1/𝑝

où 𝑝 ∈ [1, ∞[.

5. 𝐸 = ℓ∞ ≔ {(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℝℕ bornée} et ‖(𝑥𝑛)𝑛‖∞ ≔ sup𝑛∈ℕ |𝑥𝑛|.
6. 𝐸 = 𝒞0([𝑎, 𝑏], 𝐹 ) l’espace vectoriel des fonctions [𝑎, 𝑏] → 𝐹 continues ‖𝑓‖ ≔ sup

𝑥∈[𝑎,𝑏]
‖𝑓(𝑥)‖𝐹 où

𝑎 < 𝑏 et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) est un espace vectoriel normé.
7. 𝐸 = ℬ(𝑋, 𝐹 ) l’espace vectoriel des fonctions 𝑋 → 𝐹 bornées et ‖𝑓‖ ≔ sup

𝑥∈𝑋
‖𝑓(𝑥)‖𝐹 où 𝑋 est un

ensemble et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) est un espace vectoriel normé.
8. 𝐸 = ℒ𝑐(𝐺, 𝐹 ) l’espace vectoriel des fonctions linéaires continues et ‖𝐿‖ ≔ sup

𝑥≠0

‖𝐿(𝑥)‖𝐹
‖𝑥‖𝐺

où (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) et (𝐺, ‖ ⋅ ‖𝐺) sont des espaces vectoriels normés.

Exercice 1.64.
1. Soient (𝐸1, ‖ ⋅ ‖1), … , (𝐸𝑛, ‖ ⋅ ‖𝑛) des espaces vectoriels normés.

Montrer que (𝐸 ≔ 𝐸1×…×𝐸𝑛, ‖⋅‖) est un espace vectoriel normé, où ‖(𝑢1, … , 𝑢𝑛)‖ ≔ max𝑖=1,…,𝑛(‖𝑢𝑖‖𝑖).
2. Soit (𝐸𝑖, ‖ ⋅ ‖𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’espaces vectoriels normés.

Montrer que l’espace vectoriel

𝐸 ≔
{

(𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 ∈ ∏
𝑖∈𝐼

𝐸𝑖 ∶ sup
𝑖∈𝐼

‖𝑓𝑖‖𝑖 < ∞
}

muni de l’application

‖ ⋅ ‖ ∶ 𝐸 → ℝ
(𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 ↦ sup𝑖∈𝐼 ‖𝑓𝑖‖𝑖

est un espace vectoriel normé.

Exercice 1.65. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐹 un sous-espace vectoriel fermé de 𝐸.
Montrer que l’espace vectoriel 𝐸/𝐹 muni de l’application

‖ ⋅ ‖𝐸/𝐹 ∶
𝐸/𝐹 → ℝ

𝑥 ↦ inf
𝑢∈𝑥

‖𝑢‖

est un espace vectoriel normé.
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2 Espaces de Banach

Définition 2.1. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. On dit qu’une suite (𝑢𝑛)𝑛≥𝑛0
d’éléments de 𝐸

est de Cauchy si

∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ ℕ, ∀𝑝, 𝑞 ≥ 𝑛0, 𝑝 ≥ 𝑁 et 𝑞 ≥ 𝑁 ⟹ ‖𝑢𝑝 − 𝑢𝑞‖ ≤ 𝜀.

Exercice 2.2. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) un espace vectoriel normé.
Soient (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ deux suites de Cauchy de 𝐸 et 𝜆 ∈ ℝ.

1. Montrer que (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)𝑛∈ℕ est une suite de Cauchy de 𝐸.
2. Montrer que (𝜆𝑥𝑛)𝑛∈ℕ est une suite de Cauchy de 𝐸.
3. Montrer que (‖𝑥𝑛‖)𝑛∈ℕ est une suite de Cauchy de ℝ.

Exercice 2.3. Montrer qu’une suite de Cauchy est bornée.

Exercice 2.4. Montrer qu’une suite convergente est de Cauchy.

Exercice 2.5. Montrer qu’une suite de Cauchy est convergente si et seulement si elle admet une sous-
suite convergente.

Exercice 2.6. Soit 𝐸 un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes ‖ ⋅ ‖ et ‖ ⋅ ‖′.
Soit (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ une suite d’éléments de 𝐸.
Montrer que (𝑥𝑛)𝑛 est de Cauchy pour ‖ ⋅ ‖ si et seulement si c’est une suite de Cauchy pour ‖ ⋅ ‖′.

Exercice 2.7. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés.
Soient 𝐹 ∶ 𝐸 → 𝐹 une application uniformément continue et (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ une suite d’éléments de 𝐸.
Montrer que si (𝑥𝑛)𝑛 est une suite de Cauchy de 𝐸 alors (𝑓 (𝑥𝑛))𝑛 est une suite de Cauchy de 𝐹.

Exercice 2.8. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. Soient (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ et (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ deux suites de 𝐸.
On suppose que (𝑥𝑛)𝑛 est une suite de Cauchy et que lim

𝑛→+∞
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0.

Montrer que (𝑦𝑛)𝑛 est une suite de Cauchy.

Définition 2.9. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐴 ⊂ 𝐸.
On dit que 𝐴 est complet si toute suite de Cauchy d’éléments de 𝐴 converge dans 𝐴.

Exercice 2.10. Montrer qu’une partie complète d’un espace vectoriel normé est fermée

Exercice 2.11. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé et 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝐸.
On suppose que 𝐴 est fermé et que 𝐵 est complet. Montrer que 𝐴 est complet.

Exercice 2.12. Montrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est complète.

Définition 2.13. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Exercice 2.14. Montrer qu’un espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.
On pourra utiliser les exercices 2.3, 1.55 et 2.5.
En particulier, ℝ et ℝ𝑛, où 𝑛 ∈ ℕ, sont des espaces complets (quelque soit la norme considérée).

Exercice 2.15. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace de Banach et 𝐴 ⊂ 𝐸.
Montrer que 𝐴 est fermé si et seulement si 𝐴 est complet.

Exercice 2.16. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) deux espaces vectoriels normés avec 𝐹 complet. Soit 𝑋 une
partie dense de 𝐸 et 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝐹 une application uniformément continue.

1. Montrer que 𝑓 se prolonge de façon unique en une application continue 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹.
2. Montrer que 𝑓 est uniformément continue.
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Exercice 2.17.
1. Montrer que les espaces vectoriels normés des questions suivantes sont complets : 1.63.(2),

1.63.(3), 1.63.(4), 1.63.(5), 1.63.(6) (où (𝐹 , ‖⋅‖𝐹) est complet), 1.63.(7) (où (𝐹 , ‖⋅‖𝐹) est complet),
1.63.(8) (où (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) est complet).

2. En considérant la famille de polynômes
(

𝑃𝑛 =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑋𝑘

𝑝𝑘 )
𝑛∈ℕ

avec 𝑝 ∈ ℝ>0 fixé, montrer que l’es-

pace vectoriel normé (ℝ[𝑋], ‖ ⋅ ‖𝑚) (c.f. 1.63.(1)) n’est pas complet pour 𝑚 < 𝑝.
On pourra commencer par montrer que si une suite de polynômes converge vers un polynôme alors les
suites de coefficients convergent.

3. Considérons maintenant l’espace vectoriel normé (𝒞0([−1, 1], ℝ), ‖ ⋅ ‖1).
Soit (𝑓𝑛)𝑛≥1 la suite de fonctions [−1, 1] → ℝ définies par

∀𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑓𝑛(𝑥) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

−1 si − 1 ≤ 𝑥 < − 1
𝑛

𝑛𝑥 si − 1
𝑛 ≤ 𝑥 ≤ 1

𝑛
1 si 1

𝑛 < 𝑥 ≤ 1

(a) Montrer que (𝑓𝑛)𝑛≥1 est une suite de Cauchy.
(b) Supposons que cette suite converge vers une fonction 𝑓.

i. Montrer que, pour tout 𝛼 ∈]0, 1[, on a :

lim
𝑛→∞ ∫

−𝛼

−1
|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 = 0 et lim

𝑛→∞ ∫
1

𝛼
|𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 = 0

ii. Montrer que, pour tout 𝛼 ∈]0, 1[,

lim
𝑛→∞ ∫

−𝛼

−1
|𝑓𝑛(𝑡) + 1|𝑑𝑡 = 0 et lim

𝑛→∞ ∫
1

𝛼
|𝑓𝑛(𝑡) − 1|𝑑𝑡 = 0

iii. En déduire que, pour tout 𝑡 ∈]0, 1], 𝑓(𝑡) = 1 et pour 𝑡 ∈ [−1, 0[, 𝑓(𝑡) = −1.
(c) Conclure.

4. Montrer que si (𝐸, ‖ ⋅ ‖𝐸) et (𝐹 , ‖ ⋅ ‖𝐹) sont deux espaces de Banach alors (𝐸 × 𝐹 , ‖ ⋅ ‖) est un
espace de Banach pour la norme ‖(𝑥, 𝑦)‖ ≔ max(‖𝑥‖𝐸, ‖𝑦‖𝐹).

5. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace de Banach et 𝐹 un sous-espace vectoriel fermé de 𝐸.
Montrer que l’espace vectoriel normé 𝐸/𝐹 est complet pour la norme de l’Exercice 1.65.

Exercice 2.18. L’objectif de cet exercice est de démontrer qu’un espace vectoriel normé est complet si
et seulement toute série absolument convergente est convergente.
Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé.

1. On suppose que (𝐸, ‖ ⋅ ‖) est complet.

On considère (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ une suite d’éléments de 𝐸 telle que
+∞

∑
𝑛=0

‖𝑢𝑛‖ est convergente (dans ℝ).

Montrer que
+∞

∑
𝑛=0

𝑢𝑛 est convergente (dans 𝐸).

2. On suppose que toute série absolument convergente de (𝐸, ‖ ⋅ ‖) est convergente.
Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ une suite de Cauchy de 𝐸.
(a) Montrer que l’on peut extraire de (𝑢𝑛)𝑛 une sous-suite (𝑢𝜎(𝑛))𝑛∈ℕ telle que

∀𝑛 ∈ ℕ, ‖𝑢𝜎(𝑛+1) − 𝑢𝜎(𝑛)‖ ≤ 2−𝑛.

(b) Montrer que (𝑢𝜎(𝑛))𝑛∈ℕ est convergente.
(c) Conclure.
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Exercice 2.19. Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé de dimension dénombrable. On fixe ℬ =
(𝑒𝑛)𝑛∈ℕ∖{0} une base de 𝐸.
On note 𝐹0 = {0} et, pour 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝐹𝑛 ≔ Vect(𝑒1, … , 𝑒𝑛).

On considère la suite (𝜆𝑛)𝑛∈ℕ∖{0} définie par 𝜆1 = 1
3 et, pour 𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝜆𝑛+1 ≔ 1

3
inf

𝑥∈𝐹𝑛−1 ‖
𝜆𝑛

‖𝑒𝑛‖
𝑒𝑛 − 𝑥‖.

1. Justifier que (𝜆𝑛)𝑛≥1 est bien définie.
2. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝜆𝑛 > 0.
3. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛

3 .
4. En déduire que ∀𝑛 ∈ ℕ ∖ {0}, 𝜆𝑛 ≤ 3−𝑛.
5. On suppose par l’absurde que (𝐸, ‖ ⋅ ‖) est complet.

(a) Montrer qu’il existe ℓ ∈ 𝐸 tel que
+∞

∑
𝑛=1

𝜆𝑛
‖𝑒𝑛‖

𝑒𝑛 = ℓ.

(b) Montrer qu’il existe 𝑁 ∈ ℕ ∖ {0} tel que
+∞

∑
𝑛=𝑁+1

𝜆𝑛
‖𝑒𝑛‖

𝑒𝑛 ∈ 𝐹𝑁.

(c) Montrer que 3𝜆𝑁+2 ≤ 3
2 𝜆𝑁+2.

6. Conclure qu’un espace vectoriel normé de dimension dénombrable n’est jamais complet.
7. En déduire une nouvelle démonstration pour la question 2.17.(2).

Exercice 2.20. Soit (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ la suite de 𝒞0([0, 1], ℝ) définie, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, par :
(i) 𝑓𝑛(𝑥) = 0 pour 𝑥 ∈ [0, 1] ∖ [

1
2𝑛+1 , 1

2𝑛 ]
(ii) 𝑓𝑛 est affine par morceaux sur les intervalles [

1
2𝑛 , 3

2𝑛+2 ] et [
3

2𝑛+2 , 1
2𝑛 ]

(iii) 𝑓𝑛 (
3

2𝑛+2 ) = 𝑛

1. Montrer que
+∞

∑
𝑛=0

𝑓𝑛 est absolument convergente et divergente pour la norme ‖ ⋅ ‖1.

2. Que peut-on en déduire sur (𝒞0([0, 1], ℝ), ‖ ⋅ ‖1)?

Exercice 2.21. Soient 𝐸 un espace vectoriel et 𝑁 une application 𝐸 → ℝ vérifiant
(i) ∀𝑥 ∈ 𝐸, ∀𝜆 ∈ ℝ, 𝑁(𝜆𝑥) = |𝜆|𝑁(𝑥) ;
(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑁(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑁(𝑥) + 𝑁(𝑦).

On dit que 𝑁 est une semi-norme.
1. Montrer que 𝑁−1(0) est un sous-espace vectoriel.
2. Montrer que l’application ‖ ⋅ ‖∶ 𝐸/𝑁−1(0) → ℝ définie par ‖𝑢‖ ≔ 𝑁(𝑢), pour n’importe quel

représentant 𝑢 de la classe d’équivalence 𝑢, est bien définie et est une norme sur l’espace vectoriel
quotient 𝐸/𝑁−1(0).

3. (a) Soient (𝑋, 𝒜, 𝜇) un espace mesuré et 𝑝 ≥ 1. Notons ℒ𝑝(𝑋, 𝒜, 𝜇) l’espace des fonctions me-
surables de (𝑋, 𝒜, 𝜇) telles que |𝑓 |𝑝 soit intégrable. Montrer que l’application

𝑁∶ 𝑓 ∈ ℒ𝑝(𝑋, 𝒜, 𝜇) ↦ (∫𝑋
|𝑓 |𝑝d𝜇)

1/𝑝
∈ ℝ

est une semi-normemais n’est pas une norme.Montrer que𝐿𝑝(𝑋, 𝒜, 𝜇) ≔ ℒ𝑝(𝑋, 𝒜, 𝜇)/𝑁−1(0)
est un espace de Banach.

(b) Soit (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace vectoriel normé. Notons Cauchy(𝐸) l’espace vectoriel des suites de
Cauchy de 𝐸 et 𝑁 l’application Cauchy(𝐸) → ℝ définie par 𝑁((𝑥𝑛)) = lim

𝑛→∞
‖𝑥𝑛‖. Montrer

que 𝑁 est une semi-norme et pas une norme, 𝐸 ≔ Cauchy(𝐸)/𝑁−1(0) est un espace de
Banach et que l’application

𝐸
𝑢↦(𝑢)𝑛∈ℕ⟶ Cauchy(𝐸)

(𝑢𝑛)↦(𝑢𝑛)
⟶ 𝐸

est une injection dont l’image est dense.
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3 Théorème du point fixe de Banach–Picard

Exercice 3.1. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace de Banach et 𝐹 ⊂ 𝐸 une partie fermée.
Soit 𝑓 ∶ 𝐹 → 𝐹 une fonction contractante (i.e. une fonction lipschtzienne de constante 𝑞 ∈ [0, 1[,
autrement dit on suppose qu’il existe 𝑞 ∈ [0, 1[ tel que ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 , ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝑞‖𝑥 − 𝑦‖).

1. Montrer que 𝑓 est continue.
Soit 𝑥0 ∈ 𝐹. On définit la suite (𝑥𝑛)𝑛 ∈ 𝐹 ℕ en posant 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) pour tout 𝑛 ∈ ℕ.

2. Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ ≤ 𝑞𝑛‖𝑥1 − 𝑥0‖.
3. Montrer que ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑚 > 𝑛 ⟹ ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ ≤ 𝑞𝑛

1−𝑞 ‖𝑥1 − 𝑥0‖.
4. Montrer que (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ est une suite de Cauchy.
5. Montrer que (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ converge dans 𝐹.
6. Montrer que 𝑓 admet un unique point fixe, i.e. ∃!𝑥 ∈ 𝐹 , 𝑓(𝑥) = 𝑥.

On vient de montrer :

Théorème 3.2 (Théorème du point fixe de Banach–Picard).
Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace de Banach et 𝐹 ⊂ 𝐸 une partie fermée. Alors toute fonction contractante 𝑓 ∶ 𝐹 → 𝐹
admet un unique point fixe.

3.1 Applications au calcul différentiel

Exercice 3.3. On considère ℝ𝑛 et ℝ𝑝 munis de leurs normes euclidiennes que l’on notera indifférem-
ment ‖ ⋅ ‖.

1. (a) Montrer que ~𝐴~ ≔ sup‖𝑣‖≤1 ‖𝐴𝑣‖ définit une norme sur 𝑀𝑝,𝑛(ℝ) (appelée norme subor-
donnée).

(b) Montrer que ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑝,𝑛(ℝ), ∀𝑣 ∈ ℝ𝑛, ‖𝐴𝑣‖ ≤ ~𝐴~‖𝑣‖.
2. Soit 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 un ouvert et 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑝 une fonction de classe 𝒞1.

Pour 𝑥 ∈ 𝑈, on note la matrice jacobienne de 𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑝) en 𝑥 par

Jac𝑓(𝑥) ≔ (
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(𝑥))𝑖=1,…,𝑝
𝑗=1,…,𝑛

∈ 𝑀𝑝,𝑛(ℝ).

Soient 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑈 tels que ∀𝑡 ∈ [0, 1], (1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏 ∈ 𝑈.

(a) Montrer que 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎) = ∫
1

0
Jac𝑓((1−𝑡)𝑎+𝑡𝑏)(𝑏−𝑎)𝑑𝑡 où l’intégrale est calculée composante

par composante.
(b) Montrer que si 𝑔 = (𝑔1, … , 𝑔𝑝) ∶ [0, 1] → ℝ𝑝 est continue alors

‖(∫
1

0
𝑔1(𝑡)𝑑𝑡, … , ∫

1

0
𝑔𝑝(𝑡)𝑑𝑡)‖ ≤ ∫

1

0
‖(𝑔1(𝑡), … , 𝑔𝑝(𝑡)‖ 𝑑𝑡.

(c) En déduire que

‖𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)‖ ≤ ( sup
𝑡∈[0,1]

~ Jac𝑓((1 − 𝑡)𝑎 + 𝑡𝑏)~) ‖𝑏 − 𝑎‖.

Exercice 3.4. On considère ℝ𝑛 muni de sa norme euclidienne que l’on note ‖⋅‖. Soit 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 un ouvert
contenant 0 et 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 une fonction de classe 𝐶1 telle que 𝑓(0) = 0 et Jac𝑓(0) = 𝐼𝑛.

1. Montrer qu’il existe 𝑡 > 0 tel que 𝐵(0, 𝑡) ⊂ 𝑈 et ∀𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝑡), det(Jac𝑓(𝑥)) ≠ 0.
2. On définit 𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 par 𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥.

(a) Calculer Jac𝐹(0).
(b) Montrer qu’il existe 𝑟 ∈]0, 𝑡[ tel que ∀𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝑟), ~ Jac𝐹(𝑥)~ ≤ 1

2 .
(c) Montrer qu’il existe 𝑠 ∈]0, 𝑟[ tel que

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑓(0, 𝑠), ‖𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑦)‖ ≤
(

sup
𝑧∈𝐵𝑓(0,𝑠)

~ Jac𝐹(𝑧)~
)

‖𝑥 − 𝑦‖

(d) Montrer que ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑓(0, 𝑠), ‖𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑦)‖ ≤ 1
2 ‖𝑥 − 𝑦‖.
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3. Soit 𝑦 ∈ 𝐵 (0, 𝑠
2 ). Définissons 𝜃𝑦 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 par 𝜃𝑦(𝑥) = 𝑦 − 𝐹 (𝑥).

(a) Montrer que 𝜃𝑦 (𝐵𝑓(0, 𝑠)) ⊂ 𝐵(0, 𝑠).
(b) Montrer que 𝜃𝑦 ∶ 𝐵𝑓(0, 𝑠) → 𝐵𝑓(0, 𝑠) est contractante de constante 1

2 .

(c) Posons 𝑉 ≔ 𝐵 (0, 𝑠) ∩ 𝑓 −1
(𝐵 (0, 𝑠

2 )) et 𝑊 = 𝐵 (0, 𝑠
2 ).

Montrer que 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 définit une bijection entre deux ouverts de ℝ𝑛 contenant 0.
4. (a) Montrer que 𝑓 −1 ∶ 𝑊 → 𝑉 est lipschitzienne de constante 2.

(b) Montrer que 𝑓 −1 ∶ 𝑊 → 𝑉 est différentiable.
(c) Montrer que 𝑓 −1 ∶ 𝑊 → 𝑉 est 𝐶1.

On rappelle les énoncés du théorème d’inversion locale et du théorème des fonctions implicites :

Théorème 3.5 (Théorème d’inversion locale).
Soient 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 un ouvert, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 une fonction de classe 𝐶1 et 𝑎 ∈ 𝑈 tels que Jac𝑓(𝑎) soit inversible.
Alors il existe deux ouverts 𝑉 , 𝑊 ⊂ ℝ𝑛 tels que 𝑎 ∈ 𝑉 ⊂ 𝑈, 𝑓(𝑎) ∈ 𝑊, 𝑓(𝑉 ) = 𝑊 et 𝑓|𝑉 ∶ 𝑉 → 𝑊 est un
𝐶1-difféomorphisme.

Théorème 3.6 (Théorème des fonctions implicites).

Soient 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 et 𝑉 ⊂ ℝ𝑝 deux ouverts, (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑈 × 𝑉 et 𝐹 = (𝐹1, … , 𝐹𝑝) ∶ 𝑈 × 𝑉 → ℝ𝑝

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝐹 (𝑥, 𝑦) une

fonction de classe 𝐶1 tels que Jac𝑦
𝐹(𝑥0, 𝑦0) ≔ (

𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑦𝑗

(𝑥0, 𝑦0))𝑖,𝑗=1,…,𝑝
∈ 𝑀𝑝,𝑝(ℝ) soit inversible.

Alors il existe 𝑟, 𝑠 > 0 tels que 𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊂ 𝑈, 𝐵(𝑦0, 𝑠) ⊂ 𝑉 et il existe 𝜑 ∶ 𝐵(𝑥0, 𝑟) → 𝐵(𝑦0, 𝑠) une fonction de
classe 𝐶1 telle que

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟) × 𝐵(𝑦0, 𝑠), 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) ⇔ 𝑦 = 𝜑(𝑥).

Exercice 3.7.
1. Déduire le théorème d’inversion locale de l’exercice 3.4.
2. Déduire le théorème des fonctions implicites du théorème d’inversion locale.

3.2 Autres exercices sur le théorème du point fixe de Banach–Picard

Exercice 3.8. Montrer qu’il existe une unique solution au système suivant :

{
𝑥1 = 1

5 (2 sin(𝑥1) + cos(𝑥2))
𝑥2 = 1

5 (cos(𝑥1) + 3 sin(𝑥2))

avec (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2

Exercice 3.9. Soient (𝐸, ‖ ⋅ ‖) un espace de Banach, 𝑆 une partie d’un espace vectoriel normé et 𝐹∶ 𝐸 ×
𝑆 → 𝐸 une fonction continue telle qu’il existe 𝑘 ∈ [0, 1[ tel que

∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, ‖𝐹 (𝑥, 𝑠) − 𝐹 (𝑦, 𝑠)‖ ≤ 𝑘‖𝑥 − 𝑦‖

Montrer que pour tout 𝑠 ∈ 𝑆, l’application 𝑥 ↦ 𝐹 (𝑥, 𝑠) admet un unique point fixe 𝑥𝑠 et que l’appli-
cation 𝑠 ↦ 𝑥𝑠 est continue.

Exercice 3.10. Soient 𝐸 un espace de Banach et 𝑓∶ 𝐸 → 𝐸 une application dont une itérée est contrac-
tante (i.e. il existe 𝑝 ∈ ℕ tel que 𝑓 𝑝 = 𝑓 ∘ ⋯ ∘ 𝑓 soit contractante). Montrer que 𝑓 a un unique point fixe
𝑥0 et que pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, la suite (𝑓 𝑛(𝑥))𝑛∈ℕ converge vers 𝑥0.
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Exercice 3.11. Soit 𝐸 l’espace vectoriel 𝒞1([0, 1], ℝ) des fonctions [0, 1] → ℝ de classe 𝒞1 muni de la
norme ‖ ⋅ ‖ définie par

‖𝑓‖ ≔ ‖𝑓‖∞ + ‖𝑓 ′‖∞.

1. Montrer que 𝐸 est complet.
2. On considère l’application 𝑇∶ 𝐸 → 𝐸 définie par

∀𝑓 ∈ 𝐸, 𝑇 (𝑓) ∶ [0, 1] ∋ 𝑥 ↦ 1 + ∫
𝑥

0
𝑓(𝑡 − 𝑡2) d𝑡 ∈ ℝ

(a) Justifier que 𝑇 est bien définie.
(b) Montrer que 𝑇 2 est une contraction.
(c) En déduire que 𝑇 a un unique point fixe puis qu’il existe une unique solution à l’équation

différentielle suivante

{
𝑦′(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 𝑡2)
𝑦(0) = 1
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4 Lemme de Baire et conséquences

TODO
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