L2 M - L2 MA - DL2 MI
2025-2026

Fonctions a deux variables

Feuille 2 : Différentiabilité

1 Différentielle

Exercice 1. Montrer que la fonction f: R — R définie par
1
) ix>0
Vo € R, f(z) = {e o
0 sinon.

est dérivable.

Exercice 2. Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables, et calculer leur
différentielle

1. (z,y) = e (z+y) 2. (z,y) — (ysin(z), cos(x))
Exercice 3. Etudier la différentiabilité et le caractére C! d’une forme quadratique i.e.
une fonction f: R? — R telle qu'il existe ¢1,...,¢, des formes linéaires de R? et des
coefficients aq, ..., a, € R tels que

Vo € R f(x) = Y aili(z)?
=1

Exercice 4. Soient f: R? — R? une fonction différentiable et u: RZ — R définie par :
Vo € R?, u(z) = (f(z), f(2)) -
Montrer que u est différentiable et calculer sa différentielle.

Exercice 5. Soient f,g: U C R? — R deux fonctions différentiables en a € U et A € R.
Montrer que f + Ag et fg sont différentiables en a € U, et on a :

da(f +Ag) = daf + Adag
et
do(fg) = g(a)daf + f(a’>dag-
Exercice 6. Soient (a;;) € RM™) . Etudier la différentiabilité et le caractére C' de la
fonction (z,y) € R? > i ai;ziyl € R.
Exercice 7. Soit f: (z,y) € B (O, \ﬁ) — /14 — 22 — y2 € R. Calculer le plan tangent
de son graphe en (1,2,3).

Exercice 8. Soit f: R? — R™ différentiable. On suppose que, pour tout A € R et tout
r € R? f(Az) = Af(x).

1. Démontrer que f(0) = 0.

2. Démontrer que f est linéaire.



2 Dérivées partielles

Exercice 9. Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables, et calculer leur
matrice jacobienne.

1. f: (z,y) — (12(2®—y?),sin(x) sin(y)) 2. g: (z,y) = (1222 4+ y,In(1 + 2?))
Exercice 10. Montrer que la fonction ®: ]0, +00[x]0, 2r[— R définie par
D(r,8) = (rcos(h), rsin(h))
est différentiable et calculer sa matrice jacobienne.
Exercice 11. Soit f : R? — R la fonction définie par

V(z,y) € R?, f(z,y) = {x2+yz s (z,y) # (0,0)
0 S11O11.

1. Montrer que la fonction est C* sur R? \ {0}.
2. Montrer que f est continue en (0, 0).
3. Montrer que ses deux dérivées partielles existent en tout point.
4. Montrer qu’elle n’est pas différentiable en 0.
Exercice 12. Soit f : R? — R la fonction définie par

- s (x, 0,0
Viay) € R, flayy) = v 2 (00 200

0 sinon
1. Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R? et les calculer.
2. Montrer que f n’est pas continue en 0.

Exercice 13. Etudier les droites tangentes associées & la fonction (z,y) — zy. Que se
passe-t-il pour I'ensemble de niveau avec a = (0,0) ?

Exercice 14. Soit f: R? — R une fonction différentiable. On considére ¢ € R et on pose
M= {z cR?*| f(z) = ¢}
On consideére une fonction dérivable v : R — R2.
1. Calculer la dérivée de f o~.

2. Si v est a valeurs dans M, que dire des vecteurs V. ) f et 7'(t) 7 Représenter cette
propriété sur un dessin.

Exercice 15. Soit f : R — R une fonction de classe C2. Montrer que la fonction

gty [P say
’ fl@)  sie=y

est de classe C! et calculer sa différentielle en tout point.
Exercice 16 (Quelques EDP).

1. Résoudre les équations

0ef =0; 0,f =0

d’inconnue une fonction différentiable f: R? — R.



2. Résoudre les équations

O.f=0b, Oyf=a

d’inconnue une fonction différentiable f: R? — R et olt a: (z,y) € R? — a(x) et
b: (z,y) € R? = b(y) sont des fonctions ne dépendant que d'une variable avec a et
b dérivables.

3. Calculer les dérivées partielles de la fonction g¢: (u,v) — f(au + bv,cu + dv) ou
f: R?2 — R est une fonction différentiable et a, b, c,d € R.

4. En déduire les solutions de I’équation (dite de transport)

Ouf +corf=0
Vz € Ra f(ovx) = Uo(fE)

ot I'inconnue f : RxR>¢ — R et la condition initiale ug : R — R sont des fonctions
différentiables et ¢ € R.

Exercice 17. Soit a € N\ {0}. On appelle fonction homogene de degré o une fonction
f: R? = R telle que
Vt € R,Va € R?, f(tz) = t* f(x)

1. Donner des exemples (pas uniquement polynomiaux) de fonctions homogenes de
degré 3.

2. Soit f une fonction différentiable sur R? \ {0}. Montrer que f est homogene de
degré « si, et seulement si,

V(z,y) € R*\ {0}, 20, f (z,y) + 4y, f(z,y) = af (z,y).

3 Inégalité des accroissements finis

Exercice 18. Soient f,g: I = [a,b] C R — R deux fonctions continues telles que
f(a) = g(a). Montrer que

A={cel|Vzelad, f(z) <g(z)}
est un intervalle fermé (inclus dans I). Plus précisément, montrer que A = [a, sup A].

Exercice 19. Soit g: {(x,y) € R? | zy # 1} — R définie par :

V(z,y) € {(z,y) € R* | 2y # 1}, g(x,y) = arctan(z) + arctan(y) — arctan (fjjmyy) .

1. Montrer que g est de classe C?.
2. Calculer sa différentielle.

3. Montrer que Ut == {(z,y) € R? |z > 0,2y > 1}, U~ == {(2,y) € R? | © < 0,2y > 1},
[0, +00[X] — 00, 0] et | — 00, 0] x [0, +oo[ sont convexes.
Indication : U est conveze siVx,y € UVt € [0,1],tz + (1 —t)y € U.

4. Représenter les différents ensembles de la question précédente.

5. Montrer que deux points de A = {(z,y) € R? | 2y < 1,2 > 0,y > 0} et
B :={(z,y) € R? | 2y < 1,2 < 0,y < 0} peuvent étre reliés par un chemin différentiable.

6. Conclure.



Exercice 20. Le but de cet exercice est de montrer que le systeme d’équations

{x = Lsin(z +y)
y=Leos(z — y)

W= w

admet au plus une solution.
Soit f: R? — R? la fonction définie par :

W(w9) € B2, f(2,9) = (5 sinte + ), 3 costa—)

1. Montrer que f est de classe C!.

2. Montrer que, pour tout (z,y) € R? et tout (h, k) € R?,

1
ld .y f (s )15 < IR, B3
et donner les cas d’égalité.

3. En déduire que

V(x,y), (:E/v y/) € R27 ||f(17,y) - f(:v',y')H < ;H(z,y) - (:E/’ y/)H'

4. Conclure.

Exercice 21. (*) Soit n > 1. Un nombre réel est dit algébrique de degré au plus n s’il
est racine d’un polynome a coefficients entiers de degré n. Il est dit transcendant dans le
cas contraire.

1. Déterminer tous les nombres algébriques de degré au plus 1.
2. Montrer que

(a) /2 est algébrique de degré au plus 2. Est-il de degré au plus 1 ?
(b) V2 + /3 est algébriques de degré au plus 4

3. Montrer que e est un nombre transcendant.

4. Soit x un nombre irrationnel algébrique de degré au plus n. Montrer qu’il existe
une constante C' > 0 telle que, pour tout p € Z et ¢ € N\ {0},

T — p‘ > 9

q qr

Indication : on pourra utiliser linégalité des accroissements finis a une fonction
bien choisie.

5. En déduire que le n()mbre de LiOuVille
Z
n!
2

est un nombre transcendant (évidemment apres avoir vérifié que cette expression a
un sens).

Indication : Si xj est la keme somme partielle, on pourra montrer que

1 k
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