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Séries
Feuille 5 : Séries entieres
Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
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Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes puis calculer les sommes dans leur intervalle
(ouvert) de convergence.
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Exercice 3. Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes puis calculer les sommes dans leur intervalle
(ouvert) de convergence.
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Exercice 4. Soit (F},) la suite de Fibonacci, c’est-a-dire Fp =0, F; = 1 et pour tout n € N, F,.0 = F,11 + F,.
Le but de cet exercice est de retrouver la formule pour F,, grace aux séries entieres. Pour cela, on va considérer
la série entiere Y F,z™.

1. Montrer que : ¥n € N, F}, < 271

2. En déduire que le rayon de convergence de > F,,z™ est supérieur a %

3. Pour z € ]—l
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et en déduire que Z Fpa™
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Indication : On pourra utiliser le fait que Fy = 0 et faire un changement d’indice dans la somme Zzozo Fpqant!
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4. Soit o € R*. Montrer que
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5. En déduire que Vn € N, F,, = + ((H\/g)n — (1_7‘/5)”)
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Indication : On pourra faire une décomposition en éléments simples.



Exercice 5. Soient n,p € N\ {0}. Le but de cet exercice est de trouver une formule pour le nombre de solutions
dans N de Déquation Y 7_, xz; = n grace aux séries entiéres.
Notons E, ,, Pensemble des solutions (z1,...,x,) dans N de 'équation Y ©_ x; =noun € N.

1. Calculer E, ,, et Es, pour n € N.

2. Montrer que pour tout n € Nyn > 2 et p € N\ {0},
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et en déduire que

P
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3. En déduire que pour tout n € N\ {0,1},
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puis que le rayon de convergence de la série ) E, ,x™ est 1 et

n 1
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4. Soit f:z €] —1,1[— ﬁ € R. Montrer que
Vp € N\ {0},V 1,1[, _
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5. Montrer que pour tout n,p € N\ {0}

card(Ep,,) = <n ;f; 1).
Exercice 6. Le but de cet exercice est de montrer que les fonctions cos et sin sont développables en série entiére.
1. Calculer cos(™(0) et sin™(0) pour 0 < n < 4.
2. Donner une formule fermée pour cos™ (0) et sin™ (0) pour n € N.
3. En déduire que pour tout x € R,
= (=1)a L (—1)nantt
cos(z) = nZ:% ((2)71)!, sin(z) = 7; ((27)1+1)'

4. En déduire que pour tout x € R et tous a,b € R,

cos((a + b)x) = cos(ax) cos(bx) — sin(ax) sin(bzx)

et
sin((a 4+ b)z) = cos(azx) sin(bx) + sin(ax) cos(bzx).
Exercice 7. Soit a > 0 et f : [—a,a] — R une fonction de classe C* telle qu’il existe C, A > 0 vérifiant, pour
tout n € N,

70 < C - " -
(on a noté ||gllec = Sup,e(_q,q) [9(x)]). Démontrer que f est développable en série entiere en 0.

Exercice 8. Montrer que la fonction arctan est développable en série entiére sur | —1,1].

Indication : On pourra utiliser la fonction x — ﬁ



