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Introduction

Dans ce mémoire, nous allons étudier 'article [I1] de B.Sévennec qui donne une
interprétation géométrique d’une construction faite par G.Darboux dans [2].
Soient S une surface, f : § — R3 une immersion.

On s’intéressera aux déformations isométriques infinitésimales de f qui sont les
applications g : S — R? telles que la premiere forme fondamentale induite par
fe = [ + &g est la méme que celle induite par f a ’ordre 1 i.e.

Wp € S.ldpfel? = |dy fI2 + ofe)
Autrement dit, ce sont les applications g : S — R3 telle que :
Vp € S,Vu € TS, dp f(u) - dpg(u) =0 (1)

La donnée d’'un tel couple (f,g) permet de définir une troisitme application
h:S — R? (car f est une immersion) telle que :

Vp € S,Vu € TS, dpg(w) = h(p) x dpf(u)

On obtient alors ce que 'on appelle un triplet de Darboux (f, g, h).
A partir d’un tel triplet, on peut en construire deux autres de la fagon suivante :
En premier lieu, si on pose g =g — h X f,

dj = f x dh

(en sous-entendant les arguments) et donc (h,g, f) est un triplet de Darboux.
Ensuite, si on suppose que g est aussi une immersion alors il existe une appli-
cation h* telle que

df = h* x dg

ou, autrement dit, (g, f, h*) est un triplet de Darboux.

On a donc défini deux applications sur les triplets de Darboux (qui vérifie des
conditions que 'on détaillera plus tard) deux opérations A : (f, g,h) — (h,g, f)
et D:(f,g,h) — (g, f,h*). Le but de ce mémoire est de détailler action de ses
deux applications et en particulier, de démontrer que

Théoréme 0.0.1 (Darboux). (Do A)® = Id

et ainsi montrer que le groupe engendré par A et D est le groupe diédral & 12
éléments.

Nous allons commencer dans la section [I| par détailler les constructions de I’in-
troduction. Dans la partie [2| puis dans partie [3| nous allons montrer que R®
muni de la métrique dx - dy se compactifie dans la quadrique ) de signature
(4,4) de RP7 de facon conforme et ainsi, comme la condition [1| ne dépend que
de la structure (pseudo-)conforme de la métrique dz - dy, alors les couples (f, g)
deviennent une application ¢ = [f : 1 : g : —f -g] : S = Q totalement iso-
trope dont le plan projectif tangent P(¢(p) ®Im(dyy)) (ou v = (f,1,9,—f-9))



est totalement isotrope. Comme ce plan projectif est inclus dans exactement
deux (projectivisés de) sous-espaces totalement isotropes maximaux, on peut
définir deux applications ¢, qui associe a p un de ses deux sous-espaces, que
I’on explicitera. Ces applications sont bien définies car on peut séparer les sous-
espaces totalement isotropes maximaux en deux sous-ensembles, ceux qui sont
les graphes des applications de SO(4) que 'on notera Q4 et celle de O~ (4) que
I’on notera @_.

Dans la partie |4} nous allons introduire sur R* @ R* une structure d’algebre
qui rend la forme quadratique ¢ : (u,v) — wu - v multiplicative, 'algebre des
octonions déployés. Cela nous permettra de montrer que 'on peut définir sur
Q, Q4 et Q_ une structure d’incidence trés symétrique. Cette symétrie nous
permettra, dans la partie [5| de montrer que les applications ¢, 4 et ¢ jouent
des roles identiques (trialité différentielle) et ce qui nous permettra de montrer
le théoreme de Darboux. On finira par donner une interprétation géométrique
des cas de dégénérescence i.e. les cas ol les applications ¢4 ou ¢_ sont de rang
< 2.

Convention et notations

Dans tout ce mémoire, les variétés et les applications seront supposés de classe
C™.

Pour un espace vectoriel E, on notera P(F) son projectivisé et si E = R**! on
le notera RP"™ (voir ’appendice [A| pour les définitions)
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1 Etude des triplets de Darboux

Dans cette section, nous allons donner les détails des définitions des ”triplets de
Darboux” et des applications A et D. Pour commencer, nous allons démontrer
une généralisation de 1’égalité de l'introduction :

Proposition 1.0.1. Soit E un espace de dimension 2 et L : E — R3 une
application linéaire injective. Soit Ly : E — R3 une application linéaire telle
que

Vu € E, Ly(u) - La(u) =0

Alors il existe un unique h € R3 tel que :
Ly=hx L (2)

Démonstration. Soit B = (w1 = L1 (v1), w2 = L1(v2)) une base orthonormée de
Im(L1) (qui est de dimension 2 par le théoreme du rang). Posons uq = Lo(v1)
et Uy = LQ(’UQ).
Trouver un h vérifiant est équivalent a trouver un h vérifiant les égalités
Uy = h x w1
Ug = h x wo
En utilisant la premiere équation, on voit qu'un h vérifiant est de la forme
w1 X up + Adwg, A € R et grace a la deuxieme, h est de la forme ws X us + pws,
{1 € R. En effet, en utilisant la formule du double produit vectoriel[l] on a :

(U}l X ul) X wp = (w1 . wl)ul — (w1 . ul)ul = U1
=1 =0

Si h est de ses deux formes, alors en faisant le produit scalaire avec wy, on ob-
tient que A = (wy, wsg, ug) ou (+,-,-) est le produit triple.
Réciproquement,

(w1 X ug + Awy) X wy = wy - We Uy — Up - Wo W1 + Awy X wa.
On remarque ensuite, en développant Ly (v1 + v2) - Lo(v1 + v2) que :
0= Ll(vg) . LQ(’Ul) -+ Ll(’Ul) . LQ(’UQ)
C’est-a-dire,
(w1 XU1+>\’IU1) X Wo = W1 + W2 U1 + W1 * U w1+)\w1 X Wo = U2

grace & la décomposition de us dans la base wi, ws, w1 X wy (qui est ortho-
normée). Les mémes calculs nous montre que p = (w1, uy,ws) convient.

1. Vu,v,w € R3, (u x v) x w = (u-w)v — (v-w)u



En particulier, si f : § — R? est une immersion et ¢ : S — R? une application
telle que df - dg = 0 alors il existe une application lisse b : S — R3 telle que :

Vp € S,dpg = h(p) x dpf (3)

Définition 1.0.2. On appelera triplet de Darboux un triplet (f, g, h) d’appli-
cations lisses S — R? vérifiant I'identité (3)

Maintenant, on va construire de nouveaux triplets de Darboux a partir d’un
triplet (f, g, h) donné :

Si g est aussi une immersion, grace a la symétrie de la formule df - dg = 0 alors
il existe une application lisse A* : § — R? telle que df = h* x dg. On notera
D(f,g,h) le triplet (g, f,h*) qui est de Darboux.

Une autre facon de construire un triplet de Darboux est de poser, comme Dar-
boux lui-méme, g := g — h x f alors on a

dg=dg—dhx f—hxdf =f xdh

et donc (g, h, f) est un triplet de Darboux que l'on notera A(f, g, h).
Examinons maintenant ’application h* :

Tout d’abord, montrons le

Lemme 1.0.3. Soit (f, g, h) un triplet de Darbouz. Alors O1h X dof = Ooah X 01 f
(dans des coordonnées locales de S).

Démonstration. En différentiant la 1-forme dg = h x df = (h x 01 f)dx + (h X
a2 f)dy, on obtient :

0= (81(h X 81f)dx + 82(h X 81f)dy)dm + (81(h X 82f)dx + 82(h X 82f)dy)dy

En examinant la partie en dx A dy et en utilisant le lemme de Schwarz, on en
déduit le résultat. O

On peut décomposer 0;h, ¢ = 1,2,dans la base 01 f,02f, v (ol vy engendre
Im(df)*) :

Oih = ;01 f + BiO2 f + yivy.
En prenant le produit scalaire par 01 f x 0z f des deux cotés puis en utilisant le
lemme précédent (et le produit triple), on obtient que v; = 0,4 = 1, 2 ¢’est-a-dire
O;h € Im(df). De ce fait, Im(dh) C Im(df).
Maintenant,grace & la formule du double produit vectoriel, on obtient

df =h* xdg="h"* x (hxdf)=(h*-df)h— (h* - h)df
Et donc, en prenant le produit vectoriel par h a gauche, on obtient que :
dg =h xdf =—(h*-h)dg

D’ou, h* - h = —1 et en réinjectant dans I’équalité précédente, h* - df = 0 et en
particulier h* - dh = 0. Autrement dit, le plan affine tangent & h(S) en h(p) est
le plan d’équation h*(p) - + 1 = 0. Par conséquent, h*(p) n’est pas défini si ce
plan tangent contient 0. Réciproquement,



Définition et proposition 1.0.4. Soit (f, g, h) un triplet de Darboux tel que
h soit une immersion dont les plans affines tangents évitent I'origine. On définit
h*(p) comme la normale du plan tangent de h(S) en p normalisé pour que
I’équation du plan affine tangent en p soit h*(p) -« + 1 = 0. Alors (g, f, h*) est
un triplet de Darboux

Démonstration. Par définition de h*, on a : h*-h = —1 et h* -dh = 0.

De la méme fagon que précédemment, on décompose 0; f dans la base 01 h, 02k, vy,
(h est une immersion) et en faisant le produit scalaire par d1h x dxh que la par-
tie en vy, est nulle. On en déduit que I'm(df) C Im(dh) et donc en particulier
df - h* = 0. En utilisant la formule du produit vectoriel, on obtient :

W x dg = h* x (h x df) = (h* - df)h — (h* - h)df = df
O

On notera le triplet (g, f,h*) par D(f,g,h). Grace a notre discussion autour
de h*, on remarque que nos deux définitions de D sont compatibles lorsqu’elles
s’appliquent simultanément.



2 Structure pseudo-conforme d’une variété

2.1 Hessienne

Définition 2.1.1. Soit M une variété différentielle.
Un champ de vecteurs sur M est une application X : U C M — T M telle que
Ve e U, X(x) € T, M.

Définition 2.1.2. On associe a un champ de vecteur X sur M la dérivation
Lx : feC¥(M) = (x (X f)(z) = dof(X(x))) € C>(M).

Définition 2.1.3. On appelle crochet de deux champs de vecteurs X et Y le
champ de vecteur [X,Y] associé & Lx o Ly — Ly o Lx.

Théoréme et définition 2.1.4. Soit f : M — R une application lisse. Soit
a € M tel que d,f = 0. Soient u,v € Ty M et X et Y deux champs de vecteurs
tels que X (a) = u et Y(a) = v.
Posons H, f(u,v) := (X - df(Y)) (a). Cette valeur ne dépend pas des champs de
vecteurs X et Y choisis et Papplication H, f : (u,v) — Hgf(u,v) est une forme
bilinéaire symétrique de T, M.

Démonstration. Montrons, tout d’abord, que

(X -df(Y)) (a) = (Y - df (X)) (a) (4)

(X -df(Y) =Y -df(X))(a) = (LxoLy—LyolLx)(f)(a)
= =[XY] f(a) = da f([X,Y](a)) =0

Le terme & gauche de (4]), comme fonction de X, ne dépend que de X (a) = u
et de méme, le terme & droite de (4)),comme fonction de Y, ne dépend que de
Y (a) = v. On en déduit que H, f (u, v) ne dépend ni de X ni de Y mais seulement
de u et v.

Avec , on voit que H, f est symétrique. La bilinéarité est immédiate. O

L’application H, f est appelé hessienne de f en a.

2.2 Structure pseudo-conforme projective sur une variété

Soient M une hypersurface de RP™, p € M et une équation locale f =0 de M
au voisinage de p (f est une submersion en p i.e. dpf # 0).

En calculant dans les cartes de RP™, on peut voir que T),M coincide avec T}, H
ou H est I'hyperplan projectif donné par Ker(d, f).

Comme dy, fijg = (dpf)|r,z = 0 alors p est un point critique de f et donc on
peut définir une hessienne sur T, H x T,H = T, M x T, M. On définit [, comme
I’application faisant commuter le diagramme suivant :



—Hyf
T,M x T,M —*

\Tf

N, M :=T,RP"/T,M
ol dpif est I'isomorphisme induit par d, f.

Autrement dit, I, = —?_1 oH,f.
Si on change 'équation locale de M en p en g = 0 alors Ker(d, f) = Ker(d,g)

(car f et g correspondent au méme hyperplan projectif H) et dpg = j:?%i; dpf
ou dpf(xz) # 0 ie. dpf et dpg ne different que d'un facteur multiplicatif. On
en déduit que la hessienne change du méme coefficient (c.f. la formule de la
hessienne dans . I, ne dépend donc pas de 1’équation locale choisie. On
I’appelle deuxieme forme fondamentale de S au point p.

On peut maintenant définir la structure pseudo-conforme projective de M en p
comme l’ensemble des applications bilinéaires I, o ¢, ot ¢ : N,M — R est un
isomorphisme (linéaire).

Exemple 2.2.1. On va étudier 'exemple de Uhypersurface M = {(z,t) €
R" x Rt = ¢(x)} € R*™™ C RP" olt ¢ est une forme quadratique non
dégénérée de R™ :

Soit f : (z,t) — t — q(z). L’équation f = 0 est une équation globale de M.
La hessienne de f en tout point est —2b ou b est la forme bilinéaire associée
a f. On peut identifier M avec R™ gréace a la projection (z,t) — z puis N,M
avec {Orn} x R. Avec cette identification, I, = (0,2b) en tout point p de M. La
structure pseudo-conforme projective de M en tout point est {(0,2\b)|\ € R*}.

2.3 Compactification

On peut compactifier M en ajoutant ses points a infini. On obtient alors la
quadrique projective (lisse) Q = {[s : = : t] | q(x) — st = 0} € RP™*! (par
construction, @ = {[1:z :t] | ¢g(z) =t} U{[0:z:1] | g(z) =0} =M U{[0:z:
1] | g(z) = 0}). Cette compactification est conforme dans le sens ol il existe un
isomorphisme ¢ tel que le diagramme suivant commute :

dpixdpi

ToM x T,M ——— Ti;)Q x Typ) @

| 7|

N M ———— Ny(,)Q
ol i: M < @ est 'inclusion et M I? sont les deuxiemes formes fondamentales
de M, Q. Ici, ¢ est 'inclusion.
En résumé, on peut compactifier R” @ R® muni de la forme quadratique (u,v) €
R” xR® + |u|?—|v|? en une quadrique projective lisse, dont la forme quadratique

est de signature (r+1,s+1), dans RP""**! en conservant la structure pseudo-
conforme projective.



Exemple 2.3.1. Supposons que g soit la forme quadratique de signature (n,0)
Le. q(x1,. .. xn) = D0 Th.

On peut identifier R” & un sous-ensemble de Q@ = {[s : = : t] | ¢(z) = st} C
RP™"! (on notera N la forme quadratique définie par N(s,z,t) = q(x) — st).
Montrons que ’on peut identifier Q & la sphere unité de R™*1.

Soient H = {(s,x,t) € R x R" x R|s + ¢t = 0} un hyperplan de R"*2 et B =
{e0 — €nt1,€2,-.,€n, €0+ eni1} une base de R"2 ot (eq,...,en11) est la base
canonique de R"*2. Ainsi, dans cette base, H = {(yo,---,Yn+1)8|Yn+1 = 0} et
donc, RP" Y\ H = {[yo : ... : Yns1lB | Ynt1 # 0}. On a une identification
naturelle de RP" ™1\ H avec R™*! grace & I'isomorphisme ¢ : [yo : ... : Yni1] —
(Wo/Yn+1, -y Yn/Ynt1)-

Siy=yoleo — ent1) + Dr g Yi€i + Ynt1(€o — €nt1) € Q alors

n+1
0=N) =qWi,-Yn) — W0+ Yn+1) o — Yns1) = 3 _ 7 —v2 1,
1=0

La réciproque est évidemment vraie.

Comme @ est inclus dans RP™"™! \ H (car dans le cas contraire, on aurait des
points (s,z,t) # 0 tels que g(z) = —s? < 0)et grace a notre identification de
RP™ 1\ H avec R"™! on obtient que @ s’identifie avec la spheére unité. La
réciproque de I'isomorphisme ¢ est définie de la fagon suivante : =1 (z,s) = [s:
z : 1]z (dans la base B) et donc ¢~ Hwz,s) = [s+1:x:5—1] =[5 a2 : 1]
Ainsi, la projection 7 : [s : x : 1] € Q \ {p} — = € R™ s’identifie, grace a
l'isomorphisme ¢, a la projection stéréographique de S™\ N sur R




3 Géométrie : Etude de ¢

3.1 Géométrie de ()

On note R** I'espace R* @ R* muni de la forme quadratique de signature (4, 4)
définie par ¢(z,y) = |z|? — |y|®. La quadrique Q C RP7, définie dans la section
est la variété des droites isotropes de R*%.

Nous allons, tout d’abord, étudier la variété M des sous-espaces totalement
isotropes maximaux de R** puis la structure d’incidence que cette variété a
avec Q.

Théoréme 3.1.1. Soit F C R* @ R* un sous-espace vectoriel totalement iso-
trope de dimension k < 4. Alors F' est le graphe d’une application orthogonale
F = R* ot F est un sous-espace vectoriel de R* de dimension k.
Réciproquement, tout graphe d’une application orthogonale est totalement iso-
trope.

Démonstration. Soient z @y, x &y’ € F Alors leur différence 0 & (y — ¢/') est
dans F. Par conséquent, |y — y’| =0 et donc y = y/'.

On peut donc définir une application f : F C R - R* définie de la facon
suivante :

Siz @y € F alors f(z) :=y.

On peut, de plus, remarquer que F' est un espace vectoriel et que f est une
application linéaire orthogonale (car |z| = |f(z)|, par orthogonalité de F') injec-
tive et dont le graphe est F' (par construction). Par conséquent, k = dim(F') =
rg(f) = dim(F). )
Réciproquement, si @ est une application orthogonale, Vo € E, q(z,Q(z)) =
lz| = |Q(x)[ =0 0

En particulier, les sous-espaces vectoriels totalement isotropes maximaux sont
les graphes des éléments de O(4). Ainsi, la variété M a deux composantes
connexes : le projectivisé des graphes des applications de SO(4) et le projec-
tivisé des graphes des applications de O~ (4) que 'on peut identifier avec les
composantes composantes connexes de O(4).

Théoréme 3.1.2. SO(4) ~ S3 x S3/{£(1,1)} (en tant que groupes de Lie)

Démonstration. Soit ¢ : (u,v) € S* x 83— (2 — uzv™! = urv) € GL(H) ol
on a identifié R* et H.

 est clairement un morphisme de groupes de classe C* (et bien & valeurs dans
GL(H) car o(u,v) est bijective d’inverse p(u~1,v~1)) Déterminons maintenant
son noyau et son image.

Noyau de ¢ :

Soit (u,v) € Ker(p). Alors, pour tout = € H,

uzv T =z (5)
En particulier, en prenant x = 1, on a u = v. Maintenant, nous dit que u

est dans le centre de H qui est R. Comme u € 52, on déduit que v = +1.
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Réciproquement, £(1,1) € Ker(yp).
On a donc : Ker(y) = {£(1,1)}.
Image de ¢ :

Soient (u,v) € S x S% et x € H.

_1|: —1|:

lp(u, v)(2)] = |uzv |ullzlv |z

Ce qui montre que ¢(u,v) € O(4) et donc Im(p) C O(4).
On peut affiner cela en disant que, comme S® x S® est connexe, Id € Im(yp)
et ¢ est continu alors Im(y) est inclus dans la composante connexe de O(4)
contenant Id i.e. SO(4). On peut donc considérer que I'ensemble d’arrivée de ¢
est SO(4).
Montrons maintenant que ¢ est un difféomorphisme local. Pour cela, il suffit
de le montrer en (1,1) (les translations sont des difféomorphismes) et grace au
théoreme d’inversion locale, il suffit de montrer que d,1y¢ : T1,1)S° x S* —
$0(4) est un isomorphisme.
 étant bilinéaire, on sait que, pour tout (4,¢) € T(171)S3 xS ={r+y+tz+t=
0,2" +9y + 2+t =0}, Vo € H,du 1)p(0,¢)(x) = dx + aE.
Soit (0,¢) € Ker(d(y,1yp). Alors Vo € H, dz = —a€.
En particulier, pour z = 1, on obtient § = —&. On a donc Vz € H, dz = x6 i.e.
0 € R. Comme, de plus, 6 € {x +y+ z+t =0} alors § = 0. Cela montre que
Ker(d(1,1y¢) = {0} et comme dim(7},;5? x 5%) = dim(so0(4)) = 6 alors d(;,1)¢
est un isomorphisme.
Tout cela nous permet de dire que Im(p) est un ouvert de SO(4).
S3 x §3 est compact donc Im(p) = p(S? x S3) est compact et est donc fermé.
Par connexité de SO(4), Im(p) = SO(4).
Le premier théoreme d’isomorphisme nous permet de conclure que ces deux
groupes sont isomorphes.
La continuité de D'application quotient @ vient de la définition de topologie
quotient et montrons la continuité de sa réciproque.
Soit U un ouvert de S3 x S3/{#£(1,1)}. On veut montrer que B(U) est un ouvert
de SO(4).
Par surjectivité de 7, p(U) = p(mor~1(U)) et donec p(U) = (7~ 1(U)). Comme
¢ est un difféomorphisme local et que 7=1(U) est un ouvert (par définition de
la topoogie quotient) alors ¢(U) est un ouvert.

O

Grace a I'identification S3 x §3/{%(1,1)} avec la quadrique projective Q = {[u :
v] € RP7||u| = |v|} (qui se fait en remarquant que Q > [u : v] = [I%I’ ﬁ—d) et
au résultat précédent alors SO(4) s’identifie & @ (comme variété différentiable).
Comme, de plus, O~ (4) s’identifie aussi & SO(4) (on prend un matrice v de
O~ (4) et on a SO(4) = vO~(4)) alors @ contient deux familles Q et Q_, qui
sont, respectivement la famille des projectivisés des graphes des applications de
SO(4) et ceux de O~ (4) qui sont elles-mémes deux copies de ). On peut ainsi
définir une structure d’incidence entre @, Q4 et Q_. Rappelons tout d’abord ce
qu’est une structure d’incidence :
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Définition 3.1.3. Une structure d’incidence est un triplet (P, D,Z) ou
— P est un ensemble non vide. Ses éléments sont appelés points.
— D est un ensemble (éventuellement vide) distinct de P. Ses éléments sont
appelés droites.
— 7 est un sous-ensemble de P x D tel que, pour tout D € D, il existe au
moins deux éléments x € D tels que (z,D) € Z. T est appelé relation
d’incidence.

Par exemple, comme le suggere la terminologie, si on considere P = R? et D
I’ensemble des droites de R? alors ’appartenance définit une relation d’incidence.

Dans le cas de @, Q4+ et @Q_, on dira qu’un élément & € @ est incident
a un sous-espace totalement isotrope maximal Fy de Q4 si x € F4.Ici, on
aP = Q et D = Qi Clest bien une relation d’incidence |Q4+|,|Q—-| > 2
et il existe au moins deux sous-espaces totalement isotropes maximaux qui
contiennent x (on compléte {x} en une base de quatre vecteurs isotropes). Un
élément F' de @4 est incident & un élément de G de @_ (et réciproquement)
si leur intersection est maximale i.e. est un plan projectif. On a bien une re-
lation d’incidence pour P = Q4 et D = @Q_ (et réciproquement) car si F' =
Vect((x4, f(x:)),7 = 1..4) € Q4 alors G = Vect((x1, —f(x1)), (zi, f(x;)),i =
2.4) et G' = Vect((xa,—f(x2)), (x4, f(x:)),i = 1,3,4) sont dans Q_ et sont
d’intersection maximale avec F).

Réciproquement,

Proposition 3.1.4. Soit V un sous-espace totalement isotrope de dimension 3
de R* @ R*. Il existe exactement deux sous-espaces totalement isotropes maxi-
maux contenant V.

Démonstration. Soient f : E — R‘i I’application orthogonale dont le graphe est
V et B une base orthonormée de F.

Il existe deux, et seulement deux, vecteurs complétant B en une base ortho-
normée de R*. En effet, E+ est de dimension 1 et donc a deux générateurs
unitaires opposés. f a deux prolongements en une application orthogonale de
O(4), un dans SO(4) et un dans O~ (4). O

3.2 Les applications ¢, associées a un triplet de Darboux

Soit S une surface et f : S — R? une immersion. Une déformation infinitésimale
de f est un champ de vecteurs g : S — TR? = R® le long de f i.e. de la
forme (f,g) que l'on identifiera avec I’application g : S — R3. Une déformation
infinitésimale est dite isométrique si la premiere forme fondamentale induite par
ft = [ +tg (i.e. les formes quadratiques ¢; : u € TS + |d, f:(u)|?) est égale &
Pordre 1 & celle induite par f ou autrement dit, ¢; = qo + o(t).

Proposition 3.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. g est une déformation infinitésimale isométrique de f
2. 4 0)=0
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8. df -dg=0

Démonstration. On obtient 1 < 2 grace au développement limitée de ¢; en 0 et
2 & 3 grace a Dégalité df; = df + 2tdf - dg + t2|dg|>. O

Un exemple de déformation infinitésimale isométriqueﬂ est une application de
la forme g : t + a x f(t) +b ot a,b € R3.

Soit g une déformation infinitésimale isométrique de f.

Considérons maintenant 'application ¢ = (f,g) qui va de S dans R® @ R?
que Pon munira de la forme quadratique ¢ : (u,v) — u - v. Ainsi comme g
est une déformation infinitésimale isométrique, I'image de d,@ = (d, f, dpg) est
totalement isotrope en tout point p de S. On dira que ¢ est totalement isotrope
pour q.

La totale isotropie de ¢ ne dépendant que de la forme ¢, on peut, comme dans
la section [2| compactifier R? @ R? en la quadriqueﬂ de signature (4,4) de RP7
des zéros de la forme q(z, s,y,t) =z -y + st :

Q={lz:5:y:1] e PR*xRxR>xR)|z-y+st=0} C RP”

et considérer ¢ comme une immersion de S dans ) donnée par : p =[f:1:g¢:
—f - g] (car on peut identifier R® ® R avec {[z:1:y: —x-y]|lr,y € R3}).
Ainsi, g est une déformation infinitésimale isométrique de f si, et seulement si,
le plan projectif tangent & ¢(S) en ¢(p), i.e. o = P(p(p) & Im(d,)) est
totalement isotrope (ott ¢ = (f,1,9,—f - g) : S — R®).

En effet, dyyp = (dpf,0,dpg, —dp(f - g)) est de norme nulle si, et seulement
dpf - dpg =0 et de méme pour ¥(p) +dptp = (f(p) +dpf,1,9(p) +dpg, —f(p=
-9(p) — dp(f - 9). En effet,

(f(p) +dpf)-glp) +dpg = f(®)-9()+ f(p)-dpg+g(p) -dpf +dpf-dyg
= f-g+dp(f-g)+dpf-dpg

Dans ce cas, Vp, := ¢(p) & Im(dp) est contenu dans exactement deux sous-
espace totalement isotropes maximaux, un qui est le graphe d’une application de
SO(4) et un qui est le graphe d'une application de O~ (4) (c.f. proposition [3.1.4)
. Ainsi, 7,¢ est contenu dans exactement deux espaces projectifs de dimension
3, un dans @4 et 'autre dans @_. Ainsi, on peut définir deux applications
@+ : 8 — @+ qui associe a p I'élément de )+ contenant 7,¢.

Pour alléger les notations, on notera (a,b)y l'ensemble {[z : s : y : t] | y =
axx+bs,t =—b-x} qui est le graphe de 'application (x, s) — (a X z+bs, —b-x)
de Q4 et (a,b)_ le "graphe tordu” {[x: s:y:t]|y=axz+bt,s = —b-x} de
(- qui sont des ensembles qui sont clairement dans les ensembles Q4 et Q_

Théoréme 3.2.2. Les ensembles {(a,b);|a,b € R3} et {(a,b)_|a,b € R3} sont
des ouverts affines (denses)lﬂ de respectivement, Q4 et Q_.

2. On étudie dans ’appendice |B|le cas ou ce sont les seuls
3. Elles sont toutes isomorphes
4. pour la topologie de Zariski, par le plongement de Pliicker, c.f. l’appendice
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3.2.1 Calcul de ¢

Soient f : S — R? une immersion, g une déformation infinitésimale isométrique
de f, o =(f:1:g:—f-g) Iimmersion totalement isotrope associée et h
I’application vérifiant dg = h x df.

Vpl est I’ensemble des vecteurs orthogonaux & ¢ (p) et a dyip(u) pour u € 1,5
pour la forme bilinéaire associée a g qui est donnée par

B((x,s,y,t), (@, s,y ,t) =2 -y +2" - y+s-t'+5 -t
Comme

dpw = (dpfvoa dpg, _dp<f : g)) = (dpfa 0, h(p) X dpf’ dpf(u) ’ (g(p> - f(p) X h<p)))
= (dpf,0,h(p) X dpf,dpf - g(p))

on en déduit que les équations de VpJ- en (z,s,y,t) sont :

0=xz-g(p)+ f(p)-y—sfp) -glp) +t=(x—sf(p) g(p) + flp) y+t
0==a-(h(p) xdpf)+df -y—sdf -g=(~hxax+y—sg)-dpf

ou encore, en considérant un élément vy de I'm(d,f)?*,

t=—(z—sf(p) g — flp) vy
y=sg+ My +hxzx

et donc
t=—g-x— Mg f
y=sg+vy+hxz

pour tout A € R,z € R3¢t € R. Ainsi, un élément (z,s,y,t) de ij_ vérifie
q(x,s,y,t) = Avg-(x—sf). On en déduit que pour obtenir les deux sous-espaces
totalement isotropes maximaux contenant Vj,, il faut ajouter des équations
supplémentaires permettant d’annuler \vy - (x — sf) car V,, C VPJ‘. On obtient
donc deux ensembles :

t=—-g-x
Vp+ y=sg+hxx
(A=0)
et
t=-g-x

V, y=sg+ vy +hxax
0=uvs-(x—sf)

On remarque que Vp+ = (h,g)+. Etudions maintenant V.
Dans la suite, on s’intéressera essentiellement au cas ol vy - f ne s’annule pas
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en p. Dans le cas contraire, V,~ est donné par :

t=—g-x—Af vy
Vo Sy=sg+dvy+hxa

p

O=wvy-x
Supposons maintenant que v¢- f ne s’annule pas en p. On peut donc considérer le
vecteur f*(p) = u;i;{p) (qui ne dépend pas du vecteur vy choisi!). Les équations

de vV, deviennent :

t=—g-x—\f-vy
Vo Sy=s3—ANvg-f)f* +hxa
s=—f"2

On peut maintenant éliminer 1’équation en ¢ et l'insérer dans les autres :

V-

{y=s§—(—§-w—t)f*+hx:c
p

s=—f*-=x
En réécrivant ces équations grace au double produit vectoriel, on obtient :

V{yZ(h—f*XE)Xx+f*t

p s = _f* .x
Et ainsi, V" = (h, f*)_ ot h=h— f* x §.
On remarque que f*- f = —1 et df - f* = 0. Ainsi, on en déduit, grace a la

proposition que (g, h, f*) est un triplet de Darboux et donc A(g, h, f*) =
(f*7h'_f* X §7§) = (f*?hag)
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4 Octonions déployés

Dans les parties précédentes, nous avons étudié les immersions totalement iso-
tropes ¢ : S — @Q C P(R®) pour une forme quadratique N de signature (4, 4). Il
existe une structure d’algebre naturelle sur R® qui rend N multiplicative. Nous
allons maintenant voir comment cette structure permet de simplifier notre étude.

4.1 Généralités

L’algebre des octonions déployés O est I'espace vectoriel R® = H @ H muni du
produit (a, b) X (¢, d) = (ac+db*,a*d+cb) ot (a+bi+cj+dk)* = a—bi—cj—dk.
On notera par £ élément (0,1). L’algebre O est donc l’algébre engendrée par
H et £. De plus, on remarque que £ = 1.

Par analogie avec la construction des Complexes on peut définir une conjugai-
son (ag+ari+asj+ask+asl+asil+agjl+arkl)” = ag—ari—agj—ask—aqsl—
asil — agjl — arkl ou encore en écrivant avec les quaternions, (a,b)* = (a*, —b).
En faisant les calculs, on remarque que la conjugaison inverse les produits i.e.
Va,y € O, (xy)* = y*z*, autrement dit, c’est un anti-automorphisme de O

On peut ensuite définir la forme quadratique N : (a,b) € O — (a,b)(a,b)* =
(a,b)*(a,b) = (Ja|* — |b]?,0) € R. Cette forme quadratique est multiplicative et
de signature (4,4). Si N(q) # 0 alors g est inversible d’inverse ¢=! = ¢*/N(q).
Dans la suite de ce texte, on dira qu'un élément z est de "norme nulle” lorsque
N(z)=0

Cette algebre n’est ni commutative (car H ne I’est pas) ni associative ((ij)¢ =
(0,k) # (0,—k) = i(j1)). Mais elle vérifie les relations suivantes : Pour tout
z,y,z €O,

{x(m*y) = N(x)y ©)

z(y*z) +y(z*z) = 2 (z,y) 2

ou (z,y) = (zy* + yx*)/2 est la forme bilinéaire associée & N.
En conjuguant ces équations, on obtient :

(y*z)a* = N(z)y* 7)
(z*y)z* + (2"z)y = 2(z,y) 2"
ou encore
(yz)z = N(z)y (8)
(zy)z* + (zz)y = 2(2,y) 2
Grace a ces formules et la multiplicativité de NN, nous allons montrer deux
résultats qui nous serons utiles pour la suite. Tout d’abord, nous allons montrer

que la multiplication & gauche (resp. & droite) par un octonion a est adjointe

5. la construction générale est appelé ”construction de Cayley-Dickson”
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a la multiplication & gauche (resp. a droite) par son conjugué a* puis que si
ba =0, L, o Ry~ et Ry o Ly~ sont de rang 1.

Lemme 4.1.1. Soit a € H. Ly, Ly~ (resp. Rq, Ry ) sont adjoints.

Démonstration. Soit z,y € O.

En polarisant (L, (z),y) = (ax,y), on obtient :

N(ax +y) — N(ax) — N(y)
(Lafa) ) = Mas) - M

Puis, par multiplicativité de N, on a :

N(z+a'y) = N(z) = N(a"'y)

O

Proposition 4.1.2. Soita € O. Ly, Ly« (resp. Rq, Rax ) sont adjoints. De plus,
Lo o Ly~ = N(a)Id = Ry- o R,.

Démonstration. Soit a = a1 + las € O et x = x1 + lao,y € O.

En utilisant le lemme précédent, fx1 = x7¢ puis que o = lx1 + z2 (et donc
que (z,) = — (fx,-), on obtient : (ax,y) = (a1z,y) + (ailx,y) = (x,aly) +
(lx, a2y) = (z,a}y) + (z, —azy) = (x,a*y). Grace aux identités (6) et (§), on a:
a(a*z) = N(a)x = (za*)a et donc Ly 0 Ly« = N(a)Id = Ry« o R, O

Proposition 4.1.3. Soient a,b € O\{0} tels que : ba = 0. Alors, a(Ob*) = Rb*
et (a*O)b = Ra*

Démonstration. Soit x € O. Le résultat découle des équations @ et :

a(xb*) =2 (a,x™) b* — x (a*b")

et

4.2 Symétries entre (). ,Q)_ et Q)

Le but de cette section est de montrer, grace aux octonions déployés, le

Théoréme 4.2.1. Le groupe des bijections de l'union disjointe Q U Q4+ U Q_
qui respectent les relations d’incidence agit sur les composantes en les permutant
arbitrairement.
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Pour cela, nous allons montrer que chaque élément de @ (resp. Q_) est pa-
ramétré par un octonion déployé grace a la multiplication & gauche (resp. a
droite) puis que les relations d’incidence entre @, Q4 ,Q— se traduisent avec
ses octonions. La symétrie des formules obtenues permettent de montrer le
théoreme.

Lemme 4.2.2. Soit a € O tel que N(a) = 0. Alors x € aO si, et seulement si,
a*r =0

Démonstration. = : Soit z,y € O tel que = = ay. Alors a*(az) = N(a)z =0
< : Soit z € O tel que a*z = 0.

Soit b ¢ at i.e. (a,b) # 0.

a(b*z) = a(b*x) + b(a*z) = 2(a,b) x

b*x
() =0

Gréce a la symétrie entre les formules @ et , ce résultat est vrai pour les
multiples & gauche (i.e. & Oa) d’un élément de norme nulle .

O

Théoreme 4.2.3. Soit a € O,a #0,N(a) =0.
aO et Oa sont des sous-espaces totalement isotropes maximauz (SETIM).

Démonstration. On va le montrer juste pour les multiples a droite.

Comme pour tout x € O, N(ax) = N(a)N(xz) = 0 alors aO est totalement
isotrope ( et donc de dimension < 4).

Ensuite, comme pour tout b € O tel que (a,b) # 0 (on peut supposer 2 (a,b) =
1),a(b*z) + b(a*z) = z et que aO,bO C O alors a0 + bO = O.

On en déduit que :

8 = dim(0) < dim(aO) + dim(bO) < 8
Et donc :
dim(aO) + dim(bO) = 8

aQ est donc un sous-espace totalement isotrope de dimension 4 ou, autrement
dit, un SETIM.

On va maintenant montrer que ce sont les seuls :
Théoréme 4.2.4. Tout SETIM est de la forme aO ou Oa

Pour cela, on va s’appuyer sur les deux théoremes suivants :
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Théoréme 4.2.5. Soit t € O(N).
Sit € SO(N) alors il existe t1,ta € SO(N) telles que :

Va,y € O, t(xy) = t1(z)ta(y)

Sit € O~ (N) alors il existe t1,t; € O~ (N) telles que :
Va,y € O, t(zy) = t1(y)t2(z)
Démonstration. Voir le théoréme 1 et ses deux corollaires dans [12] O

Théoreme 4.2.6 (Witt). Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace quadra-
tique régulier (E,q) et u: F — E une isométrie. Alors u peut étre prolongée en
un automorphisme orthogonal de (E, q)

Démonstration. Voir [4] chapitre 8 théoréme 1.0.11 O

Démonstration. (du théoreme [£.2.4] )

Soit F un SETIM. Il existe un isomorphisme f : aO — F car aO et F sont de
méme dimension en tant qu’espace vectoriel.

En outre, cet isomorphisme est une isométrie car les éléments de F' et aO sont
toujours de norme nulle.

Par le théoréme de Witt, il existe ¢ € O(NN) qui prolonge f. On a donc t(aQ) = F
Par le théoréme si t € SO(N) alors il existe t1,t3 € SO(N) tels que :

F =t1(a)t2(0) = t1(a)O
.Sit e O (N) alors il existe t1,t2 € O~ (N) tels que :
F =t1(O)ta(a) = Ota(a)
O

Les SETIM de O sont donnés par les deux familles {aO,a # 0,N(a) = 0} et
{Ob,b #0,N(b) = 0}.

Proposition 4.2.7. aO et Ob ne sont égaux que dans le cas trivial a =b =0

Démonstration. Si a©O = Ob alors pour tout x € O, xb € aO. D’apres le lemme
4.2.2) a*(xb) = 0 et donc 2(a,z)b = 2(a*,2*) b = a*(zb) + z*(ab) = z*(ab).
On obtient donc I'égalité O(ab) = Rb. Si ab # 0 alors le membre de gauche est
de dimension 4 tandis que celui de droite est de dimension 1. On en déduit que
ab =0 et donc b =0 (car O(ab) = Rb) et a = 0 car aO = Ob

O

La démonstration du théoreme 4.2.4] et cette proposition nous montrent que
chacun des deux familles correspond a Q4 et Q_. Plus précisément, comme le
graphe de l'identité est égal & (1,1)O alors Q@+ = {aO,a # 0,N(a) = 0} et
Q- ={0b,b# 0,N(b) = 0}. Etudions maitenant le rapport qui existe entre les
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relations d’incidences entre @, @, Q— et cette écriture de leurs éléments.

Rappelons, tout d’abord, que I'}. € @ est incident & T'_ € Q_ (et vice-versa)
si leur intersection est maximale, c’est-a-dire si I'y N T'_ est un plan projectif
(ou encore que cette intersection est de dimension 3 dans R®) et z € Q est
incident a 'y € Q4 si z € I'y.. Cette derniere relation a déja été examiné dans
le lemme iesi'y =a;O (resp. '_ = Oa_) alors a est incident a I'y si,
et seulement si, a’ a = 0 (resp. aa* = 0). Discutons maintenant du dernier cas,

Théoréme 4.2.8. Soient aO et Ob deux SETIM. Leur intersection est maxi-
male (i.e. de dimension 3) si, et seulement si, ab = 0. Les éléments de cette
intersection sont alors de la forme ay ou (y,b) =0

Démonstration. On va se concentrer sur implication réciproque (si ab # 0 alors
aO N Ob = Rab, voir théoreme 5 de [12]).

Supposons, donc, que ab = 0.

Soit x = ay tel que (y,b) = 0. Alors,

xb* = (ay)b* = —(ab)y* +2(y,b)a =0

Et donc : z € Ob.

L’argument se remonte facilement et donc aO N Ob = a(bt). Calculons mainte-
nant la dimension de cet ensemble.

Soit f : 2 € b+ — ax. Cette application est linéaire et donc, par le théoreme du
rang, dim Ker(f) + dim Im(f) = dim(b*).

On sait que, Im(f) = a(b*), dim(b+) = 7 et que comme Ker(f) est inclus dans
a*O alors dim Ker(f) < 4. D’ou,

3 < dim(a (b)) (L 4 car a(bt) C a0)).

Si dim(a(bt)) = 4 alors aO N Ob = aO et donc a® = Ob, ce qui contredit la
proposition car a # 0 # b. O

Pour obtenir des équations plus esthétiques, nous allons considérer les ensembles
de Q+ comme paramétrées par I'octonion qui annule,a gauche ou a droite, cet
élément (par exemple, on dit que a* parametre & gauche aQ). Les équations
obtenues sont alors :

aya =0 pour que a € a3 O

aa_ = 0 pour que a € Oa*

a_ay = 0 pour que Oa* soit incident a a’ O
La derniere équation vient du fait que si a}a® = 0 alors, en conjuguant, on
obtient a_ay = 0.
La symétrie de ces formules nous permet d’obtenir le théoreme [£.2.1]

4.3 Matrices de Zorn

Afin de faire des calculs de maniere plus simple avec les octonions déployés , on
va considérer le modeéle des matrices de Zorn défini de la fagon suivante :
La R-algebre (unitaire, non commutative, non associative) des matrices de Zorn
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b
par un scalaire composantes par composantes i.e.

a )y a '\ _ fa+Xd x4\
y b y b)) \y+ M b+ N
et du produit :

a x\ a '\ ad +x -y ar' +bx —yxy
y b y b)) \ay +by +xxa by + ' -y ‘
L’algebre des matrices de Zorn est isomorphe a celle des octonions déployés

a+b T4y N
—rty ab)GZOUOH

est Z = {(Z x) la,b € Rz, y € R3} muni de la somme et la multiplication

grace a Papplication p: z = (a+z,b+y) € O — (

a identifié bi 4 ¢j + dk avec le vecteur (b, ¢, d).
On peut transporter la (pseudo)-norme de O a Z en posant N (¢(z)) = ¢(z) pour

z € 0. On obtient alors que N est le "déterminant” de Z i.e. N ((Z Z)) =

ab—x-y.
On va maintenant traduire les espaces (u,v)_ et (u,v); avec les matrices de
Zorn :
Tout d’abord, rappelons que (u,v)_ = {(z,s,9,t)|]zr € Rt € Rjy = u x
x + vt,s = —v - x}. De ces deux égalités, on peut en obtenir deux autres :
su—(u-v)r—yxv=0ety-uttu-v=0ie.
(z,8,y,t) € (u,v)_ si, et seulement si, <S x) X (1 Y > =0.

Y y —t vo—Uu-v
De la méme fagon,

: . (u-v —u s x
(z,8,9,t) € (u,v) 4+ si, et seulement si, (—v 1 ) X (y —t> =0

u-v —u
—v 1

)
Plus généralement, on peut identifier les éléments (z : s : y : t) de @ aux an-
N ft) dans Q4 (resp. @-) (on

remarque N(Z) = 0 et donc ce sont bien des SETIM).On notera ces annulateurs
Ker(Lyz) (resp. Ker(Rz)) ou Lz est la multiplication & gauche par Z et Ry est
la multiplication a droite par Z.

On a l'analogue des formules de la section précédente dans l’algebre des octo-
nions déployés :

(on peut remarquer que la matrice ( est la matrice conjuguée (par

transport de celle de O) de ! _ 5 v

nulateurs a gauche (resp. a droite) de Z =

Théoréme 4.3.1. La relation d’incidence dim(Ker(Lz, )NKer(Rz_)) = 3 entre
Q4 et Q_ équivaut ¢ Z_Z =0
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5 Théoréme de Darboux

5.1 Trialité différentielle

Soit ¢ : S — @Q C RP7 une immersion totalement isotrope. Comme on l'a vu
dans la section précédente, on peut supposer que @ est inclus dans le projecti-
visé de lalgebre d’octonions déployés O (ou Z).

On peut relever cette application en une application ¢ : S — O\ {0} de deux
facons différentes :

— Soit on restreint S afin que I'image de ¢ soit dans {[z1 : ... : zg]|z1 # 0}
et on peut identifier cette ensemble comme un sous-ensemble de O \ {0}
— Soit on peut passer par un revétement double :

o*87T — 25T c 0\ {0}

lp l,r

S— % _RPT

olt p*S7 = {(z,y) € § x S7|p(z) = 7(y)}

On remplacera S par un ensemble adéquat.

Soit V, = Rep(p) & Im(d,e) pour p € S. Dans la sous—section on a expliqué
pourquoi cet ensemble est un sous-espace totalement isotrope de dimension 3 et
que son projectivisé est 'espace tangent de ¢(S) en p(p). Les deux sous-espaces
totalement isotropes maximaux contenant V;, sont de la forme Ker(Ly, (,)) et
Ker(Ry_(p)). On définit ainsi des applications ¢+ : S — O\ {0}. On en déduit
la

Propriété 5.1.1 (trialité différentielle - Début).

Y =0;¢4dyp =0 (9)
Y = 0; (dy)y- =0 (10)
Yty =0 ()
(i) = 0 (12

On identifie ici T, O\ {0} avec O en tout point x € O. Ainsi, d,, dyp+ et dyps
sont a valeurs dans O

Démonstration. Les égalités @ (resp. ) vienent du fait que pour tous p € S
et h € 1,5, ¥(p),dpy(h) € Ker(Ly, ) (vesp. ¥(p),dpp(h) € Ker(Ry_(p))-
L’équation [11| vient du fait que I'intersection Ker(Ly, (,)) N Ker(Ry_(p)) est de
dimension 3. Pour ’équation , on différencie ¥ 1 = 0 grace a la formule de
Leibniz :
0=d(+9) = (4 )Y + ydyp = (dp4 )y
O

11 nous reste plus qu’a montrer les égalités (di_ )y = ¢_dip; = 0 pour avoir
la trialité différentielle :
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Lemme 5.1.2. Soit f : E3 — E une application trilinéaire symétrique sur
les deux premiéres variables (i.e. en X et Y) et antisymétriques sur les deux
derniéres (i.e. en'Y,Z).

Démonstration. Soit z,y,z € E.

f(l’,yvz) = f(y,l‘,Z) = *f(y,Z,l‘) = 7f(z7y7x) = f(vavy) = f(zwzay) =
—f(z,y,2). Et donc f(z,y,2) =0 O

Lemme 5.1.3. Soient X,Y,Z trois champs de vecteurs tangents de S (vus
comme des dérivations). Alors,

Y4 (XY9) € Rg-

et L
(XY € Ryy

Démonstration. Comme V = Ry + Im(dyp) est totalement isotrope et que
X, Yy € Im(dy) alors (Y, ) = 0 et (Yo, X¢0) = 0 . On en déduit que
XY est orthogonal & 9. En effet,0 = X (Y4, ) puis par l'identité de Leibniz,
(XY, ) + (Yih, X0) = (XY, 0).

=0
De plus, comme 0 = X (Y, Zv) = (XY, Z)+ (Y, X Z) et que (XY ), Z1p)—
(YX, Zy) = ([ X, Y], Zv) = 0 alors (XY, Z9) est trilinéaire, symétrique
en X,Y et antisymétrique en Y, Z. D’apres le lemme (XY, Z1) est nulle
et donc XY est orthogonal avec Z1.
On en déduit que que XY est orthogonal avec tout élément de V' c’est-a-dire
est & valeur dans V+ = (Ker(Ly, ) N Ker(Ry_)*.
En utilisant le fait que (Ker(f) N Ker(g))* = Im(f*) + Im(g*) pour des appli-
cations linéaires F — F' (ou f* est 'adjoint de f) et la proposition on
obtient que :

VE = TIm(Ly,, )+ Im(R;,_) = Im(Ly=) + Im(Ry—) = 410 + O¢

Puis, en utilisant la proposition (car _1py = 0) et le fait que N(¢py) =
N(¢_) = 0, on déduit que ¥+ (XY ) € Ry et (XY)i_ € Riy.

Théoréme 5.1.4 (trialité différentielle - Fin). (dy_)iy =¢_dyp =0

Démonstration. Soit X un champ de vecteurs sur S et montrons que ¥_ X4
s’annule en tout point p € S.

Le cas o X194 (p) = 0 est trivial, on peut donc supposer que X (p) # 0.
Soit Y un champ de vecteur ne s’annulant pas en p tel que ¥4 (p)(XY)(p) = 0.
D’apres les identités@7 on sait que ¥ (Y1) = 0 et donc en dérivant cette identité
par X en p, on obtient :

0= X+ (Y))(p) = X1 (p)(Y)(p) + ¢4 (p)(XY)(p) = Xtb1(p)(Y)(p)
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Ainsi, 1(p) et Y9 (p) sont dans le noyau Ker(L x4, (,)) mais aussi dans Ker(Ry_(,))-
On en déduit que leur intersection est de dimension 3 (car de dimension impaire

c.f. et donc ¢_(p) X4 (p) = 0. O

On en déduit que pour tout p € S, les points du plan projectif tangent 7,p
(resp. Tpp—.resp. Tpp) sont incidents & ¢(p) et w_(p) (resp. & ¢(p) et w1 (p),
resp. 1 (p) et o (p))

5.2 Démonstration du théoréme

Grace a la trialité différentielle, on a vu que les applications ¢, 1 et ¢_ jouent
des roles symétriques. De ce fait, les espaces @, Q4 et Q— jouent aussi des roles
symétriques. Ainsi, on va se donner des isomorphismes permettant de les iden-
tifier :

Tout d’abord, on peut identifier Q, Q4 et Q_ avec la quadrique Qo = {N = 0}
inclus dans P(Z) avec les isomorphismes suivants :

Q - Qo
(x:s:y:t) — {(; _xt

p— Q- - Qo
Pl Ker(Rz ) — [Z-)

Puis 04+ = p~! o p identifie Q+ avec Q.
Pour un triplet de Darboux T = (f, g, h), on notera @ application (f:1:g:
—f-9).
Nous allons commencer par étudier comment les transformations A et D sur
les triplets induit une transformation a et d sur les applications ¢. Ensuite,
grace aux identifications faites juste précédemment, on étudiera l'itération des
opérations (-)+ sur ¢. Ce qui nous permettra de décrire le groupe engendré par
a et d.

o opt o Q+ - Qo
)] pUKer(Lz,) = (24

Lemme 5.2.1. Soit T = (f,g,h) un triplet de Darbouz avec | une immersion.
Alors,

0+ 0(pr)+ =(h:=h-g:g:1)=copam) (13)
ot ¢ : O — O est lapplication définie par : c(x:s:y:t)=(x:t:y:8)

Démonstration. ¢ est la transformation projective induite par p par la conju-
gaison de Z :

clx:s:y:t) y —t

- p1<_t _x>_(z:t:y:5)

—y s

_ — _ S X
plo-@ﬁ(w:s:y:t)=pl< )

On sait,d’apres la calcul de (¢7)+ (= (h, §)+) dans la sous-section et l'iden-
a-b —a

tification par p de (a,b) avec Ker(Lyz) on Z = 1)V dans la section
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3], que :

On peut remarquer que :

h-g B\ (1 &\ ~ =
("2 )= (5 ) =t 1300 = pleooar)

1

On obtient le résultat voulu en composant avec p~* a gauche.

O

Proposition 5.2.2. I existe des applications a et d de ’ensemble des immer-
sions totalement isotropes ¢ : S — @ vers les applications totalement isotropes
de S dans Q, telles que si T = (f, g, h) est un triplet de Darbouz pour lequel pr
est une immersion (i.e. f est une immersion), alors a(pr) = pa(r) et que si,
de plus, D(T') est défini, alors d(pr) = ©p(T)

Démonstration. a = cofro()retd:(x:s:y:t)—= (y:s:x:1t)
conviennent. O

Dans la suite, on identifiera Q) et Q4+ et sous-entendra les applications 6.

Proposition 5.2.3. Si ¢ : S — Q est une immersion totalement isotrope telle
que p4 soit une immersion, on a Y44+ = @_ et o4_ = . De méme, st p_ est
une 1mmersion, on a 9__ = oy et p_4 =@

Démonstration. D’apres la trialité différentielle de la propriété|5.1.1]et du théoreme
5.1.4 oy, dip; € Ker(Ly_ ) NKer(Ry). Ce dernier ensemble est un espace vec-
toriel totalement isotrope de dimension 3 car ¥i_ = 0. On en conclut que
(pr)+ = ¢— et (py)- = . En effet, V := Ker(Ly_ ) N Ker(Ry) est inclus
dans Ker(Ly_) et Ker(Ry); ces deux espaces sont les deux SETIM contenant
V. Ker(Ly_) est le SETIM correspondant & un rotation de SO(4) et Ker(Ry)
est le SETIM correspondant & un rotation de O~ (4).

Le méme raisonnement fonctionne pour ¢_. U

De la méme, on montre que si ¢ est un anti-automorphisme de Z (c’est-a-dire
Va,y € Z,0(xy) = o(y)o(x) alors (cop) = oop_ et si ¢’est un automorphisme,
(0 09)y =00 ¢4. Maintenant, on peut montrer le

Théoréme 5.2.4 (Darboux). La transformation (D o A)® est lidentité sur
l’ensemble des immersions totalement isotropes ¢ : S — @Q telles que w4 sont
aussi des immersions

Démonstration. Soit T = (f,g,h) un triplet de Darboux telle que (pr)+ sont
aussi des immersions.

On notera @ par ¢.

En utilisant les propositions et et la remarque que l'on a faite avant
I’énoncé du théoreme,on obtient :

doa(p) =docopy;(doa)’(p) =p—;(doa)’(p) =docoy
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(doa)'(p) = p4i(doa)’(p) =docop_;(doa)’(p) = ¢
O

Ainsi le groupe engendré par a et d est le groupe diédral a 12 éléments. Les six
autres éléments sont :

a(9) = copriaodoalp) = dop_ias (doa)(y) = cog:
ao(doa)(p)=¢i;a0(doa)*(p) =cop_;d=ao(doa)’(p)=doy;
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6 Dégénérescences

Dans les sections précédentes, nous avons étudié le cas ou les applications ¢
et ¢_ sont des immersions i.e. de rang 2. Dans cette section, nous allons voir
Iinterprétation géométrique du cas ou il existe un ouvert de S ou ces applications
sont de rang strictement inférieur a 2.

Dans la suite, on va remplacer S par cet ouvert.

6.1 ¢4 derang0O

On a vu, dans la sous-section que @1 = (h,q) et sous réserve d’existence,

o= (hf)-olG=g—hxf f*=%eth=h-[" x7.

Ainsi, demander que ¢ soit de rang 0 (i.e. est constante) revient & demander
que h et g — h X f soit constante ou autrement dit, que g =a x f +b,a,b € R3.
De la méme facon, ¢_ est de rang 0 si, et seulement si, h = h — f* x g et f*
sont constantes. On remarque que si f* est constante alors Im(d, f) ne dépend
pas de p. De ce fait, I'image de f est inclus dans ce plan et g est un champ de
vecteur normal & ce plan.

6.2 ¢, derang 1

Supposons maintenant que la différentielle de o4 = (h,g) (c.f la sous-section
est de rang 1 en tout point de S. Cela revient & demander que h soit de
rang 1 car dg = h x df. Comme les espaces Ker(d,h) sont de rang constant alors
Ker(dh) := |J,cg{z} x Ker(d,h) est un sous-fibré de T'S (voir le théoreme 10.34
de [9]). Ainsi, dans des coordonnées locales (x1,x2) appropriées, d; engendre
Ker(dh). On en déduit que

Vp € S, 01h(p) = dph(01) =0
et donc comme 019 = h X df,
019 = 0 = 0.
De plus, grace a la formule du lemme [1.0.3
O1f X Ooh = 0o f x 01h = 0.

Ainsi, h ne dépend que de z2 (on notera dorénavant h(zz) au lieu de h(zq,z2))
et O1f est de la forme A(z1,x2)h/(z2) (car en tout point (x1,x2), 1 f(x1, z2)
est colinéaire avec h/(x3) = Oah(x1,x2)) ot A est une fonction qui ne s’annule
pas. On peut supposer A = 1 quitte a changer les coordonnées locales choisies.
En effet, si on pose 2 = [;" A(t,z2); alors

of _ of oy | 0f owy _ 0f on

ory Oz Oy 87.73/287.%‘1 " Oz1 01

0
= )\(fEl, .Tz)%
1
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On a donc &1 f = I/ et en intégrant en z1, on obtient :

f(x1,22) = folxa) + 210 (22) (14)

De la méme facon, comme dg = h x df alors 019 = h x d1f = h x h' et on
obtient, en intégrant cette égalité en z; :

g(x1,22) = go(wa) + w1h(xa) x I (x2) (15)

Ainsi, f et g sont réglées.
On en déduit

(21, 12) = R(p1(22) + 2292(22)) (16)

ol wl = (f0717g07_f0 gO) et ¢2 = (h/70ah X hlv_(f07h7h/) — 90" h/)
Autrement dit,

Théoreme 6.2.1. ¢(S5) est réglée

De plus, on peut remarquer que pour tout xo tel que

V(x2) = Vect(1h1(x2), P2 (x2), ¥ (22), Yy (x2)

soit de dimension 4 alors V(z3) = ¢4 (z2) = (h(z2),g(x2))+. Par exemple, on a
(hy )+ (fo,1) = (90, —fo - go)- En effet,

hx fo+g=hx(f—zh)+g—hx f=g—a1thxh' =g
et

—forgo = —(f—xl) - (g—ab)=—f-g+az1+a1f - (hxh)+z19-1
—(f—z)h - (g—hxf)=—fo-g

6.3 ¢_derangl

On va maintenant supposer que ¢_ est de rang 1 en tout point p € S.
Quitte a translater, on peut supposer que l'origine n’appartient pas aux plans
affines tangents de f(S). Ainsi, on a vu, dans la sous-section [3.2.1] que p_ =
(E, f*)—.Comme @_ est de rang 1 et dh = g xdf* alors df* est de rang 1 et de la
meéme fagon que dans le paragraphe précédent, on peut trouver des coordonnées
locales pour que 0; engendre df* et donc f* ne dépend que de .
On a vu dans le paragraphe que f*-f=—let f*-df =0 . De cela, on
déduit :

O=d(f-f*)=df*-f+[f-df =df"- f
et, en particulier,

0=f"f

Puis, par le double produit vectoriel,
P == = (2)
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Ainsi, en dérivant selon 1,
Ifx(f"xf)=0
En refaisant le calcul du paragraphe précédent, on obtient
f(@1,22) = fo(x2) + p(zr, 22) f*(22) ¥ (f*)'(22) (17)

ol p est une fonction telle que du # 0 (car f est une immersion) et fo une
application telle que f*- f = —1et f*- fj =0.

Cette expression de f et le fait que f* € Im(df)’ nous permet de voir que
Pespace tangent & f(S) en (x1,22) a pour équation

[r(@e) - w = f(x2) - fz1,22) = [*(22) - folaz) = —1
Ces plans tangents ne dépend que de x3. On en déduit
Théoréme 6.3.1. f(S) est une surface développable

Autrement dit, f(S) est 'enveloppe d’une famille & un parameétre de plans.

Ensuite, comme dh = g x df* alors en évaluant en J;, on obtient que Oh =0
et grace au lemme |1.0.3

O1h x Do f* = dsh x 1 f* =0
et de ce fait, comme dans les cas précédents,
(a1, x2) = go(x2) + A1, z2) f*' (22)
Cette égalité et h=h-— f* x g nous donne :
h(z1,z2) = ho(2) + M1, 22) f*(x2) X f*' (22) (18)
ot ho = h + f*Go.
En injectant dans I’égalité g = g+ h X f et en utilisant les égalités f* - fo = —1

et f ' -fo =0, on obtient :

9(w1,m2) = go(w2) + (w1, w2)ho(w2) X (f*(22) x f*'(22)) (19)

Comme dans le paragraphe précédent, ¢ = R(¢1 + 2112) est réglée et si V(x2)
est de dimension 4 alors V(z2) = ¢_(22). Cependant dans la cas olt ¢_ est de
rang 1, on peut dire un peu plus :

Théoréme 6.3.2. [ existe une transformation projective entre h et f

Démonstration. D’apres le lemme O1h x Oof = Ooh x 01 f. En injectant
les égalités et dans chacun des membres, on obtient

Orh X Do f = (DIAS* X f*) X (fo + Oapf ™ x [ + pf*(w2) x )
Oah X O1f = (hy+ O A" X [+ Af* 5 f*7) x (Dupuf ™ x f*)
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Calculons chaque partie du produit séparément grace au double produit vecto-
riel :

(f*(xg) X f*/) % (f*(xg) « f*//(xg) _ (f*af*/’f*”)f*

(fx [y x fo==("f)f*
(f* > f') x hy = =(f* - ho) f*
Et grace a I'égalité dh = § x df*,
f* . h/ — 0
Posons a = (f*, f*', f*"),b=f5- f*' et c=hj - f*.
On en déduit 1’égalité :
NA(=bf") + O uaf* = cOrpf* —arorpf*

ou encore

a0y (Ap) = bOLA + cOu

Ensuite, en intégrant par rapport a x;, on a
alp=bA+cu+d

ou d est une fonction en o
On en déduit que
cu+d

ap+b

ce qui est la transformation voulue O

On va finir cette section sur un théoreme de non-dégénérescence de ¢4 et p_ :

Théoréme 6.3.3. Supposons que S est une surface compacte sans bord et
que f: S — R3 et g: S — R3 soient des fonctions analytiques (avec g une
déformation infinitésimale isométrique.

Alors U'immersion totalement isotrope o = (f : 1:g:—f-g): S — Q est telle
que @_ est de rang 2 et si o1 n’est pas constante alors g est aussi de rang 2

Démonstration. S’il existe un ouvert U tel que f(U) est inclus dans un plan P

alors par analycité de f, f est a valeurs dans ce plan. Ainsi f : S — P est un

difffomorphisme mais f(.5) est compacte donc & bord (car de méme dimension

que P) mais pas S.

f(S) ne peut pas étre réglée car elle ne peut pas contenir une droite & cause de

sa compacité. Ainsi, grace aux calculs de cette section, ¢y et ¢ sont de rang 2.
O
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A Espaces projectifs

A.1 Définitions

On considérera ici seulement des espaces projectifs sur R mais on peut en définir
pour n’importe quel corps (non nécessairement commutatif).

Définition A.1.1. Soit F un R-espace vectoriel non réduit a {0}.
On appelle espace projectif associé & E l'espace quotient E \ {0}/R ou

TRy < AN e R*, y = Ax.

On le note P(E)

On peut voir P(E) comme ’ensemble des droites vectorielles de E. En effet, les
classes d’équivalence de R sont ces droites vectorielles.
Si E = R"! Tespace projectif P(R"*1) est noté P"(R) ou RP™.

Notation A.1.2. La classe d’équivalence de (x, ..., z,) est noté [zog,...,Ty].

A.2 Topologie de ’espace projectif

On munit RP™ de la topologie quotient. Autrement dit, U est un ouvert de
RP™ si 7=1(U) est un ouvert de R*™1\ {0} ot 7 : R**1\ {0} — RP" est la
projection canonique, qui est continue par définition de la topologie quotient.

Proposition A.2.1. RP™ est compact et connexe par arcs.

Démonstration. Comme 7(S™) = RP"™ et que la spheére S™ est (quasi-)compacte
et connexe par arcs. alors RP™ est quasi-compact et connexe par arcs (car m est
continue).
Il faut maintenant montrer que RP™ est séparé.
Soient © # y € RP™ et a et § tels que |o| = |8,z = w(a) et y = 7(8) Par
construction, les ensembles saturés de B(a, |oo — 5|/3) et B(B,|a — B]|/3) sont
disjoints et donc les ouverts m(B(a, |a — §]/3)) > x et ©(B(B,|a — B[/3)) > v
sont disjoints

O

On peut aller un peu plus loin en montrant que RP™ est homéomorphe a
S™/{+Id}

A.3 Structure de variété de ’espace projectif

Soient U; = {[zg : ... : xy]) € RP™|x; # 0}, 0 <4 < mn, des ouverts de RP"™ et
witlro:...ixn] €U — (%077%?’7%) e R".

Théoreme A.3.1. (U;, vi)o<i<n est un atlas de RP™.
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Démonstration. Soit i € [0,n].
p; est une bijection de réciproque

it (s ey Tiye ey ) ER™ s g,y 1, ] € U
(le 1 est en iéme position).
Comme

V(2o,- . an) € T UL, @i 0 (0, . . ) = (“”‘0 xx“)

)
L Ty Ly

on en déduit que ¢; o 7 est continue et donc ¢; aussi.

<p;1 = n(dxo,...,1,...,dz,) ou dzj(xo,...,T5, ..., %) = xj, © # j. On en
déduit que api_l est aussi continue et donc ¢; est un homéomorphisme.

De plus, on voit que, pour tout i # j,

.y B yeeey P

Zo Ti—1 Tig1 1 T
) may x; x;

gp,;ogaj_l(xo,...,xn) = (

pour (zo,...,2,) € ¢;(U; NUj;) et donc que ¢; o gp{l est C sur ¢;(U; NU;))
(car c’est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas) . O

Corollaire A.3.2. Muni de Uatlas (U;, ¢i)icr, RP™ est une variété différentielle.
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B Théoréme de Darboux-Sauer

Définition B.0.1. On dit qu’une immersion f : S — R? est infinitésimalement
rigide si toute déformation infinitésimale g est un déplacement infinitésimale g
est un déplacement infinitésimal g = a x f +b, a,b € R?

Lemme B.0.2. Une immersion f : S — R3 est infinitésimalement rigide si,
et seulement si, toute immersion totalement isotrope ¢ : S — Q relevant f, i.e.
telle que To @ = f : S — R? est telle que @ est constante.

Démonstration. =: Fait en [6.1]

<:Soit op=(f:1:9:—f-g):5 — Q telle que df - dg = 0 et ¢ est constante.
Alors il existe b : S — R? telle que dg = h x df.

Grace a la formule du produit triple,

dp=(df :0:dg:—dfg—dg-f)=(df : 0: hxdg:—df - (g+ [ xh))

On en déduit que dp = (h,g + f x h)1(df,0). Et donc ¢4 = (h,g+ f x h)4.
Comme ¢ est constante alors h et g+ f X h aussi, c’est-a-dire, g = —h X f+¥b,
beR3. O

Théoréme B.0.3 (Darboux-Sauer). La rigidité infinétésimale est projective-
ment invariante : si f 1 S — R3 C RP? est une immersion, et A € PGL4(R) =
Aut(RP?) est une transformation projective telle que Ao f(S) C R3, alors Ao f
est infinitésimalement rigide si, et seulement si, f [’est.

Démonstration. On peut commencer par remarquer qu’il suffit de montrer quun
sens car il suffit de remplacer A par A~ pour montrer I’autre sens.
PGL4(R) agit sur RP7 par

olt u,v € RY A € PGLy(R).
Cette action laisse stable @ :

Elle laisse stable aussi P = P(R*®0) et P, = P(0 ® R*
Cette action commute avec 1 : Q \ Po — Py (sur Q \ P») :

V(u:v) € Q,VA € PGLy(R), m (A" (u,v)) = (Au:0) = A(ud0) = A(7(u : v)).

Y(u:v) € Q,VA € PGL4(R), q(A-(u: v)) = q(Au: "A™ ) = AulA v =uv =0
).

Par conséquent, pour A € PGL4(R) et ¢ une immersion totalement isotrope
relevant f :

mi(Aop) = A(mi(p)) =Aof
ie. Aopreleve Ao f
Comme, de plus, pour tout p € S,

dp(Aop) =dypAodyp = Aodyp,

alors 7,(A o @) = ATy et donc A(py) = (Ao )y, ce qui est le résultat voulu.
O
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C Plongement de Plucker

Dans cette annexe, on va expliquer comment réaliser la grassmannienne comme
variété algébrique projective.

C.1 Algebre extérieure

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif k.
On appelle peme puissance extérieure de E 'espace vectoriel A\? E,quotient de
E®P par le sous-espace vectoriel

Z,=Vect(z1 @ ... zplz; € E,IM #n, Ty = Tyy)

(par convention, A\’ E = k).

On note z1 A ... Az, la classe d’équivalence de 1 ® ... ® xp.

Le passage au quotient conserve les propriétés d’associativité et de p-linéarité.
De plus, Yu,v € E,u Av = —v A u et donc

Vo € & ur Ao Aty = €(0)Ug(1) A oo A Ug(ry
On appelle algebre extérieure la somme directe des puissances extérieures :
* P
AB=@AE
peN
On munit A* E d’une structure d’algebre graduée grace au produit :

p q pta
(m1/\...xp,y1/\.../\yq)E/\Ex/\E»—)a:l/\.../\xp/\yl/\.../\yq6 /\E

Lemme C.1.1. Z, = Vect(z1®. . .Qzp|z; € E,{z1,...,2,} est une famille liée )

Démonstration. Posons V' le membre a droite de 1’égalité.
On a clairement Z, C V.

Réciproquement, soit 1 A ... Az, € V ie. {x1,...,2,} est liée. On a donc un
i € [1,n] et des \; € k,j # i tel que z; :Zj#)\jl'j et donc : zy A ... Ax; A
e ANTp =D TN L ANT A LN Ty € 2 O

Cela nous permet de voir que A\” E = {0} si p > dim(E)

Proposition C.1.2. Soit B = {e1,...,e,} une base de E.
Pourp <ndfe; N...Nej,1<iy <...<ip, <n} est une base de \" E.

Démonstration. Comme la famille {e1®...®e,|e; € B} est une base de E®P alors
le passage au quotient fait que I’espace quotient a comme base {e1 A... Aepyle; €
B,i # j = e; # e;}. En ordonnant les e; ; on obtient le résultat.

Corollaire C.1.3. dim; A\’ E = (dir;l E)
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En particulier, dimy, /\dimE E =1 (cela permet de définir le déterminant)

Corollaire C.1.4. Soient {e1,...,em},{f1,..-, fm} deux familles libres d’éléments
de E. SiVect(ey,...,em) = Vect(f1,...,fm) alorser A...Nem et f1 Ao A [
sont colinéaires.

Démonstration. Soit W = Vect(ey,...,ep). Alorsei A...Aem, fiNeo N fm €
/\k W. Ce dernier ensemble étant de dimension 1, ey A... Aey et f1 A A fn

sont colinéaires.
O

C.2 Plongement de Pliicker

Définition C.2.1 (Plongement de Pliicker). On appelle plongement de Pliicker
'application ¢, : G(r,n) — P(A" k™) qui envoie un sous-espace vectoriel W
de dimension r de k™ de base e1,...,e, sur [eg A ... Ae,]

Corollaire C.2.2. 1, , ne dépend pas du choiz de la base

On va maintenant montrer 'injectivité de v, , afin de justifier 'appellation
”plongement”

Proposition C.2.3. Soit W € G(r,n) et {e1,...,e,} une base de W. Alors
W={zxek™xA(e1N...Ne,) =0}

Démonstration. Posons Eyw = {z € k"|x A (e1 A ... Ae,) = 0}. On remarque
que Eyw est un espace vectoriel et que W C Fyy.

Soit x € Ew ie x A(ey A...Ae.) =0 et donc {z,eq,...,e.} est une famille liée.
Comme {eq,...,e,} est une base alors x € Vect(ey,...,e.) =W O

L’injectivité de 1,.,, en découle immédiatement.

La réciproque de la proposition est vraie :

Proposition C.2.4. Soit A € \" k™ tel que W = {z € k"|A Az = 0} soit de
dimension r. Alors Y, (W) = [A]

Démonstration. Soit {ey,...,e,} une base de W. On peut compléter cette base
en un base {ej,...,e,} de k™.
On peut décomposer A sur la base associée de \" k™ :

A:Z)\peilp /\.../\61'”7
p

Comme AAe; =0 alors A = Zp’ijp?éo Aper ANei, N Neg .

Comme les ey Ae;,, A. . .Ae;,, forment une famille libre alors les A, correspondant
sont nulles. En itérant ce processus, on trouve que les scalaires correspondant
aux multi-vecteurs contenant e; pour j > r sont nuls et donc A = Ae1 A... Aey,
ce qu’il fallait démontrer. O
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C.2.1 L’image de v, , comme variété algébrique projective

Nous allons maintenant montrer que ¥, ,(G(r,n)) est donnée par des équations
polynomiales . Pour cela, nous allons introduire quelques notations :

Notation C.2.5. On note I(r,n) 'ensemble des sous-ensembles de [1,n] & r
éléments que 'on aura ordonné.

Pourtout I = {i; < ... <.} € I(r,n) et P € GL,,(k), P-[e;, A...Ne;, | = [Pey, A
...\ Pe; ]. On étend I'action de GL,, (k) en tout point de A" k™, linéairement.
On note, de la méme fagon, l'action de GL, (k) sur la Grassmanienne G(r,n)
données par : P-W = P(W).

Pour tout I, J C [1,n], on note le nombre d’inversion «(I, J) = {(i,j) € IxJ|i >
j}

Enfin, les polynémes de Pliicker &; j, avec I € I(r —1,n) et J = {j1 < ... <
Jr} € I(r +1,n), sont données par :

Pra(X) =Y ()X 100 X 8 Gy
i1
ou X = (Xg|K € I(r,n)) sont les indéterminées.

Lemme C.2.6. Soient W € G(r,n), {vi,...,v.} une base de W et P =
(v1,...,0p) € My, (k). Alors

Yy (W) = > A pa(Pler Ao Nep,,
K={k1<...<k,}

ot pour P = (p; ;), Ar,;(P) est le mineur det((pi,;)ier,jes)
(n)

Démonstration. Posons v; = (01(1), ...,v; ) pour tout 1 <i < n.

n n

MA. AU = Z Zv%kl)...vﬁk”‘)ekl/\.../\ekr
ki=1 k=1

Par antilinéarité du produit extérieur,

A AY, = Z <Z 5(0)1’571211;”((7]2;;) €k, N ... Neg,

K={k1<...<k,} \o€S,

Lemme C.2.7. L’action de GL, (k) commute avec ¢,y

Démonstration. Si'V € G(r,n), {vi,...,v,} est une base de V et P € GL, (k)
alors {Pvy, ..., Pv,} est une base de P -V O

Théoreme C.2.8. v, ,(G(r,n)) = {v = (vK)ker(rmlVl € I(r —1,n),VJ €
I(?“ + 17TL), gz[’.](’l)) = 0}
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Démonstration. C : Solent w = w1 A ... Aw, € Ypn(G(r,n)), A= (a;;) la ma-
trice (w1,...wy), L; les lignes de A, (Ax)xer(rn) les coordonnées de W dans
la base canonique de A" W.

Soit I = {i1 < ...<i,_1 et j; € [1,n]. On considere i; < ... <j; <...< i, ou
T U j, est écrit dans l'ordre croissant.

L
. L;,
(_1)L(I,ji)AIU{vj} — (_1)L(I,j1t) det | Lj, — det :
. L;,
: L 3
Lirfl ’

En développant sur la derniere ligne,

S

()" I A LG,y = D (1) 0y, « det((@iy m)1<i<r—1,mes) -

= =Ar e {s) (A)=:6s
) r r r+1 )
Praw) = > (=D Angy D a5,60s = Y (=1)76: > (=D Ap iy aj,s-
i7ji¢1 s=1 s=1 i=1

(on a pu étendre pour tous les éléments de J car les valeurs supplémentaires
sont nulles)

De plus,
Aji,1 - Ggis Qjy s s Gy r+1
o . _ k+s .
0 = det : = E (*1) AJ\{ji}ajns
. X X . =1
Ajryq, 1 oo Qhrgy,s Qgagg,s oo Ohgyr

D’ou t@[ﬂ](’u) = 0.

D : Soit [v] = [(vk)kerrn)] € P(A" k™) tel que :
VIielI(r—1,n),YJel(r+1,n), 2 ;(v)=0.

Soit L = {l; < ... < I} tel que v, # 0. Soit o € &, tel que o(l;) = i
croissante sur le complémentaire de L et P, la matrice de permutation as-
sociée. En développant les calculs sur le nombre d’inversions, on en déduit que :
VIiel(r—1,n),VJ € I(r+1,n), 21 1(Ps(v)) = Po-1(1),0-1(1)(v) = 0.
Comme ., commute avec l'action de GL, (k) alors on peut supposer L =
{1,...,7}

Par homogénéité, on peut supposer vy = 1.
I,
Soit A =

Grg11 - Gpylg ouVi € IIT+177Z]],VJ € [[1,7"}],0,,'7‘7' = (—I)T*]UL\{]}U“}

an,1 e Ay

s
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On va montrer que Ak (A) = vk par récurrence sur le nombre d’éléments de
LNK°.
— SiCard(LNK®) =0alors K =Let Ag(A)=1=vy
— Si Card(LNK®) =1 alors K est de laforme {1 < ... <i—1<i+1<
...<r<l}etdonc:

Iy Or—it1
Ag(A) =det [ 0, L | = (=), = v\ oy = vk
ak,1 . QL r

— Soit s > 2 et supposons la propriété vraie au rang s — 1. Soit K = {k; <
... <k} tel que Card(L N K°) = s.
Alors,en développant le déterminant sur la k, éme ligne,

Ax(A) =30 (=D ak, i Mg gi, ). 1,010 (13 (A):

=My i
De plus, si 1 < ¢ < 7, on obtient, en développant par rapport a la ieme
ligne (qui est de la forme (0...1,0...0) olt le 1 est & la 7éme ligne),
Aoy = (1)U (=1)*+my, 5 (le (—1)*09) permet de réordonner la
matrice)
oul=K\{k}
Comme Card(LN(IU{i})?) = s —1 alors, par hypothese de récurrence,
vrugiy = Arugiy- On a donc :

T

Ag(A) = Z(_l)r+iak,‘,imkr,i = Z(—l)r“(—l)bu’i)(—1)T+iakr,z’A1u{i}~

i=1 =1
T

Ag(A) = Z(*l)rﬂ(*1)L(l’i)AJ\{i}A1u{i} ounJ={1,...,mk.}

Ag(A) = (-1)"Z; j(v) + vgvr = vk car v =1
Si on note v1, v, les colonnes de A alors v = 9., (Vect(v1, ..., v,)).
O
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