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Antoine BOIVIN
Encadrant

Laurent Meersseman

2017-2018



Introduction

Dans ce mémoire, nous allons étudier l’article [11] de B.Sévennec qui donne une
interprétation géométrique d’une construction faite par G.Darboux dans [2].
Soient S une surface, f : S → R3 une immersion.
On s’intéressera aux déformations isométriques infinitésimales de f qui sont les
applications g : S → R3 telles que la première forme fondamentale induite par
fε = f + εg est la même que celle induite par f à l’ordre 1 i.e.

∀p ∈ S, |dpfε|2 = |dpf |2 + o(ε)

Autrement dit, ce sont les applications g : S → R3 telle que :

∀p ∈ S, ∀u ∈ TpS, dpf(u) · dpg(u) = 0 (1)

La donnée d’un tel couple (f, g) permet de définir une troisième application
h : S → R3 (car f est une immersion) telle que :

∀p ∈ S,∀u ∈ TpS, dpg(u) = h(p)× dpf(u)

On obtient alors ce que l’on appelle un triplet de Darboux (f, g, h).
A partir d’un tel triplet, on peut en construire deux autres de la façon suivante :
En premier lieu, si on pose g̃ = g − h× f ,

dg̃ = f × dh

(en sous-entendant les arguments) et donc (h, g̃, f) est un triplet de Darboux.
Ensuite, si on suppose que g est aussi une immersion alors il existe une appli-
cation h∗ telle que

df = h∗ × dg

ou, autrement dit, (g, f, h∗) est un triplet de Darboux.
On a donc défini deux applications sur les triplets de Darboux (qui vérifie des
conditions que l’on détaillera plus tard) deux opérations A : (f, g, h) 7→ (h, g̃, f)
et D : (f, g, h) 7→ (g, f, h∗). Le but de ce mémoire est de détailler l’action de ses
deux applications et en particulier, de démontrer que

Théorème 0.0.1 (Darboux). (D ◦A)6 = Id

et ainsi montrer que le groupe engendré par A et D est le groupe diédral à 12
éléments.

Nous allons commencer dans la section 1 par détailler les constructions de l’in-
troduction. Dans la partie 2 puis dans partie 3, nous allons montrer que R6

muni de la métrique dx · dy se compactifie dans la quadrique Q de signature
(4,4) de RP 7 de façon conforme et ainsi, comme la condition 1 ne dépend que
de la structure (pseudo-)conforme de la métrique dx · dy, alors les couples (f, g)
deviennent une application φ = [f : 1 : g : −f · g] : S → Q totalement iso-
trope dont le plan projectif tangent P (φ(p)⊕Im(dpψ)) (où ψ = (f, 1, g,−f ·g))
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est totalement isotrope. Comme ce plan projectif est inclus dans exactement
deux (projectivisés de) sous-espaces totalement isotropes maximaux, on peut
définir deux applications φ±, qui associe à p un de ses deux sous-espaces, que
l’on explicitera. Ces applications sont bien définies car on peut séparer les sous-
espaces totalement isotropes maximaux en deux sous-ensembles, ceux qui sont
les graphes des applications de SO(4) que l’on notera Q+ et celle de O−(4) que
l’on notera Q−.
Dans la partie 4, nous allons introduire sur R4 ⊕ R4 une structure d’algèbre
qui rend la forme quadratique q : (u, v) 7→ u · v multiplicative, l’algèbre des
octonions déployés. Cela nous permettra de montrer que l’on peut définir sur
Q,Q+ et Q− une structure d’incidence très symétrique. Cette symétrie nous
permettra, dans la partie 5 de montrer que les applications φ,φ+ et φ jouent
des rôles identiques (trialité différentielle) et ce qui nous permettra de montrer
le théorème de Darboux. On finira par donner une interprétation géométrique
des cas de dégénérescence i.e. les cas où les applications φ+ ou φ− sont de rang
< 2.

Convention et notations

Dans tout ce mémoire, les variétés et les applications seront supposés de classe
C∞.
Pour un espace vectoriel E, on notera P (E) son projectivisé et si E = Rn+1, on
le notera RPn (voir l’appendice A pour les définitions)
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B Théorème de Darboux-Sauer 33

C Plongement de Plücker 34
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1 Etude des triplets de Darboux

Dans cette section, nous allons donner les détails des définitions des ”triplets de
Darboux” et des applications A et D. Pour commencer, nous allons démontrer
une généralisation de l’égalité (1) de l’introduction :

Proposition 1.0.1. Soit E un espace de dimension 2 et L1 : E → R3 une
application linéaire injective. Soit L2 : E → R3 une application linéaire telle
que

∀u ∈ E,L1(u) · L2(u) = 0

Alors il existe un unique h ∈ R3 tel que :

L2 = h× L1 (2)

Démonstration. Soit B = (w1 = L1(v1), w2 = L1(v2)) une base orthonormée de
Im(L1) (qui est de dimension 2 par le théorème du rang). Posons u1 = L2(v1)
et u2 = L2(v2).
Trouver un h vérifiant (2) est équivalent à trouver un h vérifiant les égalités{
u1 = h× w1

u2 = h× w2

.

En utilisant la première équation, on voit qu’un h vérifiant (2) est de la forme
w1 × u1 + λw1, λ ∈ R et grâce à la deuxième, h est de la forme w2 × u2 + µw2,
µ ∈ R. En effet, en utilisant la formule du double produit vectoriel 1, on a :

(w1 × u1)× w1 = (w1 · w1)︸ ︷︷ ︸
=1

u1 − (w1 · u1)︸ ︷︷ ︸
=0

u1 = u1

Si h est de ses deux formes, alors en faisant le produit scalaire avec w1, on ob-
tient que λ = (w1, w2, u2) où (·, ·, ·) est le produit triple.
Réciproquement,

(w1 × u1 + λw1)× w2 = w1 · w2 u1 − u1 · w2 w1 + λw1 × w2.

On remarque ensuite, en développant L1(v1 + v2) · L2(v1 + v2) que :

0 = L1(v2) · L2(v1) + L1(v1) · L2(v2)

C’est-à-dire,

(w1 × u1 + λw1)× w2 = w1 · w2 u1 + w1 · u2 w1 + λw1 × w2 = u2

grâce à la décomposition de u2 dans la base w1, w2, w1 × w2 (qui est ortho-
normée). Les mêmes calculs nous montre que µ = (w1, u1, w2) convient.

1. ∀u, v, w ∈ R3, (u× v)× w = (u · w)v − (v · w)u
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En particulier, si f : S → R3 est une immersion et g : S → R3 une application
telle que df · dg = 0 alors il existe une application lisse h : S → R3 telle que :

∀p ∈ S, dpg = h(p)× dpf (3)

Définition 1.0.2. On appelera triplet de Darboux un triplet (f, g, h) d’appli-
cations lisses S → R3 vérifiant l’identité (3)

Maintenant, on va construire de nouveaux triplets de Darboux à partir d’un
triplet (f, g, h) donné :
Si g est aussi une immersion, grâce à la symétrie de la formule df · dg = 0 alors
il existe une application lisse h∗ : S → R3 telle que df = h∗ × dg. On notera
D(f, g, h) le triplet (g, f, h∗) qui est de Darboux.
Une autre façon de construire un triplet de Darboux est de poser, comme Dar-
boux lui-même, g̃ := g − h× f alors on a

dg̃ = dg − dh× f − h× df = f × dh

et donc (g̃, h, f) est un triplet de Darboux que l’on notera A(f, g, h).
Examinons maintenant l’application h∗ :

Tout d’abord, montrons le

Lemme 1.0.3. Soit (f, g, h) un triplet de Darboux. Alors ∂1h×∂2f = ∂2h×∂1f
(dans des coordonnées locales de S).

Démonstration. En différentiant la 1-forme dg = h × df = (h × ∂1f)dx + (h ×
∂2f)dy, on obtient :

0 = (∂1(h× ∂1f)dx+ ∂2(h× ∂1f)dy)dx+ (∂1(h× ∂2f)dx+ ∂2(h× ∂2f)dy)dy

En examinant la partie en dx ∧ dy et en utilisant le lemme de Schwarz, on en
déduit le résultat.

On peut décomposer ∂ih, i = 1, 2,dans la base ∂1f, ∂2f, vf (où vf engendre
Im(df)⊥) :

∂ih = αi∂1f + βi∂2f + γivf .

En prenant le produit scalaire par ∂1f × ∂2f des deux côtés puis en utilisant le
lemme précédent (et le produit triple), on obtient que γi = 0, i = 1, 2 c’est-à-dire
∂ih ∈ Im(df). De ce fait, Im(dh) ⊂ Im(df).
Maintenant,grâce à la formule du double produit vectoriel, on obtient

df = h∗ × dg = h∗ × (h× df) = (h∗ · df)h− (h∗ · h)df

Et donc, en prenant le produit vectoriel par h à gauche, on obtient que :

dg = h× df = −(h∗ · h)dg

D’où, h∗ · h = −1 et en réinjectant dans l’équalité précédente, h∗ · df = 0 et en
particulier h∗ · dh = 0. Autrement dit, le plan affine tangent à h(S) en h(p) est
le plan d’équation h∗(p) · x+ 1 = 0. Par conséquent, h∗(p) n’est pas défini si ce
plan tangent contient 0. Réciproquement,
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Définition et proposition 1.0.4. Soit (f, g, h) un triplet de Darboux tel que
h soit une immersion dont les plans affines tangents évitent l’origine. On définit
h∗(p) comme la normale du plan tangent de h(S) en p normalisé pour que
l’équation du plan affine tangent en p soit h∗(p) · x+ 1 = 0. Alors (g, f, h∗) est
un triplet de Darboux

Démonstration. Par définition de h∗, on a : h∗ · h = −1 et h∗ · dh = 0.
De la même façon que précédemment, on décompose ∂if dans la base ∂1h, ∂2h, vh
(h est une immersion) et en faisant le produit scalaire par ∂1h×∂2h que la par-
tie en vh est nulle. On en déduit que Im(df) ⊂ Im(dh) et donc en particulier
df · h∗ = 0. En utilisant la formule du produit vectoriel, on obtient :

h∗ × dg = h∗ × (h× df) = (h∗ · df)h− (h∗ · h)df = df

On notera le triplet (g, f, h∗) par D(f, g, h). Grâce à notre discussion autour
de h∗, on remarque que nos deux définitions de D sont compatibles lorsqu’elles
s’appliquent simultanément.
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2 Structure pseudo-conforme d’une variété

2.1 Hessienne

Définition 2.1.1. Soit M une variété différentielle.
Un champ de vecteurs sur M est une application X : U ⊂ M → TM telle que
∀x ∈ U,X(x) ∈ TxM .

Définition 2.1.2. On associe à un champ de vecteur X sur M la dérivation
LX : f ∈ C∞(M) 7→ (x 7→ (X · f)(x) := dxf(X(x))) ∈ C∞(M).

Définition 2.1.3. On appelle crochet de deux champs de vecteurs X et Y le
champ de vecteur [X,Y ] associé à LX ◦ LY − LY ◦ LX .

Théorème et définition 2.1.4. Soit f : M → R une application lisse. Soit
a ∈M tel que daf = 0. Soient u, v ∈ TaM et X et Y deux champs de vecteurs
tels que X(a) = u et Y (a) = v.
Posons Haf(u, v) := (X · df(Y )) (a). Cette valeur ne dépend pas des champs de
vecteurs X et Y choisis et l’application Haf : (u, v) 7→ Haf(u, v) est une forme
bilinéaire symétrique de TaM .

Démonstration. Montrons, tout d’abord, que

(X · df(Y )) (a) = (Y · df(X)) (a) (4)

(X · df(Y )− Y · df(X)) (a) = (LX ◦ LY − LY ◦ LX) (f)(a)

= = [X,Y ] · f(a) = daf([X,Y ](a)) = 0

Le terme à gauche de (4), comme fonction de X, ne dépend que de X(a) = u
et de même, le terme à droite de (4),comme fonction de Y , ne dépend que de
Y (a) = v. On en déduit queHaf(u, v) ne dépend ni deX ni de Y mais seulement
de u et v.
Avec (4), on voit que Haf est symétrique. La bilinéarité est immédiate.

L’application Haf est appelé hessienne de f en a.

2.2 Structure pseudo-conforme projective sur une variété

Soient M une hypersurface de RPn, p ∈M et une équation locale f = 0 de M
au voisinage de p (f est une submersion en p i.e. dpf ̸= 0).
En calculant dans les cartes de RPn, on peut voir que TpM cöıncide avec TpH
où H est l’hyperplan projectif donné par Ker(dpf).
Comme dpf|H = (dpf)|TpH = 0 alors p est un point critique de f et donc on
peut définir une hessienne sur TpH × TpH = TpM × TpM . On définit IIp comme
l’application faisant commuter le diagramme suivant :
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TpM × TpM
−Hpf //

IIp ))

R

NpM := TpRPn/TpM

dpf

OO

où dpf est l’isomorphisme induit par dpf .

Autrement dit, IIp = −dpf
−1 ◦Hpf .

Si on change l’équation locale de M en p en g = 0 alors Ker(dpf) = Ker(dpg)

(car f et g correspondent au même hyperplan projectif H) et dpg =
dpg(x)
dpf(x)

dpf

où dpf(x) ̸= 0 i.e. dpf et dpg ne diffèrent que d’un facteur multiplicatif. On
en déduit que la hessienne change du même coefficient (c.f. la formule de la
hessienne dans 2.1.4). IIp ne dépend donc pas de l’équation locale choisie. On
l’appelle deuxième forme fondamentale de S au point p.
On peut maintenant définir la structure pseudo-conforme projective de M en p
comme l’ensemble des applications bilinéaires IIp ◦ φ, où φ : NpM → R est un
isomorphisme (linéaire).

Exemple 2.2.1. On va étudier l’exemple de l’hypersurface M = {(x, t) ∈
Rn × R|t = q(x)} ⊂ Rn+1 ⊂ RPn+1 où q est une forme quadratique non
dégénérée de Rn :
Soit f : (x, t) 7→ t − q(x). L’équation f = 0 est une équation globale de M .
La hessienne de f en tout point est −2b où b est la forme bilinéaire associée
à f . On peut identifier M avec Rn grâce à la projection (x, t) 7→ x puis NpM
avec {0Rn} ×R. Avec cette identification, IIp = (0, 2b) en tout point p de M . La
structure pseudo-conforme projective de M en tout point est {(0, 2λb)|λ ∈ R∗}.

2.3 Compactification

On peut compactifier M en ajoutant ses points à l’infini. On obtient alors la
quadrique projective (lisse) Q = {[s : x : t] | q(x) − st = 0} ⊂ RPn+1 (par
construction, Q = {[1 : x : t] | q(x) = t} ∪ {[0 : x : 1] | q(x) = 0} =M ∪ {[0 : x :
1] | q(x) = 0}). Cette compactification est conforme dans le sens où il existe un
isomorphisme φ tel que le diagramme suivant commute :

TpM × TpM
dpi×dpi//

IIMp

��

Ti(p)Q× Ti(p)Q

IIQp

��
NpM

φ // Ni(p)Q

où i :M ↪→ Q est l’inclusion et IIM , IIQ sont les deuxièmes formes fondamentales
de M , Q. Ici, φ est l’inclusion.
En résumé, on peut compactifier Rr⊕Rs muni de la forme quadratique (u, v) ∈
Rr×Rs 7→ |u|2−|v|2 en une quadrique projective lisse, dont la forme quadratique
est de signature (r+1, s+1), dans RP r+s+1 en conservant la structure pseudo-
conforme projective.
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Exemple 2.3.1. Supposons que q soit la forme quadratique de signature (n, 0)
i.e. q(x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 x

2
i .

On peut identifier Rn à un sous-ensemble de Q = {[s : x : t] | q(x) = st} ⊂
RPn+1 (on notera N la forme quadratique définie par N(s, x, t) = q(x)− st).
Montrons que l’on peut identifier Q à la sphère unité de Rn+1.
Soient H = {(s, x, t) ∈ R × Rn × R|s + t = 0} un hyperplan de Rn+2 et B =
{e0 − en+1, e2, . . . , en, e0 + en+1} une base de Rn+2 où (e0, . . . , en+1) est la base
canonique de Rn+2. Ainsi, dans cette base, H = {(y0, . . . , yn+1)B|yn+1 = 0} et
donc, RPn+1 \ H = {[y0 : . . . : yn+1]B | yn+1 ̸= 0}. On a une identification
naturelle de RPn+1 \H avec Rn+1 grâce à l’isomorphisme φ : [y0 : . . . : yn+1] 7→
(y0/yn+1, . . . , yn/yn+1).
Si y = y0(e0 − en+1) +

∑n
i=1 yiei + yn+1(e0 − en+1) ∈ Q alors

0 = N(y) = q(y1, . . . , yn)− (y0 + yn+1)(y0 − yn+1) =

n+1∑
i=0

y2i − y2n+1

La réciproque est évidemment vraie.
Comme Q est inclus dans RPn+1 \H (car dans le cas contraire, on aurait des
points (s, x, t) ̸= 0 tels que q(x) = −s2 < 0)et grâce à notre identification de
RPn+1 \ H avec Rn+1, on obtient que Q s’identifie avec la sphère unité. La
réciproque de l’isomorphisme φ est définie de la façon suivante : φ−1(x, s) = [s :
x : 1]B (dans la base B) et donc φ−1(x, s) = [s + 1 : x : s − 1] = [ s+1

s−1 : x : 1].
Ainsi, la projection π : [s : x : 1] ∈ Q \ {p} 7→ x ∈ Rn s’identifie, grâce à
l’isomorphisme φ, à la projection stéréographique de Sn \N sur Rn
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3 Géométrie : Etude de φ±

3.1 Géométrie de Q

On note R4,4 l’espace R4 ⊕R4 muni de la forme quadratique de signature (4, 4)
définie par q(x, y) = |x|2 − |y|2. La quadrique Q ⊂ RP 7, définie dans la section
2 est la variété des droites isotropes de R4,4.
Nous allons, tout d’abord, étudier la variété M des sous-espaces totalement
isotropes maximaux de R4,4 puis la structure d’incidence que cette variété a
avec Q.

Théorème 3.1.1. Soit F ⊂ R4 ⊕ R4 un sous-espace vectoriel totalement iso-
trope de dimension k ≤ 4. Alors F est le graphe d’une application orthogonale
F̃ → R4 où F̃ est un sous-espace vectoriel de R4 de dimension k.
Réciproquement, tout graphe d’une application orthogonale est totalement iso-
trope.

Démonstration. Soient x ⊕ y, x ⊕ y′ ∈ F Alors leur différence 0 ⊕ (y − y′) est
dans F . Par conséquent, |y − y′| = 0 et donc y = y′.

On peut donc définir une application f : F̃ ⊂ R4 → R4 définie de la façon
suivante :
Si x⊕ y ∈ F alors f(x) := y.

On peut, de plus, remarquer que F̃ est un espace vectoriel et que f est une
application linéaire orthogonale (car |x| = |f(x)|, par orthogonalité de F ) injec-
tive et dont le graphe est F (par construction). Par conséquent, k = dim(F ) =

rg(f) = dim(F̃ ).

Réciproquement, si Q est une application orthogonale, ∀x ∈ Ẽ, q(x,Q(x)) =
|x| − |Q(x)| = 0

En particulier, les sous-espaces vectoriels totalement isotropes maximaux sont
les graphes des éléments de O(4). Ainsi, la variété M a deux composantes
connexes : le projectivisé des graphes des applications de SO(4) et le projec-
tivisé des graphes des applications de O−(4) que l’on peut identifier avec les
composantes composantes connexes de O(4).

Théorème 3.1.2. SO(4) ≃ S3 × S3/{±(1, 1)} (en tant que groupes de Lie)

Démonstration. Soit φ : (u, v) ∈ S3 × S3 7→ (x 7→ uxv−1 = uxv) ∈ GL(H) où
on a identifié R4 et H.
φ est clairement un morphisme de groupes de classe C∞ (et bien à valeurs dans
GL(H) car φ(u, v) est bijective d’inverse φ(u−1, v−1)) Déterminons maintenant
son noyau et son image.
Noyau de φ :
Soit (u, v) ∈ Ker(φ). Alors, pour tout x ∈ H,

uxv−1 = x (5)

En particulier, en prenant x = 1, on a u = v. Maintenant, (5) nous dit que u
est dans le centre de H qui est R. Comme u ∈ S3, on déduit que u = ±1.
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Réciproquement, ±(1, 1) ∈ Ker(φ).
On a donc : Ker(φ) = {±(1, 1)}.
Image de φ :
Soient (u, v) ∈ S3 × S3 et x ∈ H.

|φ(u, v)(x)| = |uxv−1| = |u||x||v−1| = |x|.

Ce qui montre que φ(u, v) ∈ O(4) et donc Im(φ) ⊂ O(4).
On peut affiner cela en disant que, comme S3 × S3 est connexe, Id ∈ Im(φ)
et φ est continu alors Im(φ) est inclus dans la composante connexe de O(4)
contenant Id i.e. SO(4). On peut donc considérer que l’ensemble d’arrivée de φ
est SO(4).
Montrons maintenant que φ est un difféomorphisme local. Pour cela, il suffit
de le montrer en (1, 1) (les translations sont des difféomorphismes) et grâce au
théorème d’inversion locale, il suffit de montrer que d(1,1)φ : T(1,1)S

3 × S3 →
so(4) est un isomorphisme.
φ étant bilinéaire, on sait que, pour tout (δ, ε) ∈ T(1,1)S

3×S3 = {x+y+z+ t =
0, x′ + y′ + z′ + t′ = 0}, ∀x ∈ H, d(1,1)φ(δ, ε)(x) = δx+ xε.
Soit (δ, ε) ∈ Ker(d(1,1)φ). Alors ∀x ∈ H, δx = −xε.
En particulier, pour x = 1, on obtient δ = −ε. On a donc ∀x ∈ H, δx = xδ i.e.
δ ∈ R. Comme, de plus, δ ∈ {x + y + z + t = 0} alors δ = 0. Cela montre que
Ker(d(1,1)φ) = {0} et comme dim(T1,1S

3 × S3) = dim(so(4)) = 6 alors d(1,1)φ
est un isomorphisme.
Tout cela nous permet de dire que Im(φ) est un ouvert de SO(4).
S3 × S3 est compact donc Im(φ) = φ(S3 × S3) est compact et est donc fermé.
Par connexité de SO(4), Im(φ) = SO(4).
Le premier théorème d’isomorphisme nous permet de conclure que ces deux
groupes sont isomorphes.
La continuité de l’application quotient φ vient de la définition de topologie
quotient et montrons la continuité de sa réciproque.
Soit U un ouvert de S3×S3/{±(1, 1)}. On veut montrer que φ(U) est un ouvert
de SO(4).
Par surjectivité de π, φ(U) = φ(π◦π−1(U)) et donc φ(U) = φ(π−1(U)). Comme
φ est un difféomorphisme local et que π−1(U) est un ouvert (par définition de
la topoogie quotient) alors φ(U) est un ouvert.

Grâce à l’identification S3×S3/{±(1, 1)} avec la quadrique projective Q = {[u :

v] ∈ RP 7||u| = |v|} (qui se fait en remarquant que Q ∋ [u : v] =
[
u
|u| ,

v
|v|

]
) et

au résultat précédent alors SO(4) s’identifie à Q (comme variété différentiable).
Comme, de plus, O−(4) s’identifie aussi à SO(4) (on prend un matrice γ de
O−(4) et on a SO(4) = γO−(4)) alors Q contient deux familles Q+et Q−, qui
sont, respectivement la famille des projectivisés des graphes des applications de
SO(4) et ceux de O−(4) qui sont elles-mêmes deux copies de Q. On peut ainsi
définir une structure d’incidence entre Q,Q+ et Q−. Rappelons tout d’abord ce
qu’est une structure d’incidence :
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Définition 3.1.3. Une structure d’incidence est un triplet (P,D, I) où
— P est un ensemble non vide. Ses éléments sont appelés points.
— D est un ensemble (éventuellement vide) distinct de P. Ses éléments sont

appelés droites.
— I est un sous-ensemble de P × D tel que, pour tout D ∈ D, il existe au

moins deux éléments x ∈ D tels que (x,D) ∈ I. I est appelé relation
d’incidence.

Par exemple, comme le suggère la terminologie, si on considère P = R2 et D
l’ensemble des droites de R2 alors l’appartenance définit une relation d’incidence.

Dans le cas de Q, Q+ et Q−, on dira qu’un élément x ∈ Q est incident
à un sous-espace totalement isotrope maximal F± de Q± si x ∈ F±.Ici, on
a P = Q et D = Q±. C’est bien une relation d’incidence |Q+|, |Q−| > 2
et il existe au moins deux sous-espaces totalement isotropes maximaux qui
contiennent x (on complète {x} en une base de quatre vecteurs isotropes). Un
élément F de Q+ est incident à un élément de G de Q− (et réciproquement)
si leur intersection est maximale i.e. est un plan projectif. On a bien une re-
lation d’incidence pour P = Q+ et D = Q− (et réciproquement) car si F =
Vect((xi, f(xi)), i = 1..4) ∈ Q+ alors G = Vect((x1,−f(x1)), (xi, f(xi)), i =
2..4) et G′ = Vect((x2,−f(x2)), (xi, f(xi)), i = 1, 3, 4) sont dans Q− et sont
d’intersection maximale avec F ).
Réciproquement,

Proposition 3.1.4. Soit V un sous-espace totalement isotrope de dimension 3
de R4 ⊕ R4. Il existe exactement deux sous-espaces totalement isotropes maxi-
maux contenant V .

Démonstration. Soient f : Ẽ → R4 l’application orthogonale dont le graphe est
V et B une base orthonormée de Ẽ.
Il existe deux, et seulement deux, vecteurs complétant B en une base ortho-
normée de R4. En effet, Ẽ⊥ est de dimension 1 et donc a deux générateurs
unitaires opposés. f a deux prolongements en une application orthogonale de
O(4), un dans SO(4) et un dans O−(4).

3.2 Les applications φ± associées à un triplet de Darboux

Soit S une surface et f : S → R3 une immersion. Une déformation infinitésimale
de f est un champ de vecteurs g : S → TR3 = R6 le long de f i.e. de la
forme (f, g̃) que l’on identifiera avec l’application g̃ : S → R3. Une déformation
infinitésimale est dite isométrique si la première forme fondamentale induite par
ft = f + tg (i.e. les formes quadratiques qt : u ∈ TpS 7→ |dpft(u)|2) est égale à
l’ordre 1 à celle induite par f ou autrement dit, qt = q0 + o(t).

Proposition 3.2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. g est une déformation infinitésimale isométrique de f

2. dqt
dt (0) = 0
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3. df · dg = 0

Démonstration. On obtient 1 ⇔ 2 grâce au développement limitée de qt en 0 et
2 ⇔ 3 grâce à l’égalité dft = df + 2tdf · dg + t2|dg|2.

Un exemple de déformation infinitésimale isométrique 2 est une application de
la forme g : t 7→ a× f(t) + b où a, b ∈ R3.
Soit g une déformation infinitésimale isométrique de f .
Considérons maintenant l’application φ = (f, g) qui va de S dans R3 ⊕ R3

que l’on munira de la forme quadratique q̃ : (u, v) 7→ u · v. Ainsi comme g
est une déformation infinitésimale isométrique, l’image de dpφ = (dpf, dpg) est
totalement isotrope en tout point p de S. On dira que φ est totalement isotrope
pour q̃.
La totale isotropie de φ ne dépendant que de la forme q̃, on peut, comme dans
la section 2 compactifier R3 ⊕ R3 en la quadrique 3 de signature (4,4) de RP 7

des zéros de la forme q(x, s, y, t) = x · y + st :

Q = {[x : s : y : t] ∈ P (R3 × R× R3 × R)|x · y + st = 0} ⊂ RP 7

et considérer φ comme une immersion de S dans Q donnée par : φ = [f : 1 : g :
−f · g] (car on peut identifier R3 ⊕ R3 avec {[x : 1 : y : −x · y]|x, y ∈ R3}).
Ainsi, g est une déformation infinitésimale isométrique de f si, et seulement si,
le plan projectif tangent à φ(S) en φ(p), i.e. τpφ := P (φ(p) ⊕ Im(dpψ)) est
totalement isotrope (où ψ = (f, 1, g,−f · g) : S → R8).
En effet, dpψ = (dpf, 0, dpg,−dp(f · g)) est de norme nulle si, et seulement
dpf · dpg = 0 et de même pour ψ(p) + dpψ = (f(p) + dpf, 1, g(p) + dpg,−f(p =
·g(p)− dp(f · g). En effet,

(f(p) + dpf) · g(p) + dpg = f(p) · g(p) + f(p) · dpg + g(p) · dpf + dpf · dpg
= f · g + dp(f · g) + dpf · dpg

Dans ce cas, Vp := φ(p) ⊕ Im(dpψ) est contenu dans exactement deux sous-
espace totalement isotropes maximaux, un qui est le graphe d’une application de
SO(4) et un qui est le graphe d’une application de O−(4) (c.f. proposition 3.1.4)
. Ainsi, τpφ est contenu dans exactement deux espaces projectifs de dimension
3, un dans Q+ et l’autre dans Q−. Ainsi, on peut définir deux applications
φ± : S → Q± qui associe à p l’élément de Q± contenant τpφ.
Pour alléger les notations, on notera (a, b)+ l’ensemble {[x : s : y : t] | y =
a×x+bs, t = −b ·x} qui est le graphe de l’application (x, s) 7→ (a×x+bs,−b ·x)
de Q+ et (a, b)− le ”graphe tordu ” {[x : s : y : t] | y = a× x+ bt, s = −b · x} de
Q− qui sont des ensembles qui sont clairement dans les ensembles Q+ et Q−

Théorème 3.2.2. Les ensembles {(a, b)+|a, b ∈ R3} et {(a, b)−|a, b ∈ R3} sont
des ouverts affines (denses) 4 de respectivement, Q+ et Q−.

2. On étudie dans l’appendice B le cas où ce sont les seuls
3. Elles sont toutes isomorphes
4. pour la topologie de Zariski, par le plongement de Plücker, c.f. l’appendice C
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3.2.1 Calcul de φ±

Soient f : S → R3 une immersion, g une déformation infinitésimale isométrique
de f , φ = (f : 1 : g : −f · g) l’immersion totalement isotrope associée et h
l’application vérifiant dg = h× df .
V ⊥
p est l’ensemble des vecteurs orthogonaux à ψ(p) et à dpψ(u) pour u ∈ TpS

pour la forme bilinéaire associée à q qui est donnée par

B((x, s, y, t), (x′, s′, y′, t′)) = x · y′ + x′ · y + s · t′ + s′ · t

Comme

dpψ = (dpf, 0, dpg,−dp(f · g)) = (dpf, 0, h(p)× dpf, dpf(u) · (g(p)− f(p)× h(p)))

= (dpf, 0, h(p)× dpf, dpf · g̃(p))

on en déduit que les équations de V ⊥
p en (x, s, y, t) sont :{

0 = x · g(p) + f(p) · y − sf(p) · g(p) + t = (x− sf(p)) · g(p) + f(p) · y + t

0 = x · (h(p)× dpf) + df · y − sdf · g̃ = (−h× x+ y − sg̃) · dpf

ou encore, en considérant un élément vf de Im(dpf)
⊥,{

t = −(x− sf(p)) · g(p)− f(p) · y
y = sg̃ + λvf + h× x

et donc {
t = −g̃ · x− λvf · f
y = sg̃ + λvf + h× x

pour tout λ ∈ R, x ∈ R3, t ∈ R. Ainsi, un élément (x, s, y, t) de V ⊥
p vérifie

q(x, s, y, t) = λvf ·(x−sf). On en déduit que pour obtenir les deux sous-espaces
totalement isotropes maximaux contenant Vp, il faut ajouter des équations
supplémentaires permettant d’annuler λvf · (x − sf) car Vp ⊂ V ⊥

p . On obtient
donc deux ensembles :

V +
p


t = −g̃ · x
y = sg̃ + h× x

(λ = 0)

et

V −
p


t = −g̃ · x
y = sg̃ + λvf + h× x

0 = vf · (x− sf)

On remarque que V +
p = (h, g̃)+. Etudions maintenant V −

p .
Dans la suite, on s’intéressera essentiellement au cas où vf · f ne s’annule pas
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en p. Dans le cas contraire, V −
p est donné par :

V −
p


t = −g̃ · x− λf · vf
y = sg̃ + λvf + h× x

0 = vf · x

Supposons maintenant que vf ·f ne s’annule pas en p. On peut donc considérer le

vecteur f∗(p) =
−vf

vf ·f(p) (qui ne dépend pas du vecteur vf choisi !). Les équations

de V −
p deviennent :

V −
p


t = −g̃ · x− λf · vf
y = sg̃ − λ(vf · f)f∗ + h× x

s = −f∗ · x

On peut maintenant éliminer l’équation en t et l’insérer dans les autres :

V −
p

{
y = sg̃ − (−g̃ · x− t)f∗ + h× x

s = −f∗ · x

En réécrivant ces équations grâce au double produit vectoriel, on obtient :

V −
p

{
y = (h− f∗ × g̃)× x+ f∗t

s = −f∗ · x

Et ainsi, V −
p = (h̃, f∗)− où h̃ = h− f∗ × g̃.

On remarque que f∗ · f = −1 et df · f∗ = 0. Ainsi, on en déduit, grâce à la
proposition 1.0.4 que (g̃, h, f∗) est un triplet de Darboux et donc A(g̃, h, f∗) =

(f∗, h− f∗ × g̃, g̃) = (f∗, h̃, g̃)
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4 Octonions déployés

Dans les parties précédentes, nous avons étudié les immersions totalement iso-
tropes φ : S → Q ⊂ P (R8) pour une forme quadratique N de signature (4, 4). Il
existe une structure d’algèbre naturelle sur R8 qui rend N multiplicative. Nous
allons maintenant voir comment cette structure permet de simplifier notre étude.

4.1 Généralités

L’algèbre des octonions déployés O est l’espace vectoriel R8 = H ⊕ H muni du
produit (a, b)×(c, d) = (ac+db∗, a∗d+cb) où (a+bi+cj+dk)∗ = a−bi−cj−dk.
On notera par ℓ l’élément (0, 1). L’algèbre O est donc l’algèbre engendrée par
H et ℓ. De plus, on remarque que ℓ2 = 1.

Par analogie avec la construction des complexes 5, on peut définir une conjugai-
son (a0+a1i+a2j+a3k+a4ℓ+a5iℓ+a6jℓ+a7kℓ)

∗ = a0−a1i−a2j−a3k−a4ℓ−
a5iℓ− a6jℓ− a7kℓ ou encore en écrivant avec les quaternions, (a, b)∗ = (a∗,−b).
En faisant les calculs, on remarque que la conjugaison inverse les produits i.e.
∀x, y ∈ O, (xy)∗ = y∗x∗, autrement dit, c’est un anti-automorphisme de O
On peut ensuite définir la forme quadratique N : (a, b) ∈ O 7→ (a, b)(a, b)∗ =
(a, b)∗(a, b) = (|a|2 − |b|2, 0) ∈ R. Cette forme quadratique est multiplicative et
de signature (4, 4). Si N(q) ̸= 0 alors q est inversible d’inverse q−1 = q∗/N(q).
Dans la suite de ce texte, on dira qu’un élément z est de ”norme nulle” lorsque
N(z) = 0

Cette algèbre n’est ni commutative (car H ne l’est pas) ni associative ((ij)ℓ =
(0, k) ̸= (0,−k) = i(jl)). Mais elle vérifie les relations suivantes : Pour tout
x, y, z ∈ O, {

x(x∗y) = N(x)y

x(y∗z) + y(x∗z) = 2 ⟨x, y⟩ z
(6)

où ⟨x, y⟩ = (xy∗ + yx∗)/2 est la forme bilinéaire associée à N .
En conjuguant ces équations, on obtient :{

(y∗x)x∗ = N(x)y∗

(z∗y)x∗ + (z∗x)y = 2 ⟨x, y⟩ z∗
(7)

ou encore {
(yx)x = N(x)y

(zy)x∗ + (zx)y = 2 ⟨x, y⟩ z
(8)

Grâce à ces formules et la multiplicativité de N , nous allons montrer deux
résultats qui nous serons utiles pour la suite. Tout d’abord, nous allons montrer
que la multiplication à gauche (resp. à droite) par un octonion a est adjointe

5. la construction générale est appelé ”construction de Cayley-Dickson”

16



à la multiplication à gauche (resp. à droite) par son conjugué a∗ puis que si
ba = 0, La ◦Rb∗ et Rb ◦ La∗ sont de rang 1.

Lemme 4.1.1. Soit a ∈ H. La, La∗ (resp. Ra, Ra∗) sont adjoints.

Démonstration. Soit x, y ∈ O.
En polarisant ⟨La(x), y⟩ = ⟨ax, y⟩, on obtient :

⟨La(x), y⟩ =
N(ax+ y)−N(ax)−N(y)

2

Puis, par multiplicativité de N , on a :

⟨La(x), y⟩ = N(a)
N(x+ a−1y)−N(x)−N(a−1y)

2

⟨La(x), y⟩ = N(a)
〈
x, a−1y

〉
= ⟨x, a∗y⟩ = ⟨x, La∗(y)⟩

Proposition 4.1.2. Soit a ∈ O. La, La∗ (resp. Ra, Ra∗) sont adjoints. De plus,
La ◦ La∗ = N(a)Id = Ra∗ ◦Ra.

Démonstration. Soit a = a1 + ℓa2 ∈ O et x = x1 + ℓx2, y ∈ O.
En utilisant le lemme précédent, ℓx1 = x∗1ℓ puis que ℓx = ℓx1 + x2 (et donc
que ⟨x, ·⟩ = −⟨ℓx, ·⟩, on obtient : ⟨ax, y⟩ = ⟨a1x, y⟩ + ⟨a∗2ℓx, y⟩ = ⟨x, a∗1y⟩ +
⟨ℓx, a2y⟩ = ⟨x, a∗1y⟩+ ⟨x,−a2y⟩ = ⟨x, a∗y⟩. Grâce aux identités (6) et (8), on a :
a(a∗x) = N(a)x = (xa∗)a et donc La ◦ La∗ = N(a)Id = Ra∗ ◦Ra

Proposition 4.1.3. Soient a, b ∈ O\{0} tels que : ba = 0. Alors, a(Ob∗) = Rb∗
et (a∗O)b = Ra∗

Démonstration. Soit x ∈ O. Le résultat découle des équations (6) et (8) :

a(xb∗) = 2 ⟨a, x∗⟩ b∗ − x (a∗b∗)︸ ︷︷ ︸
=0

et
(a∗x)b = 2 ⟨x, b∗⟩ a∗ − (a∗b∗)︸ ︷︷ ︸

=0

x

4.2 Symétries entre Q+, Q− et Q

Le but de cette section est de montrer, grâce aux octonions déployés, le

Théorème 4.2.1. Le groupe des bijections de l’union disjointe Q ∪ Q+ ∪ Q−
qui respectent les relations d’incidence agit sur les composantes en les permutant
arbitrairement.
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Pour cela, nous allons montrer que chaque élément de Q+ (resp. Q−) est pa-
ramétré par un octonion déployé grâce à la multiplication à gauche (resp. à
droite) puis que les relations d’incidence entre Q,Q+, Q− se traduisent avec
ses octonions. La symétrie des formules obtenues permettent de montrer le
théorème.

Lemme 4.2.2. Soit a ∈ O tel que N(a) = 0. Alors x ∈ aO si, et seulement si,
a∗x = 0

Démonstration. ⇒ : Soit x, y ∈ O tel que x = ay. Alors a∗(ax) = N(a)x = 0
⇐ : Soit x ∈ O tel que a∗x = 0.
Soit b /∈ a⊥ i.e. ⟨a, b⟩ ≠ 0.

a(b∗x) = a(b∗x) + b(a∗x) = 2 ⟨a, b⟩x

D’où :

x = a

(
b∗x

2 ⟨a, b⟩

)
∈ aO

Grâce à la symétrie entre les formules (6) et (8), ce résultat est vrai pour les
multiples à gauche (i.e. à Oa) d’un élément de norme nulle .

Théorème 4.2.3. Soit a ∈ O, a ̸= 0, N(a) = 0.
aO et Oa sont des sous-espaces totalement isotropes maximaux (SETIM).

Démonstration. On va le montrer juste pour les multiples à droite.
Comme pour tout x ∈ O, N(ax) = N(a)N(x) = 0 alors aO est totalement
isotrope ( et donc de dimension ≤ 4).
Ensuite, comme pour tout b ∈ O tel que ⟨a, b⟩ ̸= 0 (on peut supposer 2 ⟨a, b⟩ =
1),a(b∗x) + b(a∗x) = x et que aO, bO ⊂ O alors aO + bO = O.
On en déduit que :

8 = dim(O) ≤ dim(aO) + dim(bO) ≤ 8

Et donc :
dim(aO) + dim(bO) = 8

.
aO est donc un sous-espace totalement isotrope de dimension 4 ou, autrement
dit, un SETIM.

On va maintenant montrer que ce sont les seuls :

Théorème 4.2.4. Tout SETIM est de la forme aO ou Oa

Pour cela, on va s’appuyer sur les deux théorèmes suivants :
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Théorème 4.2.5. Soit t ∈ O(N).
Si t ∈ SO(N) alors il existe t1, t2 ∈ SO(N) telles que :

∀x, y ∈ O, t(xy) = t1(x)t2(y)

.
Si t ∈ O−(N) alors il existe t1, t2 ∈ O−(N) telles que :

∀x, y ∈ O, t(xy) = t1(y)t2(x)

Démonstration. Voir le théorème 1 et ses deux corollaires dans [12]

Théorème 4.2.6 (Witt). Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace quadra-
tique régulier (E, q) et u : F → E une isométrie. Alors u peut être prolongée en
un automorphisme orthogonal de (E, q)

Démonstration. Voir [4] chapitre 8 théorème 1.0.11

Démonstration. (du théorème 4.2.4 )
Soit F un SETIM. Il existe un isomorphisme f : aO → F car aO et F sont de
même dimension en tant qu’espace vectoriel.
En outre, cet isomorphisme est une isométrie car les éléments de F et aO sont
toujours de norme nulle.
Par le théorème de Witt, il existe t ∈ O(N) qui prolonge f . On a donc t(aO) = F
Par le théorème 4.2.5, si t ∈ SO(N) alors il existe t1, t2 ∈ SO(N) tels que :

F = t1(a)t2(O) = t1(a)O

. Si t ∈ O−(N) alors il existe t1, t2 ∈ O−(N) tels que :

F = t1(O)t2(a) = Ot2(a)

Les SETIM de O sont donnés par les deux familles {aO, a ̸= 0, N(a) = 0} et
{Ob, b ̸= 0, N(b) = 0}.

Proposition 4.2.7. aO et Ob ne sont égaux que dans le cas trivial a = b = 0

Démonstration. Si aO = Ob alors pour tout x ∈ O, xb ∈ aO. D’après le lemme
4.2.2, a∗(xb) = 0 et donc 2 ⟨a, x⟩ b = 2 ⟨a∗, x∗⟩ b = a∗(xb) + x∗(ab) = x∗(ab).
On obtient donc l’égalité O(ab) = Rb. Si ab ̸= 0 alors le membre de gauche est
de dimension 4 tandis que celui de droite est de dimension 1. On en déduit que
ab = 0 et donc b = 0 (car O(ab) = Rb) et a = 0 car aO = Ob

La démonstration du théorème 4.2.4 et cette proposition nous montrent que
chacun des deux familles correspond à Q+ et Q−. Plus précisément, comme le
graphe de l’identité est égal à (1, 1)O alors Q+ = {aO, a ̸= 0, N(a) = 0} et
Q− = {Ob, b ̸= 0, N(b) = 0}. Etudions maitenant le rapport qui existe entre les
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relations d’incidences entre Q,Q+, Q− et cette écriture de leurs éléments.
Rappelons, tout d’abord, que Γ+ ∈ Q+ est incident à Γ− ∈ Q− (et vice-versa)
si leur intersection est maximale, c’est-à-dire si Γ+ ∩ Γ− est un plan projectif
(ou encore que cette intersection est de dimension 3 dans R8) et x ∈ Q est
incident à Γ± ∈ Q± si x ∈ Γ±. Cette dernière relation a déjà été examiné dans
le lemme 4.2.2, ie si Γ+ = a+O (resp. Γ− = Oa−) alors a est incident à Γ± si,
et seulement si, a∗+a = 0 (resp. aa∗− = 0). Discutons maintenant du dernier cas,

Théorème 4.2.8. Soient aO et Ob deux SETIM. Leur intersection est maxi-
male (i.e. de dimension 3) si, et seulement si, ab = 0. Les éléments de cette
intersection sont alors de la forme ay où ⟨y, b⟩ = 0

Démonstration. On va se concentrer sur implication réciproque (si ab ̸= 0 alors
aO ∩Ob = Rab, voir théorème 5 de [12]).
Supposons, donc, que ab = 0.
Soit x = ay tel que ⟨y, b⟩ = 0. Alors,

xb∗ = (ay)b∗ = −(ab)y∗ + 2 ⟨y, b⟩ a = 0

Et donc : x ∈ Ob.
L’argument se remonte facilement et donc aO∩Ob = a(b⊥). Calculons mainte-
nant la dimension de cet ensemble.
Soit f : x ∈ b⊥ 7→ ax. Cette application est linéaire et donc, par le théorème du
rang, dimKer(f) + dim Im(f) = dim(b⊥).
On sait que, Im(f) = a(b⊥), dim(b⊥) = 7 et que comme Ker(f) est inclus dans
a∗O alors dimKer(f) ≤ 4. D’où,
3 ≤ dim(a(b⊥))(≤ 4 car a(b⊥) ⊂ aO)).
Si dim(a(b⊥)) = 4 alors aO ∩ Ob = aO et donc aO = Ob, ce qui contredit la
proposition 4.2.7 car a ̸= 0 ̸= b.

Pour obtenir des équations plus esthétiques, nous allons considérer les ensembles
de Q± comme paramétrées par l’octonion qui annule,à gauche ou à droite, cet
élément (par exemple, on dit que a∗ paramètre à gauche aO). Les équations
obtenues sont alors :
a+a = 0 pour que a ∈ a∗+O
aa− = 0 pour que a ∈ Oa∗−
a−a+ = 0 pour que Oa∗− soit incident à a∗+O

La dernière équation vient du fait que si a∗+a
∗
− = 0 alors, en conjuguant, on

obtient a−a+ = 0.
La symétrie de ces formules nous permet d’obtenir le théorème 4.2.1.

4.3 Matrices de Zorn

Afin de faire des calculs de manière plus simple avec les octonions déployés , on
va considérer le modèle des matrices de Zorn défini de la façon suivante :
La R-algèbre (unitaire, non commutative, non associative) des matrices de Zorn
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est Z =

{(
a x
y b

)
|a, b ∈ R, x, y ∈ R3

}
muni de la somme et la multiplication

par un scalaire composantes par composantes i.e.(
a x
y b

)
+ λ

(
a′ x′

y′ b′

)
=

(
a+ λa′ x+ λx′

y + λy′ b+ λb′

)
et du produit :(

a x
y b

)
×
(
a′ x′

y′ b′

)
=

(
aa′ + x · y′ ax′ + b′x− y × y′

ay′ + by′ + x× x′ bb′ + x′ · y

)
.

L’algèbre des matrices de Zorn est isomorphe à celle des octonions déployés

grâce à l’application φ : z = (a+ x, b+ y) ∈ O 7→
(
a+ b x+ y
−x+ y a− b

)
∈ Z où on

a identifié bi+ cj + dk avec le vecteur (b, c, d).
On peut transporter la (pseudo)-norme deO à Z en posantN(φ(z)) = q(z) pour

z ∈ O. On obtient alors que N est le ”déterminant” de Z i.e. N

((
a x
y b

))
=

ab− x · y.
On va maintenant traduire les espaces (u, v)− et (u, v)+ avec les matrices de
Zorn :
Tout d’abord, rappelons que (u, v)− = {(x, s, y, t)|x ∈ R3, t ∈ R, y = u ×
x + vt, s = −v · x}. De ces deux égalités, on peut en obtenir deux autres :
su− (u · v)x− y × v = 0 et y · u+ tu · v = 0 i.e.

(x, s, y, t) ∈ (u, v)− si, et seulement si,

(
s x
y −t

)
×
(
1 u
v −u · v

)
= 0.

De la même façon,

(x, s, y, t) ∈ (u, v)+ si, et seulement si,

(
u · v −u
−v 1

)
×
(
s x
y −t

)
= 0

(on peut remarquer que la matrice

(
u · v −u
−v 1

)
est la matrice conjuguée (par

transport de celle de O) de

(
1 u
v −u · v

)
).

Plus généralement, on peut identifier les éléments (x : s : y : t) de Q aux an-

nulateurs à gauche (resp. à droite) de Z =

(
s x
y −t

)
dans Q+ (resp. Q−) (on

remarque N(Z) = 0 et donc ce sont bien des SETIM).On notera ces annulateurs
Ker(LZ) (resp. Ker(RZ)) où LZ est la multiplication à gauche par Z et RZ est
la multiplication à droite par Z.
On a l’analogue des formules de la section précédente dans l’algèbre des octo-
nions déployés :

Théorème 4.3.1. La relation d’incidence dim(Ker(LZ+
)∩Ker(RZ−)) = 3 entre

Q+ et Q− équivaut à Z−Z+ = 0
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5 Théorème de Darboux

5.1 Trialité différentielle

Soit φ : S → Q ⊂ RP 7 une immersion totalement isotrope. Comme on l’a vu
dans la section précédente, on peut supposer que Q est inclus dans le projecti-
visé de l’algèbre d’octonions déployés O (ou Z).
On peut relever cette application en une application ψ : S → O \ {0} de deux
façons différentes :

— Soit on restreint S afin que l’image de φ soit dans {[x1 : . . . : x8]|x1 ̸= 0}
et on peut identifier cette ensemble comme un sous-ensemble de O \ {0}

— Soit on peut passer par un revêtement double :

φ∗S7 pr2//

pr1

��

S7 ⊂ O \ {0}

π

��
S

φ // RP 7

où φ∗S7 = {(x, y) ∈ S × S7|φ(x) = π(y)}
On remplacera S par un ensemble adéquat.
Soit Vp = Rψ(p)⊕ Im(dpψ) pour p ∈ S. Dans la sous-section 3.2, on a expliqué
pourquoi cet ensemble est un sous-espace totalement isotrope de dimension 3 et
que son projectivisé est l’espace tangent de φ(S) en φ(p). Les deux sous-espaces
totalement isotropes maximaux contenant Vp sont de la forme Ker(Lψ+(p)) et
Ker(Rψ−(p)). On définit ainsi des applications ψ± : S → O \ {0}. On en déduit
la

Propriété 5.1.1 (trialité différentielle - Début).

ψ+ψ = 0;ψ+dψ = 0 (9)

ψψ− = 0; (dψ)ψ− = 0 (10)

ψ−ψ+ = 0 (11)

(dψ+)ψ = 0 (12)

On identifie ici TxO\{0} avec O en tout point x ∈ O. Ainsi, dxφ, dxφ+ et dxφ+

sont à valeurs dans O

Démonstration. Les égalités (9) (resp. (10)) vienent du fait que pour tous p ∈ S
et h ∈ TpS, ψ(p), dpψ(h) ∈ Ker(Lψ+(p)) (resp. ψ(p), dpψ(h) ∈ Ker(Rψ−(p)).
L’équation 11 vient du fait que l’intersection Ker(Lψ+(p)) ∩Ker(Rψ−(p)) est de
dimension 3. Pour l’équation (12), on différencie ψ+ψ = 0 grâce à la formule de
Leibniz :

0 = d(ψ+ψ) = (dψ+)ψ + ψ+dψ = (dψ+)ψ

Il nous reste plus qu’à montrer les égalités (dψ−)ψ+ = ψ−dψ+ = 0 pour avoir
la trialité différentielle :
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Lemme 5.1.2. Soit f : E3 → E une application trilinéaire symétrique sur
les deux premières variables (i.e. en X et Y ) et antisymétriques sur les deux
dernières (i.e. en Y,Z).

Démonstration. Soit x, y, z ∈ E.
f(x, y, z) = f(y, x, z) = −f(y, z, x) = −f(z, y, x) = f(z, x, y) = f(x, z, y) =
−f(x, y, z). Et donc f(x, y, z) = 0

Lemme 5.1.3. Soient X,Y, Z trois champs de vecteurs tangents de S (vus
comme des dérivations). Alors,

ψ+(XY ψ) ∈ Rψ−

et
(XY ψ)ψ− ∈ Rψ+

Démonstration. Comme V = Rψ + Im(dψ) est totalement isotrope et que
Xψ, Y ψ ∈ Im(dψ) alors ⟨Y ψ, ψ⟩ = 0 et ⟨Y ψ,Xψ⟩ = 0 . On en déduit que
XY ψ est orthogonal à ψ. En effet,0 = X ⟨Y ψ, ψ⟩ puis par l’identité de Leibniz,
⟨XY ψ,ψ⟩+ ⟨Y ψ,Xψ⟩︸ ︷︷ ︸

=0

= ⟨XY ψ,ψ⟩.

De plus, comme 0 = X ⟨Y ψ,Zψ⟩ = ⟨XY ψ,Zψ⟩+⟨Y ψ,XZψ⟩ et que ⟨XY ψ,Zψ⟩−
⟨Y Xψ,Zψ⟩ = ⟨[X,Y ]ψ,Zψ⟩ = 0 alors ⟨XY ψ,Zψ⟩ est trilinéaire, symétrique
en X,Y et antisymétrique en Y,Z. D’après le lemme 5.1.2, ⟨XY ψ,Zψ⟩ est nulle
et donc XY ψ est orthogonal avec Zψ.
On en déduit que que XY ψ est orthogonal avec tout élément de V c’est-à-dire
est à valeur dans V ⊥ = (Ker(Lψ+

) ∩Ker(Rψ−)
⊥.

En utilisant le fait que (Ker(f) ∩Ker(g))⊥ = Im(f∗) + Im(g∗) pour des appli-
cations linéaires E → F (où f∗ est l’adjoint de f) et la proposition 4.1.2, on
obtient que :

V ⊥ = Im(L∗
ψ+

) + Im(R∗
ψ−

) = Im(Lψ+
) + Im(Rψ−

) = ψ+O +Oψ−

Puis, en utilisant la proposition 4.1.3 (car ψ−ψ+ = 0) et le fait que N(ψ+) =
N(ψ−) = 0, on déduit que ψ+(XY ψ) ∈ Rψ− et (XY ψ)ψ− ∈ Rψ+.

Théorème 5.1.4 (trialité différentielle - Fin). (dψ−)ψ+ = ψ−dψ+ = 0

Démonstration. Soit X un champ de vecteurs sur S et montrons que ψ−Xψ+

s’annule en tout point p ∈ S.
Le cas où Xψ+(p) = 0 est trivial, on peut donc supposer que Xψ+(p) ̸= 0.
Soit Y un champ de vecteur ne s’annulant pas en p tel que ψ+(p)(XY ψ)(p) = 0.
D’après les identités 9, on sait que ψ+(Y ψ) = 0 et donc en dérivant cette identité
par X en p, on obtient :

0 = X(ψ+(Y ψ))(p) = Xψ+(p)(Y ψ)(p) + ψ+(p)(XY ψ)(p) = Xψ+(p)(Y ψ)(p)
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Ainsi, ψ(p) et Y ψ(p) sont dans le noyau Ker(LXψ+(p)) mais aussi dans Ker(Rψ−(p)).
On en déduit que leur intersection est de dimension 3 (car de dimension impaire
c.f. 4.2.8) et donc ψ−(p)Xψ+(p) = 0.

On en déduit que pour tout p ∈ S, les points du plan projectif tangent τpφ+

(resp. τpφ−,resp. τpφ) sont incidents à φ(p) et φ−(p) (resp. à φ(p) et φ+(p),
resp. φ+(p) et φ−(p))

5.2 Démonstration du théorème

Grâce à la trialité différentielle, on a vu que les applications φ,φ+ et φ− jouent
des rôles symétriques. De ce fait, les espaces Q,Q+ et Q− jouent aussi des rôles
symétriques. Ainsi, on va se donner des isomorphismes permettant de les iden-
tifier :

Tout d’abord, on peut identifier Q,Q+ et Q− avec la quadrique Q0 = {N = 0}
inclus dans P (Z) avec les isomorphismes suivants :
ρ : Q → Q0

(x : s : y : t) 7→
[(
s x
y −t

)]
;
ρ+ : Q+ → Q0

ρ−1(Ker(LZ+
)) 7→ [Z+]

;

ρ− : Q− → Q0

ρ−1(Ker(RZ−)) 7→ [Z−]
;

Puis θ± = ρ−1 ◦ ρ identifie Q± avec Q.
Pour un triplet de Darboux T = (f, g, h), on notera φT l’application (f : 1 : g :
−f · g).
Nous allons commencer par étudier comment les transformations A et D sur
les triplets induit une transformation a et d sur les applications φ. Ensuite,
grâce aux identifications faites juste précédemment, on étudiera l’itération des
opérations (·)± sur φ. Ce qui nous permettra de décrire le groupe engendré par
a et d.

Lemme 5.2.1. Soit T = (f, g, h) un triplet de Darboux avec f une immersion.
Alors,

θ+ ◦ (φT )+ = (h : −h · g̃ : g̃ : 1) = c ◦ φA(T ) (13)

où c : O → O est l’application définie par : c(x : s : y : t) = (x : t : y : s)

Démonstration. c est la transformation projective induite par ρ par la conju-
gaison de Z :

c(x : s : y : t) = ρ−1 ◦ · ◦ ρ(x : s : y : t) = ρ−1

(
s x
y −t

)
= ρ−1

(
−t −x
−y s

)
= (x : t : y : s)

On sait,d’après la calcul de (φT )+(= (h, g̃)+) dans la sous-section 3.2.1 et l’iden-

tification par ρ de (a, b)+ avec Ker(LZ) où Z =

(
a · b −a
−b 1

)
vu dans la section
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4.3 , que :

ρ+((φT )+) =

(
h · g̃ −h
−g̃ 1

)
On peut remarquer que :(

h · g̃ −h
−g̃ 1

)
=

(
1 h
g̃ h · g̃

)
= ρ(h : 1 : g̃ : h · g̃) = ρ(c ◦ φA(T ))

On obtient le résultat voulu en composant avec ρ−1 à gauche.

Proposition 5.2.2. Il existe des applications a et d de l’ensemble des immer-
sions totalement isotropes φ : S → Q vers les applications totalement isotropes
de S dans Q, telles que si T = (f, g, h) est un triplet de Darboux pour lequel φT
est une immersion (i.e. f est une immersion), alors a(φT ) = φA(T ) et que si,
de plus, D(T ) est défini, alors d(φT ) = φD(T )

Démonstration. a = c ◦ θ+ ◦ (·)+ et d : (x : s : y : t) 7→ (y : s : x : t)
conviennent.

Dans la suite, on identifiera Q et Q± et sous-entendra les applications θ±.

Proposition 5.2.3. Si φ : S → Q est une immersion totalement isotrope telle
que φ+ soit une immersion, on a φ++ = φ− et φ+− = φ. De même, si φ− est
une immersion, on a φ−− = φ+ et φ−+ = φ

Démonstration. D’après la trialité différentielle de la propriété 5.1.1 et du théorème
5.1.4, ψ+, dψ+ ∈ Ker(Lψ−) ∩ Ker(Rψ). Ce dernier ensemble est un espace vec-
toriel totalement isotrope de dimension 3 car ψψ− = 0. On en conclut que
(φ+)+ = φ− et (φ+)− = φ. En effet, V := Ker(Lψ−) ∩ Ker(Rψ) est inclus
dans Ker(Lψ−) et Ker(Rψ) ; ces deux espaces sont les deux SETIM contenant
V . Ker(Lψ−) est le SETIM correspondant à un rotation de SO(4) et Ker(Rψ)
est le SETIM correspondant à un rotation de O−(4).
Le même raisonnement fonctionne pour φ−.

De la même, on montre que si σ est un anti-automorphisme de Z (c’est-à-dire
∀x, y ∈ Z, σ(xy) = σ(y)σ(x) alors (σ◦φ)+ = σ◦φ− et si c’est un automorphisme,
(σ ◦ φ)+ = σ ◦ φ+. Maintenant, on peut montrer le

Théorème 5.2.4 (Darboux). La transformation (D ◦ A)6 est l’identité sur
l’ensemble des immersions totalement isotropes φ : S → Q telles que φ± sont
aussi des immersions

Démonstration. Soit T = (f, g, h) un triplet de Darboux telle que (φT )± sont
aussi des immersions.
On notera φT par φ.
En utilisant les propositions 5.2.2 et 5.2.3 et la remarque que l’on a faite avant
l’énoncé du théorème,on obtient :

d ◦ a(φ) = d ◦ c ◦ φ+; (d ◦ a)2(φ) = φ−; (d ◦ a)3(φ) = d ◦ c ◦ φ
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(d ◦ a)4(φ) = φ+; (d ◦ a)5(φ) = d ◦ c ◦ φ−; (d ◦ a)6(φ) = φ

Ainsi le groupe engendré par a et d est le groupe diédral à 12 éléments. Les six
autres éléments sont :

a(φ) = c ◦ φ+; a ◦ d ◦ a(φ) = d ◦ φ−; a ◦ (d ◦ a)2(φ) = c ◦ φ;

a ◦ (d ◦ a)3(φ) = φ+; a ◦ (d ◦ a)4(φ) = c ◦ φ−; d = a ◦ (d ◦ a)5(φ) = d ◦ φ;
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6 Dégénérescences

Dans les sections précédentes, nous avons étudié le cas où les applications φ+

et φ− sont des immersions i.e. de rang 2. Dans cette section, nous allons voir
l’interprétation géométrique du cas où il existe un ouvert de S où ces applications
sont de rang strictement inférieur à 2.
Dans la suite, on va remplacer S par cet ouvert.

6.1 φ± de rang 0

On a vu, dans la sous-section 3.2.1, que φ+ = (h, g̃) et sous réserve d’existence,

φ− = (h̃, f∗)− où g̃ = g − h× f , f∗ =
−vf
vf ·f et h̃ = h− f∗ × g̃.

Ainsi, demander que φ+ soit de rang 0 (i.e. est constante) revient à demander
que h et g− h× f soit constante ou autrement dit, que g = a× f + b, a, b ∈ R3.
De la même façon, φ− est de rang 0 si, et seulement si, h̃ = h − f∗ × g̃ et f∗

sont constantes. On remarque que si f∗ est constante alors Im(dpf) ne dépend
pas de p. De ce fait, l’image de f est inclus dans ce plan et g est un champ de
vecteur normal à ce plan.

6.2 φ+ de rang 1

Supposons maintenant que la différentielle de φ+ = (h, g̃) (c.f la sous-section
3.2.1) est de rang 1 en tout point de S. Cela revient à demander que h soit de
rang 1 car dg̃ = h×df . Comme les espaces Ker(dph) sont de rang constant alors
Ker(dh) :=

⋃
x∈S{x}×Ker(dxh) est un sous-fibré de TS (voir le théorème 10.34

de [9]). Ainsi, dans des coordonnées locales (x1, x2) appropriées, ∂1 engendre
Ker(dh). On en déduit que

∀p ∈ S, ∂1h(p) = dph(∂1) = 0

et donc comme ∂1g̃ = h× df ,

∂1g̃ = ∂h = 0.

De plus, grâce à la formule du lemme 1.0.3,

∂1f × ∂2h = ∂2f × ∂1h = 0.

Ainsi, h ne dépend que de x2 (on notera dorénavant h(x2) au lieu de h(x1, x2))
et ∂1f est de la forme λ(x1, x2)h

′(x2) (car en tout point (x1, x2), ∂1f(x1, x2)
est colinéaire avec h′(x2) = ∂2h(x1, x2)) où λ est une fonction qui ne s’annule
pas. On peut supposer λ ≡ 1 quitte à changer les coordonnées locales choisies.
En effet, si on pose x′1 =

∫ x1

0
λ(t, x2)x1 alors

∂f

∂x1
=

∂f

∂x′1

∂x′1
∂x1

+
∂f

∂x′2

∂x2
∂x1

=
∂f

∂x1

∂x′1
∂x1

= λ(x1, x2)
∂f

∂x′1
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On a donc ∂1f = h′ et en intégrant en x1, on obtient :

f(x1, x2) = f0(x2) + x1h
′(x2) (14)

De la même façon, comme dg = h × df alors ∂1g = h × ∂1f = h × h′ et on
obtient, en intégrant cette égalité en x1 :

g(x1, x2) = g0(x2) + x1h(x2)× h′(x2) (15)

Ainsi, f et g sont réglées.
On en déduit

φ(x1, x2) = R(ψ1(x2) + x2ψ2(x2)) (16)

où ψ1 = (f0, 1, g0,−f0 · g0) et ψ2 = (h′, 0, h× h′,−(f0, h, h
′)− g0 · h′)

Autrement dit,

Théorème 6.2.1. φ(S) est réglée

De plus, on peut remarquer que pour tout x2 tel que

V (x2) = Vect(ψ1(x2), ψ2(x2), ψ
′
1(x2), ψ

′
2(x2)

soit de dimension 4 alors V (x2) = φ+(x2) = (h(x2), g̃(x2))+. Par exemple, on a
(h, g̃)+(f0, 1) = (g0,−f0 · g0). En effet,

h× f0 + g̃ = h× (f − x1h
′) + g − h× f = g − x1h× h′ = g0

et

−f0 · g0 = −(f − x1h
′) · (g − x1h

′) = −f · g + x1 + x1f · (h× h′) + x1g · h′

= −(f − x1)h
′ · (g − h× f) = −f0 · g̃

6.3 φ− de rang 1

On va maintenant supposer que φ− est de rang 1 en tout point p ∈ S.
Quitte à translater, on peut supposer que l’origine n’appartient pas aux plans
affines tangents de f(S). Ainsi, on a vu, dans la sous-section 3.2.1, que φ− =

(h̃, f∗)−.Comme φ− est de rang 1 et dh̃ = g̃×df∗ alors df∗ est de rang 1 et de la
même façon que dans le paragraphe précédent, on peut trouver des coordonnées
locales pour que ∂1 engendre df∗ et donc f∗ ne dépend que de x2.
On a vu dans le paragraphe 3.2.1 que f∗ · f = −1 et f∗ · df = 0 . De cela, on
déduit :

0 = d(f · f∗) = df∗ · f + f∗ · df = df∗ · f

et, en particulier,
0 = f∗′ · f

Puis, par le double produit vectoriel,

f × (f∗ × f∗′) = (f · f∗′)f∗ − (f · f∗)f∗′ = f∗(x2)
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Ainsi, en dérivant selon x1,

∂1f × (f∗ × f∗) = 0

En refaisant le calcul du paragraphe précédent, on obtient

f(x1, x2) = f0(x2) + µ(x1, x2)f
∗(x2)× (f∗)′(x2) (17)

où µ est une fonction telle que ∂µ ̸= 0 (car f est une immersion) et f0 une
application telle que f∗ · f = −1 et f∗ · f ′0 = 0.
Cette expression de f et le fait que f∗ ∈ Im(df)⊥ nous permet de voir que
l’espace tangent à f(S) en (x1, x2) a pour équation

f∗(x2) · x = f∗(x2) · f(x1, x2) = f∗(x2) · f0(x2) = −1

Ces plans tangents ne dépend que de x2. On en déduit

Théorème 6.3.1. f(S) est une surface développable

Autrement dit, f(S) est l’enveloppe d’une famille à un paramètre de plans.

Ensuite, comme dh̃ = g̃ × df∗ alors en évaluant en ∂1, on obtient que ∂1h̃ = 0
et grâce au lemme 1.0.3,

∂1h̃× ∂2f
∗ = ∂2h̃× ∂1f

∗ = 0

et de ce fait, comme dans les cas précédents,

g̃(x1, x2) = g̃0(x2) + λ(x1, x2)f
∗′(x2)

Cette égalité et h̃ = h− f∗ × g̃ nous donne :

h(x1, x2) = h0(x2) + λ(x1, x2)f
∗(x2)× f∗′(x2) (18)

où h0 = h̃+ f∗g̃0.
En injectant dans l’égalité g = g̃+ h× f et en utilisant les égalités f∗ · f0 = −1
et f ∗′ ·f0 = 0, on obtient :

g(x1, x2) = g0(x2) + µ(x1, x2)h0(x2)× (f∗(x2)× f∗′(x2)) (19)

Comme dans le paragraphe précédent, φ = R(ψ1 + x1ψ2) est réglée et si V (x2)
est de dimension 4 alors V (x2) = φ−(x2). Cependant dans la cas où φ− est de
rang 1, on peut dire un peu plus :

Théorème 6.3.2. Il existe une transformation projective entre h et f

Démonstration. D’après le lemme 1.0.3, ∂1h × ∂2f = ∂2h × ∂1f . En injectant
les égalités (17) et (18) dans chacun des membres, on obtient

∂1h× ∂2f = (∂1λf
∗ × f∗′)× (f ′0 + ∂2µf

∗ × f∗′ + µf∗(x2)× f∗′′)

∂2h× ∂1f = (h′0 + ∂2λf
∗ × f∗′ + λf∗ × f∗′′)× (∂1µf

∗ × f∗′)
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Calculons chaque partie du produit séparément grâce au double produit vecto-
riel :

(f∗(x2)× f∗′)× (f∗(x2)× f∗′′(x2) = (f∗, f∗′, f∗′′)f∗

(f∗ × f∗′)× f ′0 = −(f∗′ · f ′0)f∗

(f∗ × f∗′)× h′0 = −(f∗ · h′0)f∗

Et grâce à l’égalité dh̃ = g̃ × df∗,

f∗ · h′0 = 0

Posons a = (f∗, f∗′, f∗′′), b = f ′0 · f∗
′ et c = h′0 · f∗

′.
On en déduit l’égalité :

∂1λ(−bf∗) + ∂1λµaf
∗ = c∂1µf

∗ − aλ∂1µf
∗

ou encore
a∂1(λµ) = b∂1λ+ c∂µ

Ensuite, en intégrant par rapport à x1, on a

aλµ = bλ+ cµ+ d

où d est une fonction en x2
On en déduit que

λ =
cµ+ d

aµ+ b

ce qui est la transformation voulue

On va finir cette section sur un théorème de non-dégénérescence de φ+ et φ− :

Théorème 6.3.3. Supposons que S est une surface compacte sans bord et
que f : S → R3 et g : S → R3 soient des fonctions analytiques (avec g une
déformation infinitésimale isométrique.
Alors l’immersion totalement isotrope φ = (f : 1 : g : −f · g) : S → Q est telle
que φ− est de rang 2 et si φ+ n’est pas constante alors φ+ est aussi de rang 2

Démonstration. S’il existe un ouvert U tel que f(U) est inclus dans un plan P
alors par analycité de f , f est à valeurs dans ce plan. Ainsi f : S → P est un
difféomorphisme mais f(S) est compacte donc à bord (car de même dimension
que P ) mais pas S.
f(S) ne peut pas être réglée car elle ne peut pas contenir une droite à cause de
sa compacité. Ainsi, grâce aux calculs de cette section, φ+ et φ sont de rang 2.
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A Espaces projectifs

A.1 Définitions

On considérera ici seulement des espaces projectifs sur R mais on peut en définir
pour n’importe quel corps (non nécessairement commutatif).

Définition A.1.1. Soit E un R-espace vectoriel non réduit à {0}.
On appelle espace projectif associé à E l’espace quotient E \ {0}/R où

xRy ⇔ ∃λ ∈ R∗, y = λx.

On le note P (E)

On peut voir P (E) comme l’ensemble des droites vectorielles de E. En effet, les
classes d’équivalence de R sont ces droites vectorielles.
Si E = Rn+1, l’espace projectif P (Rn+1) est noté Pn(R) ou RPn.

Notation A.1.2. La classe d’équivalence de (x0, . . . , xn) est noté [x0, . . . , xn].

A.2 Topologie de l’espace projectif

On munit RPn de la topologie quotient. Autrement dit, U est un ouvert de
RPn si π−1(U) est un ouvert de Rn+1 \ {0} où π : Rn+1 \ {0} → RPn est la
projection canonique, qui est continue par définition de la topologie quotient.

Proposition A.2.1. RPn est compact et connexe par arcs.

Démonstration. Comme π(Sn) = RPn et que la sphère Sn est (quasi-)compacte
et connexe par arcs. alors RPn est quasi-compact et connexe par arcs (car π est
continue).
Il faut maintenant montrer que RPn est séparé.
Soient x ̸= y ∈ RPn et α et β tels que |α| = |β|, x = π(α) et y = π(β) Par
construction, les ensembles saturés de B(α, |α − β|/3) et B(β, |α − β|/3) sont
disjoints et donc les ouverts π(B(α, |α − β|/3)) ∋ x et π(B(β, |α − β|/3)) ∋ y
sont disjoints

On peut aller un peu plus loin en montrant que RPn est homéomorphe à
Sn/{±Id}

A.3 Structure de variété de l’espace projectif

Soient Ui = {[x0 : . . . : xn] ∈ RPn|xi ̸= 0}, 0 ≤ i ≤ n, des ouverts de RPn et

φi : [x0 : . . . : xn] ∈ Ui 7→
(
x0

xi
, . . . , x̂i

xi
, . . . , xn

xi

)
∈ Rn.

Théorème A.3.1. (Ui, φi)0≤i≤n est un atlas de RPn.

31



Démonstration. Soit i ∈ [[0, n]].
φi est une bijection de réciproque

φ−1
i : (x0, . . . , x̂i, . . . , xn) ∈ Rn 7→ [x0, . . . , 1, . . . , xn] ∈ Ui

(le 1 est en ième position).
Comme

∀(x0, . . . , xn) ∈ π−1(Ui), φi ◦ π(x0, . . . , xn) =
(
x0
xi
, . . . ,

x̂i
xi
, . . . ,

xn
xi

)
,

on en déduit que φi ◦ π est continue et donc φi aussi.
φ−1
i = π(dx0, . . . , 1, . . . , dxn) où dxj(x0, . . . , x̂i, . . . , xn) = xj , i ̸= j. On en

déduit que φ−1
i est aussi continue et donc φi est un homéomorphisme.

De plus, on voit que, pour tout i ̸= j,

φi ◦ φ−1
j (x0, . . . , xn) =

(
x0
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

1

xi
, . . . ,

xn
xi

)
pour (x0, . . . , xn) ∈ φj(Ui ∩ Uj) et donc que φi ◦ φ−1

j est C∞ sur φj(Ui ∩ Uj))
(car c’est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas) .

Corollaire A.3.2. Muni de l’atlas (Ui, φi)i∈I , RPn est une variété différentielle.

32



B Théorème de Darboux-Sauer

Définition B.0.1. On dit qu’une immersion f : S → R3 est infinitésimalement
rigide si toute déformation infinitésimale g est un déplacement infinitésimale g
est un déplacement infinitésimal g = a× f + b, a, b ∈ R3

Lemme B.0.2. Une immersion f : S → R3 est infinitésimalement rigide si,
et seulement si, toute immersion totalement isotrope φ : S → Q relevant f , i.e.
telle que π ◦ φ = f : S → R3 est telle que φ+ est constante.

Démonstration. ⇒: Fait en 6.1
⇐: Soit φ = (f : 1 : g : −f · g) : S → Q telle que df · dg = 0 et φ+ est constante.
Alors il existe h : S → R3 telle que dg = h× df .
Grâce à la formule du produit triple,

dφ = (df : 0 : dg : −dfġ − dg · f) = (df : 0 : h× dg : −df · (g + f × h))

On en déduit que dφ = (h, g + f × h)+(df, 0). Et donc φ+ = (h, g + f × h)+.
Comme φ+ est constante alors h et g+ f ×h aussi, c’est-à-dire, g = −h× f + b,
b ∈ R3.

Théorème B.0.3 (Darboux-Sauer). La rigidité infinétésimale est projective-
ment invariante : si f : S → R3 ⊂ RP 3 est une immersion, et A ∈ PGL4(R) =
Aut(RP 3) est une transformation projective telle que A◦f(S) ⊂ R3, alors A◦f
est infinitésimalement rigide si, et seulement si, f l’est.

Démonstration. On peut commencer par remarquer qu’il suffit de montrer qu’un
sens car il suffit de remplacer A par A−1 pour montrer l’autre sens.
PGL4(R) agit sur RP 7 par

A · (u : v) = (Au : tA−1v)

où u, v ∈ R4, A ∈ PGL4(R).
Cette action laisse stable Q :

∀(u : v) ∈ Q,∀A ∈ PGL4(R), q(A·(u : v)) = q(Au : tA−1v) = Au·tA−1v = u·v = 0

Elle laisse stable aussi P1 = P (R4 ⊕ 0) et P2 = P (0⊕ R4).
Cette action commute avec π1 : Q \ P2 → P1 (sur Q \ P2) :

∀(u : v) ∈ Q,∀A ∈ PGL4(R), π1(A · (u, v)) = (Au : 0) = A(u⊕ 0) = A(π(u : v)).

Par conséquent, pour A ∈ PGL4(R) et φ une immersion totalement isotrope
relevant f :

π1(A ◦ φ) = A(π1(φ)) = A ◦ f
i.e. A ◦ φ relève A ◦ f
Comme, de plus, pour tout p ∈ S,

dp(A ◦ φ) = dφ(p)A ◦ dpφ = A ◦ dpφ,

alors τp(A ◦ φ) = Aτpφ et donc A(φ+) = (A ◦ φ)+, ce qui est le résultat voulu.
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C Plongement de Plücker

Dans cette annexe, on va expliquer comment réaliser la grassmannienne comme
variété algébrique projective.

C.1 Algèbre extérieure

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif k.
On appelle pème puissance extérieure de E l’espace vectoriel

∧p
E,quotient de

E⊗p par le sous-espace vectoriel

Zp = Vect(x1 ⊗ . . .⊗ xp|xi ∈ E,∃m ̸= n, xm = xn)

(par convention,
∧0

E = k).
On note x1 ∧ . . . ∧ xp la classe d’équivalence de x1 ⊗ . . .⊗ xp.
Le passage au quotient conserve les propriétés d’associativité et de p-linéarité.
De plus, ∀u, v ∈ E, u ∧ v = −v ∧ u et donc

∀σ ∈ Sr, u1 ∧ . . . ∧ ur = ε(σ)uσ(1) ∧ . . . ∧ uσ(r)

On appelle algèbre extérieure la somme directe des puissances extérieures :

∗∧
E :=

⊕
p∈N

p∧
E.

On munit
∧∗

E d’une structure d’algèbre graduée grâce au produit :

(x1 ∧ . . . xp, y1 ∧ . . . ∧ yq) ∈
p∧
E ×

q∧
E 7→ x1 ∧ . . . ∧ xp ∧ y1 ∧ . . . ∧ yq ∈

p+q∧
E

Lemme C.1.1. Zp = Vect(x1⊗. . .⊗xp|xi ∈ E, {x1, . . . , xp} est une famille liée )

Démonstration. Posons V le membre à droite de l’égalité.
On a clairement Zp ⊂ V .
Réciproquement, soit x1 ∧ . . . ∧ xp ∈ V i.e. {x1, . . . , xp} est liée. On a donc un
i ∈ [[1, n]] et des λj ∈ k, j ̸= i tel que xi =

∑
j ̸=i λjxj et donc : x1 ∧ . . . ∧ xi ∧

. . . ∧ xp =
∑
j ̸=i λjx1 ∧ . . . ∧ xj ∧ . . . ∧ xp ∈ Zp

Cela nous permet de voir que
∧p

E = {0} si p > dim(E)

Proposition C.1.2. Soit B = {e1, . . . , en} une base de E.
Pour p ≤ n,{ei1 ∧ . . . ∧ eip , 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n} est une base de

∧p
E.

Démonstration. Comme la famille {e1⊗. . .⊗ep|ei ∈ B} est une base de E⊗p alors
le passage au quotient fait que l’espace quotient a comme base {e1∧ . . .∧ep|ei ∈
B, i ̸= j ⇒ ei ̸= ej}. En ordonnant les ei ; on obtient le résultat.

Corollaire C.1.3. dimk

∧p
E =

(
dimE
p

)
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En particulier, dimk

∧dimE
E = 1 (cela permet de définir le déterminant)

Corollaire C.1.4. Soient {e1, . . . , em}, {f1, . . . , fm} deux familles libres d’éléments
de E. Si Vect(e1, . . . , em) = Vect(f1, . . . , fm) alors e1 ∧ . . .∧ em et f1 ∧ . . .∧ fm
sont colinéaires.

Démonstration. Soit W = Vect(e1, . . . , em). Alors e1 ∧ . . . ∧ em, f1 ∧ . . . ∧ fm ∈∧k
W . Ce dernier ensemble étant de dimension 1, e1 ∧ . . . ∧ em et f1 ∧ . . . ∧ fm

sont colinéaires.

C.2 Plongement de Plücker

Définition C.2.1 (Plongement de Plücker). On appelle plongement de Plücker
l’application ψr,n : G(r, n) → P (

∧r
kn) qui envoie un sous-espace vectoriel W

de dimension r de kn de base e1, . . . , er sur [e1 ∧ . . . ∧ er]

Corollaire C.2.2. ψr,n ne dépend pas du choix de la base

On va maintenant montrer l’injectivité de ψr,n afin de justifier l’appellation
”plongement”

Proposition C.2.3. Soit W ∈ G(r, n) et {e1, . . . , er} une base de W . Alors
W = {x ∈ kn|x ∧ (e1 ∧ . . . ∧ er) = 0}

Démonstration. Posons EW = {x ∈ kn|x ∧ (e1 ∧ . . . ∧ er) = 0}. On remarque
que EW est un espace vectoriel et que W ⊂ EW .
Soit x ∈ EW ie x∧ (e1 ∧ . . .∧ er) = 0 et donc {x, e1, . . . , er} est une famille liée.
Comme {e1, . . . , er} est une base alors x ∈ Vect(e1, . . . , er) =W

L’injectivité de ψr,n en découle immédiatement.

La réciproque de la proposition C.2.3 est vraie :

Proposition C.2.4. Soit Λ ∈
∧r

kn tel que W = {x ∈ kn|Λ ∧ x = 0} soit de
dimension r. Alors ψr,n(W ) = [Λ]

Démonstration. Soit {e1, . . . , er} une base de W . On peut compléter cette base
en un base {e1, . . . , en} de kn.
On peut décomposer Λ sur la base associée de

∧r
kn :

Λ =
∑
p

λpei1p ∧ . . . ∧ eirp

Comme Λ ∧ ei = 0 alors Λ =
∑
p,ijp ̸=0 λpe1 ∧ ei1p ∧ . . . ∧ eirp .

Comme les e1∧ei1p∧. . .∧eirp forment une famille libre alors les λp correspondant
sont nulles. En itérant ce processus, on trouve que les scalaires correspondant
aux multi-vecteurs contenant ej pour j > r sont nuls et donc Λ = λe1∧ . . .∧ er,
ce qu’il fallait démontrer.
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C.2.1 L’image de ψr,n comme variété algébrique projective

Nous allons maintenant montrer que ψr,n(G(r, n)) est donnée par des équations
polynomiales . Pour cela, nous allons introduire quelques notations :

Notation C.2.5. On note I(r, n) l’ensemble des sous-ensembles de [[1, n]] à r
éléments que l’on aura ordonné.
Pour tout I = {i1 < . . . < ir} ∈ I(r, n) et P ∈ GLn(k), P ·[ei1∧. . .∧eir ] = [Pei1∧
. . . ∧ Peir ]. On étend l’action de GLn(k) en tout point de

∧r
kn, linéairement.

On note, de la même façon, l’action de GLn(k) sur la Grassmanienne G(r, n)
données par : P ·W = P (W ).
Pour tout I, J ⊂ [[1, n]], on note le nombre d’inversion ι(I, J) = {(i, j) ∈ I×J |i >
j}.
Enfin, les polynômes de Plücker PI,J , avec I ∈ I(r − 1, n) et J = {j1 < . . . <
jr} ∈ I(r + 1, n), sont données par :

PI,J(X) =
∑
i,ji /∈I

(−1)i+ι(I,ji)XI∪{ji}XJ\{ji}

où X = (XK |K ∈ I(r, n)) sont les indéterminées.

Lemme C.2.6. Soient W ∈ G(r, n), {v1, . . . , vr} une base de W et P =
(v1, . . . , vr) ∈ Mn,r(k). Alors

ψr,n(W ) =
∑

K={k1<...<kr}

∆K,[[1,r]](P )ek1 ∧ . . . ∧ ekr ,

où pour P = (pi,j), ∆I,J(P ) est le mineur det((pi,j)i∈I,j∈J)

Démonstration. Posons vi = (v
(1)
i , . . . , v

(n)
i ) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

v1 ∧ . . . ∧ vr =
n∑

k1=1

. . .

n∑
kr=1

v
(k1)
1 . . . v(kr)r ek1 ∧ . . . ∧ ekr

Par antilinéarité du produit extérieur,

v1 ∧ . . . ∧ vr =
∑

K={k1<...<kr}

(∑
σ∈Sr

ε(σ)v
(k1)
σ(1) . . . v

(kr)
σ(r)

)
ek1 ∧ . . . ∧ ekr

Lemme C.2.7. L’action de GLn(k) commute avec ψr,n

Démonstration. Si V ∈ G(r, n), {v1, . . . , vn} est une base de V et P ∈ GLn(k)
alors {Pv1, . . . , Pvn} est une base de P · V

Théorème C.2.8. ψr,n(G(r, n)) = {v = (vK)K∈I(r,n)|∀I ∈ I(r − 1, n),∀J ∈
I(r + 1, n),PI,J(v) = 0}
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Démonstration. ⊂ : Soient w = w1 ∧ . . . ∧ wr ∈ ψr,n(G(r, n)), A = (aij) la ma-
trice (w1, . . . wr), Li les lignes de A, (∆K)K∈I(r,n) les coordonnées de W dans
la base canonique de

∧r
W .

Soit I = {i1 < . . . < ir−1 et ji ∈ [[1, n]]. On considère i1 < . . . < ji < . . . < ir où
I ∪ jr est écrit dans l’ordre croissant.

(−1)ι(I,ji)∆I∪{vj} = (−1)ι(I,ji) det



Li1
...
Lji
...

Lir−1

 = det


Li1
...

Lir−1

Lji

 .

En développant sur la dernière ligne,

(−1)ι(I,ji)∆I∪{vj} =

s∑
r=1

(−1)r+saji,s det((ail,m)1≤l≤r−1,m ̸=s)︸ ︷︷ ︸
=∆I,[[1,r]]\{s}(A)=:δs

.

PI,J(w) =
∑
i,ji /∈I

(−1)i∆J\{ji}

r∑
s=1

aji,sδs =

r∑
s=1

(−1)rδs

r+1∑
i=1

(−1)i+s∆J\{ji}aji,s.

(on a pu étendre pour tous les éléments de J car les valeurs supplémentaires
sont nulles)
De plus,

0 = det

 aj1,1 . . . aj1,s aj1,s . . . aj1,r
...

ajr+1,1 . . . ajr+1,s ajr+1,s . . . ajr+1,r

 =

r+1∑
i=1

(−1)k+s∆J\{ji}aji,s

D’où PI,J(v) = 0.
⊃ : Soit [v] = [(vK)K∈I(r,n)] ∈ P (

∧r
kn) tel que :

∀I ∈ I(r − 1, n),∀J ∈ I(r + 1, n),PI,J(v) = 0.
Soit L = {l1 < . . . < lr} tel que vL ̸= 0. Soit σ ∈ Sn tel que σ(li) = i
croissante sur le complémentaire de L et Pσ la matrice de permutation as-
sociée. En développant les calculs sur le nombre d’inversions, on en déduit que :
∀I ∈ I(r − 1, n),∀J ∈ I(r + 1, n),PI,J(Pσ(v)) = Pσ−1(I),σ−1(J)(v) = 0.
Comme ψr,n commute avec l’action de GLn(k) alors on peut supposer L =
{1, . . . , r}.
Par homogénéité, on peut supposer vL = 1.

SoitA =


Ir

ar+1,1 . . . ar+1,r

...
...

...
an,1 . . . an,r


où ∀i ∈ [[r+1, n]],∀j ∈ [[1, r]], ai,j = (−1)r−jvL\{j}∪{i}.
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On va montrer que ∆K(A) = vK par récurrence sur le nombre d’éléments de
L ∩Kc.

— Si Card(L ∩Kc) = 0 alors K = L et ∆K(A) = 1 = vL
— Si Card(L ∩Kc) = 1 alors K est de la forme {1 < . . . < i− 1 < i+ 1 <

. . . < r < l} et donc :

∆K(A) = det

Ii−1 0r−i+1

0r In−r
ak,1 . . . ak,r

 = (−1)r+1ali = vL\{l}∪{i} = vK

— Soit s ≥ 2 et supposons la propriété vraie au rang s− 1. Soit K = {k1 <
. . . < kr} tel que Card(L ∩Kc) = s.
Alors,en développant le déterminant sur la kr ème ligne,
∆K(A) =

∑r
i=1(−1)r+iakr,i∆K\{kr},[[1,r]]\{i}(A)︸ ︷︷ ︸

=:mkr,i

.

De plus, si 1 ≤ i ≤ r, on obtient, en développant par rapport à la ième
ligne (qui est de la forme (0 . . . 1, 0 . . . 0) où le 1 est à la ième ligne),
∆I∪{i} = (−1)ι(I,i)(−1)r+imkr,i ( le (−1)ι(I,i) permet de réordonner la
matrice)
où I = K \ {kr}
Comme Card(L∩ (I ∪ {i})c) = s− 1 alors, par hypothèse de récurrence,
vI∪{i} = ∆I∪{i}. On a donc :

∆K(A) =

r∑
i=1

(−1)r+iakr,imkr,i =

r∑
i=1

(−1)r+i(−1)ι(I,i)(−1)r+iakr,i∆I∪{i}.

∆K(A) =

r∑
i=1

(−1)r+i(−1)ι(I,i)∆J\{i}∆I∪{i} où J = {1, . . . , r, kr}

∆K(A) = (−1)rPI,J(v) + vKvL = vK car vL = 1
Si on note v1, vr les colonnes de A alors v = ψr,n(Vect(v1, . . . , vr)).
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