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Introduction

La notion de base de Grébner d’'un idéal d’un anneau de polynémes a été introduite de maniére indépendante par
Heisuke Hironaka (qu’il nomma "bases standard”) et un peu plus tard par Bruno Buchberger (qu’il nomma ”Bases de
Grobner” en I'honneur de son directeur de thése Wolgang Grobner).

Une base de Grobner d’un idéal est une famille de "bons” générateurs de cet idéal afin de décrire plus facilement
celui-ci.

Dans ce mémoire, nous allons, & travers I’étude des bases de Grobner, traiter les quatre problemes suivants :

1. Ladescription d’un idéal : Peut-on trouver une famille génératrice préférée pour chaque idéal I C k[X4, ..., X,]?
. L’appartenance & un idéal : Soit f € k[X1,..., X,] et un idéal I := (fy,..., fs). Comment montrer que f € I'?

2
3. La résolution de systemes polynomiaux : Trouver les zéros communs dans k™ d’une famille de polynomes.
4

. Le probleme d’implicitation : Soit V' le sous-ensemble de k™ paramétré par : z; = g;(t1,...,tn),1 <i < n ol les
g; sont des polynomes ou des fractions rationelles. Peut-on trouver des équations polynomiales en X; décrivant
V7

En premier lieu, nous allons introduire la notion de base de Grobner et répondre aux problemes 1 et 2 grace, notamment,
a un algorithme de division généralisant I'algorithme d’Euclide pour les polynémes a une indéterminée. Nous allons
ensuite discuter de ’élimination des variables dans les systémes polynomiaux (afin de résoudre le probleme 3) et de
sa géométrie. Pour finir, nous allons utiliser ses résultats pour trouver les équations décrivant un ensemble dont on a
la paramétrisation.

Conventions et Notations

Dans ce rapport, k est un corps commutatif de caractéristique 0 et n un entier naturel strictement positif.

On considérera Panneau de polynémes k[X1,...,X,] & n indéterminées X1,...,X,, construit par récurrence comme
suit : Vp < n,k[X1, ..., Xpt1] = Ek[X1, ..., X,][Xp+1]. On pourra identifier cet anneau & celui des fonctions po-
lynomiales & n variables (grace & Uinfinité de k).

On appelle mondéme tout polynéme de la forme X' ... X2 ol ; € N que l'on abrégera X(@1mam) On notera A
I'ensemble des mondémes. Pour tout p € N et pour tout anneau commutatif A, on notera A[X]<, (resp. A[X]<,)
l’ensemble des polynémes de degré supérieur ou égal (resp strictement supérieur) a p.

On appelera base d'un idéal I une famille F' = (f1,..., fs) telle que I = (F).



1 Description des idéaux de k[Xj, ..., X,)]

1.1 Exemple introductif

On va commencer par traiter le cas simple de Panneau des polynémes & un indéterminée k[X]. k[X] est un anneau
euclidien et donc principal. De ce fait, on a un description simple des idéaux de k[X] qui sont tous engendrés par un
unique élément. De plus, grace a I’algorithme d’Euclide, on peut aisément vérifier ’appartenance d’un polynéme a un
idéal de k[X].

Soient I = (P) C k[X] et f € k[X]. En effectuant la division euclidienne de f par P, on a : f = PQ + R ol
deg(R) < deg(P). On a alors la caractérisation suivante : f € I <& R = 0. Ce qui régle les problemes 1 et 2 de
I'introduction pour k[X].

1.2 k[Xy,...,X,] est noethérien

Contrairement au cas a une indéterminée, lorsque n > 1, k[X1, ..., X,] n’est plus euclidien et méme plus principal (il
est, tout de méme, factoriel). Nous allons montrer ce résultat et afin de décrire ses idéaux, définir la notion plus faible
d’anneau noethérien qui convient mieux & k[X7, ..., X,]

Théoréme 1.1. k[Xy,...,X,] nlest pas principal pour n > 1.

Démonstration. Supposons, par ’absurde, que k[ X1, ..., X,] est principal et considérons I'idéal (X1, ..., X,,) qui serait
donc engendré par un polynéme P non nul. On a alors : degy, (P) < degy, (X;) = 0 pour i # j et donc degy, (P) =0
pour tout 1 < ¢ < n. On en déduit que P est un polynéme constant non nul. Comme P € (Xi,...,X,) alors
P(0,...,0) =0, d’oli une contradiction. O

Définition 1.2. Soit A un anneau commutatif. On dit que A est un anneau noethérien si tout idéal I de A est
engendré par un nombre fini d’éléments.

Dans la suite, on aura aussi besoin d’une autre caractérisation des anneaux noethériens
Proposition 1.3. Une suite croissante d’idéauzr d’un anneau noethérien est stationnaire.

Exemple 1.4. Tout anneau principal est noethérien car chaque idéal d’un anneau principal A est de la forme aA ou
a € A. En particulier, tout corps est noethérien (les idéaux d’un corps sont {0} et lui-méme).

Maintenant que nous avons la définition d’anneau noethérien, nous allons montrer que k[X7, ..., X,] est noethérien
grace au théoreme de transfert suivant :

Théoréme 1.5 (de la base de Hilbert). Soit A un anneau noethérien. Alors A[X] est aussi un anneau noethérien.

Démonstration. Soient I un idéal de A[X]. Soit J I'idéal engendré par les coefficients dominants des polynémes de
A[X] et pour tout d € N, J; I'idéal engendré par les coefficients dominants des polynémes de I de degré d.

Comme A est noethérien alors il existe x1, ..., 2z, € Ltels que J = (z1,...,x,) et pour tout d € N, y1 4, ..., Ymy,.a tels
que ‘]d = <y1,d7 M aymd,d>'

Il existe donc des polynomes q,...,Q, de I ayant pour coefficient dominant x; et pour tout d € N, il existe des
polynémes Ri g, ... Rm,.qa € I N A[X]<q dont le coefficient en X4 est, respectivement, Yi,dy - s Yma,d-

Montrons que I = (Q1,...,Qr,R11,---, By 1, s RNy -+, Ry v) 00 N :=max; deg(Q;).

Notons I’ cet idéal (inclus dans I car engendré par des éléments de T).

Pour montrer 'inclusion réciproque, il suffit de montrer que, pour tout d € N, I N A[X].q C I'. Montrons donc,par

récurrence, que la propriété VP € I,deg(P) < d= P € I’ est vraie pour tout d € N.

Initialisation : Sid =0, INA[X]<o = {0} C I’ (car 0 est le seul polynéme de degré strictement négatif et 0 est dans

tout idéal de A[X])

Hérédité : Soit d € N et supposons que tout polynome de I de degré strictement inférieur & d appartient & I'.

Soit P:=Y¢_ arX* € I,a4 # 0.

— Sid < N —1 alors ag € Jg, il existe donc Aq,..., A\, tel que ag = ka:dl AkYk,d. On en déduit que T :=

P - Z;nzdl Ap Ry q est de degré strictement inférieur & d. Comme P et les Ry, 4 sont dans [ alors T aussi et par
hypothese de récurrence, 7' € I’. Comme les Ry, 4 sont aussi dans I’ alors P =T + Y ;"% ARy q est dans I'.



— Sid > N, alors ag4 € J,il existe donc Aq,..., A\, € A tel que a =Y, Az, et donc P — > )", \; X d=deg(Qi) ),
est de degré strictement inférieur & d. On en déduit de la méme fagon que dans le cas précédent que P € I'.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout d € N, IN A[X |4 C I'.
On en déduit que I C I’ et donc I = I’. Ce qui nous permet de conclure que I est engendré par un nombre fini
d’éléments.

Ce qui montre que A[X] est donc noethérien. O
Corollaire 1.6. k[X1,...,X,] est un anneau noethérien.
Ce qui cldt le probléme 1 de l'introduction : la description des idéaux de k[X7, ..., X,]

2 Algorithme de division

Nous avons rappelé, dans la premiére section, que l'on a la caractérisation suivante dans k[X] : pour tout idéal I := (P)
et pour tout f € k[X], on peut écrire f sous la forme QP + R (grace a l'algorithme d’Euclide) ou deg R < deg P et
fele R=0.

Pour le cas général, pour montrer que le polynéme f de k[X1,...,X,] appartient & un idéal I := (f1,..., fs), nous
allons décrire un algorithme permettant d’écrire f sous la forme Y g; f; + r. Avant cela,en analogie & 1’algorithme en
une indéterminée, il nous faut définir un ordre, afin qu’a chaque étape, on puisse dire que le "terme dominant” du
reste est strictement inférieur a celui d’avant (celui sur k[X] est X™ > X™ < n > m). Cet ordre doit étre, de plus, un
bon ordre pour ne pas avoir de suites infinies strictement décroissantes et donc pour que l'algorithme finisse.

2.1 Ordres monomiaux
2.1.1 Définitions

Définition 2.1. Un ordre monomial est une relation d’ordre total > de .# telle que :
1. Ya, 8,7 € N*, X® > X# = X7 > XB+7(compatibilité avec le produit)
2. > est un bon ordre
On peut remarquer que l'ordre induit par le degré dans k[X] est un ordre monomial.
On peut ensuite définir quelques termes associés a un ordre sur les polynoémes.
Définition 2.2. Soit P :=)  p,X* € k[X;,...,X,] et > un ordre monomial.
. Le monéme dominant de P est : LM(P) := max{X® € .#|p,, # 0}
. Le multidegré de P est 'élément de N™, noté multideg(P), tel que X™tidee(P) — M1 (P)

1
2
3. Le coefficient dominant de P est LC(P) := pruitideg(P)
4. Le terme dominant de P est LT(P) := LC(P) - LM(P)

2.1.2 Exemples d’ordres monomiaux

Nous allons maintenant donner quelques exemples d’ordres monomiaux et en premier lieu, 'ordre lexicographique que
nous allons utiliser pour 1’élimination.

Définition 2.3 (Ordre lexicographique >;.,). Soient a, 3 € N™ alors X® >;., X7 si, et seulement si, a = 3 ou le
premier coefficient non nul en lisant par la gauche de o — 8 est positif.

Proposition 2.4. >, est un ordre monomial.

Démonstration. Montrons, par ’absurde, que >;., est un bon ordre.

Supposons donc que >, n’est pas un bon ordre et donc qu’il existe une suite u := (X(‘“ﬂ'"'V‘IW'))Z.eN strictement
décroissante.

On en déduit que la suite (a1 ;)ien est décroissante (sinon u ne serait pas décroissante) et est donc stationnaire car N
est bien ordonné. Alors il existe N1 € N tel que Vp > N, us , = uq,n,. Considérons maintenant la suite (az,;)i>n, - Elle
est décroissante et donc stationnaire,et ainsi de suite...



On construit, de cette facon, une suite (N;);>1 telle que : Vi € N*,Vn > N;, u;, = w;n,.On en déduit que Vp >
N,,Vi € [1,n],u;p = u; N, ou encore Vp > N, X¥prtine = XULNnoUnNoce qui est contradictoire avec la stricte
décroissance de u. O

Les deux ordres suivants comparent les degrés totaux des monomes.

Définition 2.5. Le degré total du monome X7 ... X" est [(aq,...,a0)] == > i a;
Le degré d’un polynéme f € k[Xq,..., X,] est le maximum des degrés totaux des monomes le constituant.

Définition 2.6 (Ordre lexicographique gradué >g.jc.). Soient o, 8 € N™ alors X > e XP si, et seulement si,
la| > 18] ou (la| = |B| et & =100 B).

Définition 2.7 (Ordre lexicographique gradué renversé >g,cyier). Solent o, 8 € N alors X* > rciien XP si, et

seulement si, |a| > |8] ou (|a| = |B| et le premier coefficient non nul en lisant par la droite de 8 — « est positif).

La différence entre ses deux ordres est dans la maniere ou ils départagent les égalités entre monémes de méme degré
total : le premier se base sur 'ordre lexicographique et le second sur un ordre lexicographique "renversé”, dans le sens
ou il commence par la droite et regarde la premiere entrée négative de o — 3.

Exemple 2.8. On va comparer les polynomes f = X272%,g = X2Z et h = XY?2Z de k[X,Y, Z] avec ces trois différents
ordres : f Zlex 9 Zlex haf >grlez h >grlez g, h >grevlem f >grevle:c g

2.2 Algorithme de division
Dans ce paragraphe, nous allons énoncer et démontrer I’algorithme de division.
Lemme 2.9. Soit f,g € k[X1,...,X,] tels que LT(f) = LT(g) alors LM(f — g) < LM(f) = LM(g)

Démonstration. Soient o, 1,...,0 € N, p € k", p;,q; € k tels que : X* > X > ... > X% et tels que f =
PXY4+Y pa, X% et g = pX 4> qo, X alors LM(f—g) = LM} (pa; —¢a,; ) X ) < Xt < X* =LM(f) =LM(g9) O

Lemme 2.10. Soit f € k[X,,...,X,], a € N" et p € k*. Alors LT (pX® f) = pX* LT(f)

Démonstration. Soit f = > a; X" et posons 3 := LM(f).
Alors LT (pf) = pagX”? = pLT(f) et LT(X*f) = agXP+t® = X*LT(f) car si, pour tout | € N*, X! < X# alors, par
compatibilité de 'ordre monomial avec le produit,vl € N*, Xito < xoth

O
Théoréme 2.11 (Algorithme de division). Soit > un ordre monomial et (f1,...,fs) un s-uplet de polynome de
k[X1,...,X,]. Alors tout polynéme f de k[Xi,...,X,] peut s’écrire sous la forme f = Y0  a;fi +r o a; €

k[X1,...,Xn] et r est une combinaison linéaire de monémes qui ne sont pas divisibles par les LT(f;)

Algorithme 1 Algorithme de division
Entrées :  f1,...,fs, f

Sortie :  aq,...,as,7
a;:=0;...5a5:=0;7:=0
p:=f
Tant que p # 0 faire

i1:=1
div :=false

Tant que ¢ < s et div = false faire
Si LT(f;)| LT(p) alors
a; :=a; + LT(p)/ LT(f;)
p:=p— (LT(p)/ LT(f:))f:




Sinon
1:=1+1

fin Si

fin Tant que

Si div=false alors
r:=r+LT(p)
p:=p—LT(p)

fin Si

fin Tant que

Démonstration. Pour montrer ce théoreme, nous allons montrer que 'algorithme ci-dessus donne le bon résultat et
finit pour tout polynome mis en entrée de l’algorithme.
Remarquons tout d’abord que lors de chaque itération de la boucle, une de ses deux instructions est exécutée :

1. Si LT(f;)|LT(p) alors on fait la division de p par f;
2. Sinon on ajoute LT(p) & r (et on retire LT (p) & p).
Montrons d’abord que ’algorithme s’arréte i.e. il existe une étape ou p = 0.
Pour cela, montrons que la suite des monémes dominants des différentes valeurs de p est strictement décroissante tant

que p # 0. Si Palgorithme ne s’arrétait pas, on aurait alors une suite infinie strictement croissante ce qui contredirait
le fait que > soit un bon ordre.

LT(p) fi
() i
Si cette valeur est nulle alors l’algorithme s’arréte sinon, grace a 1’égalité obtenue avec le lemme [2.10| :

LT (51?((]2))) = EJTT((;’J) LT(f;) = LT(p) car II“TT((") € k* . Alors, d’apres le lemme on a que LM (p') < LM (p).

-Sinon, p prend la valeur p — LT(p). Par le méme argument que précédemment, LM (p — LT(p)) < LT(p).

Ce qui permet de conclure.

Montrons maintenant qu’a chaque étape que f=>""_ja;f; +p+r.

Initialisation de 1’algorithme (”0éme itération”) : Comme a; = ... =as =r =0 et p = f alors 1’égalité est vérifiée.
Hérédité : Soit n € N et supposons qu’a la neéme itération de la boucle =X gaifi+p+r=>7_, inj Gifitafi+p+r
pour tout j € [1,n] alors :

-Si on fait une division (par f;) alors p prend la valeur p’ :=

- si on fait une division ( p avec f;) alors : la nouvelle valeur p’ de p est p — LT((}D ) f; et celle de a; est a =a;+ LT((;’ ))

Zf:o,i;éj aifi+difi+p +r = Zf:o,i;éj aifi + (aj + IIJ’;F(;))) fi+p- LT(p)fJ +r
=Y ic0izj @ifi tajfj+p+r=Ff.
-sinon, f =320 s aifi +aif; +p4r =300, aifi +ajfj + (0 — LT(p)) + (r + LT(p)).
On finit par obtenir que,lorsque p = 0 (et on sait que cela arrivera), f = Zle a; f; +r ou r est, par définition, une
somme d’éléments non divisibles par les LT(f;) O

et donc :

Cet algorithme ne permet pas de savoir, en général, si un polyndéme appartient a un idéal. En effet, le reste dépend
du s-uplet choisi et dans quel ordre sont les polynomes de celui-ci, comme l’illustre cet exemple.

Exemple 2.12. Soient f = X2+ Y? + 22 -4, g=Y?+2Z2 —5¢et h = XY — 1 trois polynémes de k[X,Y, Z] et
appliquons au polynéme P =Y Zf — Y g+ 2Zh I’algorithme de division pour l'ordre lexicographique.

— Avec la famille (f, g,h), on obtient P =2Zf + (XZ - Y)g+ (—2XZ3+5XZ -YZ)

— Avec la famille (h, g, f), on obtient P=YZf —-Yg+2Zh
Ce phénomene n’existe pas lorsque les f; forment une ”base de Grobner” que l'on étudiera dans la section prochaine.

3 Bases de Grobner

Dans cette section, nous allons commencer par définir et donner quelques propriétés des bases de Grobner. Puis nous
allons énoncer 'algorithme de Buchberger permettant de créer une base de Grébner a partir d’une base d’un idéal.



3.1 Généralités

Notation 3.1. Soit I un idéal de k[X}, ..., X,,] non nul.
LT(I) est 'ensemble des termes dominants des polynémes de I i.e. LT(I) := {LT(f)|f € I}.

Définition 3.2. Soit > un ordre monomial. Un sous-ensemble G = {g1, ..., gs} d’un idéal I est une base de Grobner
st (LT(I)) = (LT(g1), - -, LT(gs))-

On va commencer par montrer qu’une base de Grébner de I est effectivement une base de 1.

Lemme 3.3. Soit I := (X%|a € A) un idéal de k[X1,...,X,]. Alors XP € I si, et seulement si, il eriste un o € A
tel que X“divise X°.

Démonstration. = Si X? € I alors il existe une famille de polynémes Pi,...,P; € k[Xi,...,X,] et d’exposants
a1, a5 € Atelle que XP =37 | PXO

On peut alors remarquer, en utilisant les expressions P; := Y p; o X, que X7 est de la forme Zver py X7 ou I :=
{y €N"3pe N, Ji € [1,s],y = a; + p}. Et donc X — D oer Py X7 =0 (%)

0siy#p

. (dans
1 sinon

Comme k[X1,...,X,] est un k-espace vectoriel de base canonique ., on déduit de (x) que p., =

le cas contraire, on aurait une combinaison linéaire (d’élément d’une base) nulle & coefficients non nuls). On en déduit
que $ €T et donc qu'il existe un p € N” et un i € [1,s], 8 = a; + p c’est-a-dire qu'il existe un i € [1, s] tel que X*
divise X7. O

Proposition 3.4. Soient > un ordre monomial et I un idéal de de k[X1,...,X,]. Toute base de Grébner de I est
une base de I.

Démonstration. Soit I unidéal de k[X1,..., X,,] nonréduit & {0} et g1,...,gs € I tels que (LT(I)) = (LT (g1),...,LT(gs)).
Comme les g; appartiennent a I alors I’ := (g1, ...,gs) C 1. Montrons I'inclusion réciproque :
Soit f € I. Si f = 0 alors, comme I’ est un idéal, f € I'.
Supposons done f # 0. Comme LT(f) € (LT(I)) alors il existe un 4 tel que LT(g;) divise LT(f) (d’apres le lemme
et donc f — E;F((Ji))gi € I (car f et g; sont dans I).
En itérant ce raisonnement, on obtient que le reste de la division de f par gi,...,9s est nul car tous les termes
dominants de polynéme de I sont divisibles par un LT (g;). On en déduit que f est de la forme > g;h; et donc f € I'.
O

Cette démonstration nous montre aussi que tout idéal de k[X1, ..., X,] non réduit & {0} a une base de Grobner car
la base {g1,...,9s} est une base de Grobner par construction.

Nous allons maintenant montrer la propriété des bases de Grobner promise a la fin de la section précédente : I'unicité
du reste de la division par une base de Grébner.

Proposition 3.5. Soit G = {g1,...,9s} une base de Grébner dun idéal I de k[X1,...,X,] et f € k[X1,...,Xn].
Alors il existe un unique r € k[ X1, ..., X,] vérifiant :

1. Tous les termes de r ne sont divisible par aucun des LT (g;)

2. Il existe g€ I tel que f=qg+7r

Démonstration. L’algorithme de division nous donne 'existence d’un tel r. Montrons son unicité.
Supposons, par 'absurde, 'existence de deux restes ry et rq, 11 # ro vérifiant (1) et (2).
f=g+m
f =gzt
(LT(g1),...,LT(gs)) et donc LT (ry —r3) est divisible par un des LT(g;) (cf Lemme [3.2)). On obtient donc une contra-
diction car aucun terme de ry et 7o n’est divisible par des LT(g;). D’ou 71 = ro.

Alors : et donc 1 —ro = g1 — g2 € I. D'olt, comme r; # ro alors LT(r1 — rq) € (LT(I)) =

O

Corollaire 3.6. Soit G = {g1,...,9s} une base de Gréobner d’un idéal I de k[X, ..., X,] et f € k[Xq1,...,X,]. Alors
f €1 si, et seulement si, le reste de la division de f par G est nul.



Ce corollaire nous permet de répondre au probleme 2 de lintroduction : I'appartenance d’un polynéme a un idéal
donné. Maintenant pour pouvoir appliquer ce corollaire, on va énoncer une caractérisation des bases de Grobner plus
maniable que celle de la définition.

Notation 3.7. On notera ?F le reste de f par la famille F = (fy,..., fs).
Si F' est une base de Grobner, on peut juste considérer F' comme un ensemble.

Définition 3.8. Soient f,g € k[X1,...,X,] des polynoémes non nuls.

1. Posons multideg(f) = (aq,...,ay) et multideg(g) = (B1,...,Bn). Soit v = (y1,...,7) ot v; = max(ay, 5;).
X7 est appelé plus petit multiple commun de LM(f) et LM(g) et noté PPCM(LM(f),LM(g)) := X7.

2. Le S-polynoéme de f et g est le polynéme : S(f,g) := %(Vf)f — %g
Une obstruction au fait que {f1,..., fs} soit une base de Grobner est que le monéme dominant d’une combinaison
de fi, 3" «;f; ne soit pas une combinaison de ceux des LT(f;). Pour cela, il est nécessaire que > LT(ayfx) = 0. Les

S-polynoémes vérifient cette égalité et nous donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu’il n’ait pas cette
obstruction.

Théoreéme 3.9. Soit I un idéal de k[X1,...,X,]. Alors une base G = {g1,...,gn} de I est une base de Grobner de
— G
I si, et seulement si, pour tout couple (i,7), i # j, S(gi,9;) =0

On admettra ici ce théoréme.

3.2 Algorithme de Buchberger

Maintenant que 'on a une caractérisation simple a vérifier d’'une base de Grobner, on va ['utiliser afin de créer un
algorithme permettant d’en construire une. On va présenter ’algorithme dit de Buchberger créé par celui-ci. Cet

. . N N = F . N
algorithme consiste, pour un ensemble F' de polynémes, & calculer tous les restes S(g;,g,) et les ajouter & ensemble
s’ils sont non nuls et recommencer avec le nouvel ensemble obtenu jusqu’a ce que cela stationne.

Théoréme 3.10. Soit I := (f1,..., fs) un idéal non nul de k[X1,...,X,]. Alors on peut construire, en temps fini,
une base de Grobner de I grace a l'algorithme suivant.

Algorithme 2 Algorithme de Buchberger
Entrées : F = (f1,...,[s)
Sortie :  Une base de Grobner G = (g1,...,9;) de I, avec F C G
G:=F
Répéter
G =G
Pour chaque paire {p, ¢} € G2, p # q faire

S:=5(p,q)
Si S # 0 alors
G:=GU{S}
fin Si
fin Pour
Jusqu’'a G =G

Démonstration. Tout d’abord, on peut remarquer que G C I a chaque étape de ’algorithme car pour tout polynéme

p,q € I, S(p,q) est de la forme fp+ gq et est donc dans I. De ce fait, S := S(p, q)G appartient a I et donc GU{S} C I.
Montrons maintenant que l’algorithme termine, c’est-a-dire que I'on a obtenu un ensemble G tel que pour tout p,q €
G, S(p, q)G = 0 c’est-a-dire une base de Grébner.

Considérons pour cela la suite (G;), en définie comme la suite d’ensemble obtenu grace & cet algorithme.

Comme pour tout j € N, G; C G, alors (LT(G;)) C (LT(Gj41)). De plus, si G; # Gj41 alors (LT(G;)) #
(LT(Gj41)). En effet, si r € G471 \ G; alors, par définition du reste, LT(r) n'est pas divisible par aucun des éléments



de G, et donc n’appartient pas a LT(G;). De plus, comme k[X7,..., X, ]est noethérien alors la suite ((LT(G;)))
croissante est stationnaire (c.f. propriété ) et donc la suite (G;) est stationnaire, ce qui montre que lalgorithme
termine. O

La base de Grobner obtenue par cet algorithme contient trop d’éléments que nécessaire comme l'illustre cet exemple :

Exemple 3.11. Lorsqu’on calcule une base de Grobner pour l'idéal (X? +Y?2 4 Z% —4,Y2+222 -5 XY — 1), on
obtient la famille G = {X2+ Y2+ 22 -4, V242225 XY —1, X ~YZ2+Y,2X 22 ~5X +Y, —Z4+7/22% —3,2Y 25 —
12Y Z% +47/2Y 2% — 15Y, —2Z* +72% — 6,-Y Z* + 7/2Y Z% — 3Y'}. On peut remarquer que X2 +Y? + 72 — 4 =
V24222 -5+ (Z2-1)(XY - 1)+ X(X =Y Z2+Y) et que G\ {X2+Y?2+ Z2 — 4} est toujours une base de Grébner.

Le lemme suivant généralise cette remarque :

Lemme 3.12. Soit G une base de Grobner d’un idéal I de k[X,,...,X,] et P € G tel que LT(P) € (LT(G \ {P})).
Alors G\ {P} est une base de Grébner de I.

Démonstration. Comme G est une base de Grobner de I alors (LT(G)) = (LT(I)). Si LT(P) € (LT(G \ {P})) alors
(LT(G\ {P})) = (LT(G)) = (LT(I)), d’ott G \ {P} est une base de Grébner de I. O

En itérant ce processus, on obtient une base de Grobner minimale :

Définition 3.13. Une base de Grobner minimale G d’un idéal I de k[X1, ..., X,] est une base de Grébner de I telle
que :

1. VP e G,LC(P) =1
2. VP € G,LT(P) ¢ (LT(G\ {P}))

Cependant pour un idéal donné, on n’a pas 'unicité de la base de Grébner minimale, comme l'illustre cet exemple :

Exemple 3.14. Soit I := (X? XY,Y? — 1/2X) alors les familles G, = {X? + aXY, XY,Y? — 1/2X} sont des bases
de Grobner minimales de I pour tout a € k.

L’unicité est perdue & cause du fait qu'il y a des monoémes d’un élément f de la base de G, qui sont dans G\ {f}. La
notion de base de Grébner réduite permet de contourner ce probleme.

Définition 3.15. Une base de Grébner réduite G d’'un idéal I de k[X7,..., X,,] est une base de Grobner de I telle
que :

1. VP e G,LC(P) =1
2. Pour tout P € G, aucun monoéme de P n’appartient & (LT(G \ {P})).

On obtient ainsi 'unicité voulue :

Proposition 3.16. Soit I un idéal non nul de k[Xy,...,X,]. Alors, pour un ordre monomial fizé, I a une unique
base de Grobner réduite.

Démonstration. Soit I un idéal non nul de k[X7, ..., X,].

Commengons par montrer ’existence d’une base de Grébner réduite d’un idéal 1.

Soit G une base de Grobner minimale de I. g € G est dit réduit pour G si aucun monéme de g n’est dans (LT(G \ {g})).
On peut remarquer que g est aussi réduite pour n’importe quel base de Grobner minimale G’ telle que (LT(G)) =
(LT(G).

Pour g € G, posons ¢’ := g M9} et G’ := (G \ {g})U{¢’}. Montrons que G’ est une base de Grébner minimale pour 1.
Comme G est une base de Grébner minimale alors LT(g) ¢ (LT(G \ {g})) et donc lorsqu’on divise g par G \ {g},
LT(g’) est ajouté au reste. De ce fait, LT(g) = LT(¢’) et donc (LT(G)) = (LT(G")). Comme ¢’ € T alors G’ C I et
donc G est une base de Grobner de I. De plus, la minimalité de G’ se déduit de celle de G et ¢’ est réduit pour G’
par construction (grace & la condition sur le reste de l'algorithme de division)

En itérant ce procédé pour tous les éléments de G, on finit par obtenir une base de Grobner réduite G’ car tous les g
sont réduits pour G’ (grace & la remarque faite au début de la preuve).

Montrons maintenant 1'unicité.

Soit GG, G deux bases de Grobner réduites de 1.



Montrons tout d’abord que LT(G) = LT(G). Comme G et G’ sont des bases de Grébuer de I alors (LT(G)) = <LT(C~7')>

Soit g € G alors LT(g) € (LT(G')) et donc d’apres le lemme il existe ¢’ € G tel que LT(g') divise LT(g). De la méme
fagon, comme LT(¢") € (LT(G)) alors il existe g" € G tel que LT(g”) divise LT(g’) (et donc LT(g). Par minimalité de

G et G', LT(g) = LT(¢’) = LT(¢"”) et donc LT(g) € G'. D’ott LT(G) C LT(G). Par symétrie de role, LT(G) = LT(G).
Soit g € G alors il existe un élément g tel que LT(g) = LT(g). Pour montrer que G = G, il suffit de montrer que g = g.
Comme G est une base de Grobner de I et que g — g € I alors g — §G = 0. Comme G et G’ sont réduites, alors aucun

~ —=G ~
mondme de g — g n’est divisible par un élément de LT(G) d’ou par lalgorithme de division, g — g = g — g et donc
9-9=0 [

On en déduit un critere d’égalité entre idéaux :

Corollaire 3.17. Soient I,.J deuz idéaux non nuls de k[X1,...,X,]. Soient G, H deuz bases de Gréobner réduites de
respectivement I, J. Alors G =H < I = J.

Exemple 3.18. Soit f, g, h définie dans ’exemple Alors la base réduite de (f,g,h) est : {X —YZ?2 +Y, Y2 +
27% —5,72% ~17/22% + 3}

4 Résolution de systemes polynomiaux
Dans cette section, nous allons étudier comment utiliser les bases de Grobner afin de résoudre les systemes d’équations

polynomiales. On va commencer par donner ’exemple des polynomes de degré 1 qui peuvent se résoudre avec le pivot
de Gauss et voir que les idées du pivot peuvent se généraliser pour toutes familles de polynémes.

4.1 Exemples préliminaires

Comme dit plus haut, lorsque les f; sont des polynémes de degré 1, on peut résoudre les systémes de la forme

filzy,...,2) = 0,1 < i < s (%) en utilisant le pivot de Gauss. Le systéme (x) se résume & : AX = B ol A est
la matrice représentative de la partie linéaire de (f1,..., fs) et —B sa partie constante. Avec le pivot de Gauss, on
obtient une matrice échelonnée A et une colonne de constante B telles que : (x) & AX = B = ¥(by,...,bs). Ce qui

nous permet de trouver les solutions de (x) :
Soit r = rg(A)(< min(n, s))
— Sl existe un by, # 0 avec k > r alors (*) n’a pas de solution.
— Si r < n alors on peut exprimer les r premieéres coordonnées des solutions de (%) grice aux n — r derniéres.
L’ensemble des solutions de (*) est un espace affine de dimension n —r.
— Sir =n alors (x) admet une seule solution.

On peut voir que le pivot de Gauss consiste a obtenir, a partir des polynéomes données au départ, des polynomes
ayant une variable en moins puis continuer jusqu’a ce que l'on obtienne un systéme échelonné. On "remonte” ensuite
le systeme afin de trouver les solutions du systeme.

Dans la suite, nous allons montrer le théoreme d’élimination qui va nous permettre d’éliminer les variables dans les
systeme polynomiaux et ensuite le théoreme d’extension pour obtenir les solutions dudit systeme a partir de celles
obtenues par les sytémes ayant des variables éliminées.

Voici un exemple illustrant cette idée pour des polynémes non linéaires :

22 —yz=4
Considérons le systeme : < y2 —xz =05 et son idéal associé <X2 ~YZ-4,Y?>-XZ-5,7%> - XY — 6>.
22—y =26

Lorsque l'on calcule la Base de Grobner réduite de I, on obtient {X +7/82,Y —1/16Z, Z* —256/45}, on remarque que
I’on a obtenu des polynomes de 'idéal ot 'on a éliminé les variables et que ’on peut résoudre le systéme en partant
de I'équation 22 = 256/45 ot1 I'on a éliminé X et Y et en complétant ses solutions {416/(3v/5)} avec les deux autres
équations. On obtient donc les deux solutions du systeme : {#+(—14/(3v/5),1/(3v/5),16/(3v/5))}.



4.2 Théoréeme d’élimination

Définition 4.1. Soit I = (f1,..., fs) un idéal de k[X1,...,X,]. On appelle peme idéal d’élimination de I I'idéal I,
de k[Xpy1,...,X,] définit par : I, = k[Xpi1,..., X, NI, 0<p<n—1

Théoréme 4.2 (d’élimination). Soit I un idéal de k[X1,...,X,] et G une base de Grobner de I selon ordre lexico-
graphique (que l'on notera ici seulement > ). Alors, pour tout p € [0,n], Uensemble G, = GNk[Xpt1,...,Xy] est une
base de Grobner du péeme idéal d’élimination Ip,.

Démonstration. Soit p € [0,n]. Posons G = {g1,...,gm} et telque G, = {g1,...,9r} (quitte & renommer les éléments).
Montrons que G, est une base de Ip,.

Comme G, C I, (car G C I) alors (G,) C I,. On peut écrire, grace a I'algorithme de division, f € I sous la forme
f= ZZL:1 h;g;, absence de reste est assuré par le fait que G est une base de Grobner de I et f € 1.

Or pour tout p > 7,LM(g;) > XP*! > LM(f) et donc aucun terme de f ne peut étre divisible par un LT(g;).
L’algorithme n’incrémente pas les h,(avec p > r) et donc ceux-ci sont tous nuls.

Dou, f =Y ;_, hig; et donc f, € (Gp), ce qui finit de montrer I'égalité (G,) = I,,.

(Le méme argument permet de montrer que si f € I, ?G = TGP (%) ).

Montrons maintenant que G est une base de Grobner de I,,. Il suffit, pour cela, de montrer que pour tout 1 <i < j <,

-G

S(gi,9;) " =0.

Soit 4,5 € [1,7],i < j. Comme S(g;,9;) est de la forme Pg; + Qg; (P,Q € k[Xpi1,...,X,]) et I, est un idéal alors
G —G

S(gi,g5) € I, C I d’out comme G est une base de Grobner alors S(g;,9;) = 0 et donc d’aprés (x), S(gi,9;) =0

Ce qui permet de conclure. O

Exemple 4.3. Avec les f, g, h de 'exemple le premier idéal d’élimination est :
L=(X-YZ?+Y,Y?+22% —5,7Z* = 7/2Z% + 3) et le second I = (Z* — 7/2Z% + 3)

Lorsque l'on a calculé le (n — 1)éme idéal d’élimination, on obtient lorsqu’il n’est pas réduit & {0}, un idéal de la forme
(P) (car k[X,] est principal) et donc un nombre fini de solutions. On va essayer d’étendre les solutions partielles des
idéaux d’élimination en des solutions de I’idéal de départ. Pour cela, on va commencer par présenter des résultats sur
les résultants qui vont permettre de montrer le théoreme d’extension.

4.3 Résultant

Soient A un anneau commutatif intégre et K son corps de fractions.

Soient f € A[X] et g € A[X]. Soient p,q € N, tels que p > deg f et ¢ > degg.

Soit s 4 K[ X]<q X K[X]|<p = K[X]|<ptq U'application linéaire définie par : V(u,v) € K[X]<q X K[X]<p, p(u,v) =
fu+ gv.

On appelle matrice de Sylvester la matrice associée & l’application ¢y, dans la base B = ((X?,0), (0, X7)[0 < i
q—10<j<p-1)de K[X]., x K[X]<, et dans la base canonique de K[X],, que 'on notera Syl, ,(f,g)-
On notera Resy 4(f, g) le déterminant de Syl, ,(f,g). On appelle résultant de f et g I'élément Resqeg(f),deg(g)(f59)-

IN

Notation 4.4. — On note Z(I) 'ensemble des zéros communs a tous les polynémes de I i.e.
Z(I):={a € k"Vf eI, f(a) =0}.
— Soient f,g € k[X1,...,X,]. On note par Syly, (f,g), Resx,(f,g) la matrice de Sylvester (resp. résultant) de f
et g vus comme polynémes de k[X1,..., X; 1, X;41,..., X[ Xi]

Proposition 4.5. Res(f,g) € (f,9) Nk[Xs,..., X, ] =1

Démonstration. Res(f,g) € k[Xa,...,X,] car le déterminant est polynomial en les coordonnées de la matrice et les
composantes de Syl(f, g) sont dans k[Xa,..., X,].

Montrons maintenant que Res(f, g) € (f, g).

Notons M la matrice de Sylvester de f et g. Alors M* Com(M) = det(M)Igeg(f)+deg(q) (*) ot Com(M) est la matrice
des cofacteurs de M.

Comme les cofacteurs de M sont dans k[Xo, ..., X,] (car ceux-ci sont polynomiaux en les coordonnées) alors Com (M)
est dans Maeg(f)tdeg(g) (F[X2, ..., Xn]). Donc, en posant M = (C1,..., Ceg(f)+deg(g))s ON a, d’apres (x), MC, =
t(det(M) 0 ... 0).

En notant par ¢ I'élément de (k[Xa, ..., X,])[X]cdeg(g) X (E[X2, ..., Xn])[X]<deg(s) de colonne de coordonnées C dans
la base B définie plus haut, on a : @y ,(c) = det(M), ce qui permet de conclure. O
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Sif=a1(Xo,....,Xn) X1 +a0(Xa,...,Xpn) et g=01(Xa,...,X,) X1+ bo(Xs,...,X,) sont des polyndomes de degré 1
alors leur résultant est agb; — a1bg, ce qui est le méme résultat que I’on obtient lorsqu’on applique le pivot de Gauss
afetg.

Exemple 4.6. En reprenant les polynémes de l’exemple on a P := Resx(f,9) = ¢%, Q := Resx(f,h) =
Y4 +Y2Z2 — 4Y? + 1. Ensuite on a Resy (P,Q) = 428 — 2825 + 732* — 847% + 36 = 4(Z* — 7/2Z% + 3)?

Proposition 4.7. — Sip=deg(A) et ¢ =deg(B) alors, par définition, Res(A, B) = Res,, (A, B)
— Sip=deg(A) et q > deg(B) alors Res, 4(A, B) = ((—1)Pa,)? 998 Res(4, B)
— Sip > deg(A) et ¢ =deg(B) alors Resp (A, B) = bg_degA Res(A, B)
— Sip>deg(A) et ¢ > deg(B) alors Resy 4(A,B) =0

Démonstration. On écrit la matrice de Sylvester et on développe le déterminant en ligne. O

Théoréme 4.8. Supposons le corps K algébriquement clos. Alors Res(A, B) = 0 si, et seulement si, les polynéomes
A et B ont une racine commune.

Théoréme 4.9. Soient f = Y0 fi(Xo,.... X0) X1, f = Ym0 9i(Xa, ..., X)) X) € k[X1,...,X,]. Soit c € k"L
Alors Resy, (f,9)(¢) = Resy o (7(X,), g(X1, ).

Démonstration. Considérons le morphisme d’anneaux ¢ : k[X1,..., X,,] = k[X1] défini par: Vf € k[X1,..., Xp], o(f) =
f(Xla C)'

On a donc Resx, (f, 9)(c) = ¢(Resx, (f,g)) (en identifiant k[Xo, ..., X,,] avec le sous-anneau de k[X7, ..., X,,] des po-
lynomes de degré 0 en X;). Notons (a; (X, ..., X,)) les coefficients de Syl (f, g). Alors, comme ¢ est un morphisme
d’anneaux, Resx, (f, 9)(c) = ¢(Resx, (f,9)) = det(p((ai;(Xa, ..., Xn)))) = det((ai;(c)))-

Ce qui montre que Resx, (f,g)(c) = Resp ¢(f(X1,¢), 9(X1,0)). O

Ce sont ces deux théoremes qui vont faire marcher la preuve du théoreme d’extension. On va donner une utilisation
du théoreme {4.9| pour 'intersection des courbes algébriques planes. L’élimination par le résultant dans le cas a deux
variables marche bien. En effet, le résultant de deux polyndémes & deux variables est un multiple du générateur de
I’idéal d’élimination (car k[X] est principal).

4.3.1 Intersection de deux courbes algébriques planes

Soient les deux courbes algébriques planes ¢ = {f = 0},2 = {g =0} CC?ou f = > 1o, [i(X)Y',g=>" 9:(X)Y' €
C[X,Y].

Pour trouver les points d’intersection de X et de Y, nous allons tout d’abord trouver les éléments du projeté 7, (¢ N2)
de leur intersection sur un des axes (celui des x ici) grace a la caractérisation suivante :

Soit a € C tel que f,(a) et g,(a) ne sont pas simultanément nuls.

ac€m,(¢N2)<=IbelC,(a,b)e XNY & 3IbeC, fla,b) =g(a,b)=0

< PGCD(f(a,Y),g(a,Y)) # 1 car le PGCD de ces deux polynémes est divisible par (X — b) grace a I’équivalence
précédente

< Res(f(a,Y),g(a,Y)) =0 (cf théoreme

& Resy (f, g)(a) =0 car fi,(a) et g,(a) ne sont pas simultanément nuls (cf théoreme [4.9).

Autrement dit, 7,(€ N Z) C Z(Resy (f,9)).

On en déduit que pour pouvoir (éventuellement) compléter une solution partielle a de 7,(% N Z) en une solution de
X NY, il suffit de calculer les racines {z1,...,2,} de PGCD(f(a,Y),g(a,Y)) (comme on peut le voir & la premieére
équivalence ci-dessus) et ensuite de vérifier si les couples (a, z;) appartiennent & ¢ N 2.

Exemple 4.10. Soit f = (Y24 6)(X2—1) -V (X2 +1),g= (Y2 +6)(X?—1) - Y (X2 +1).

On commence par calculer le résultant de ces polynomes (en Y) : Resy (f,g) = 2(X — 2)%(X — 3)*(X? — X +4). Ce
polynoéme a 4 racines 2, 3, %‘/ﬁ, 1=ivi5

On essaie ensuite de compléter ces solutions partielles en calculant et en trouvant les racines de PGCD(f(-,Y),g(-,Y)) :
PGCD(f(2,Y),9(2,Y)) = (Y = 2)(Y = 3), PGCD(f(3,Y),4(3,Y)) = (Y = 2)(Y —3)

PGCD(f(1=58 y), g(1=5/15 y)) = Y — /15 paCD(f(L15% Y), g(115 y)) = v — 1=i/15

On obtient donc les 6 points d’intersection de € et 2 : (2,2),(2,3), (3,2), (3,3), (Hiﬁ, 1_iz‘/ﬁ) , (1'”2\/5, 1_i2‘/ﬁ)
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4.4 Théoréeme d’extension

Théoréme 4.11 (d’extension). Soit I = (f1,..., fs) un idéal de C[Xy,...,X,] et I le premier idéal d’élimination.
Ecrivons, pour i € [1,s], f; sous la forme : f; = g(X,.. .,Xn)XfV"’ +termes de degré < N; en X,

ot N; >0 et g; € C[Xa,...,Xp] non nul si f; #0 (g; =0 si f; =0).

Supposons qu’on ait une solution partielle (as,...,an) € Z(I1). Si (az,...,an) & Z(g1,...,9s) alors il existe a3 € C
tel que (a1,...,an) € Z(I).

Démonstration. Montrons ce résultat pour s = 2. _

Soient f = >0 fi(Xa,..., Xn)X] et g = 30_(9j(Xo,...,Xn)X] ot f # 0 # gq. Soit I I'idéal engendré par f et g
et I; son premier idéal d’élimination. Soit ¢ = (¢, ...,¢n) € Z(I1). Comme Resx, (f,g) € I alors Resx, (f, g)-
Montrons que soit f,(c) = g,(c) = 0 soit il existe ¢; € k tel que (c1,...,¢,) € Z(I).

Supposons que f,(c) # 0. Alors, d’apres les propriétés du résultant (c.f. lemme et du théoreme on a :
Res(f(X1,¢), 9(X1,¢) = (1P f(¢)* B XD Res,  (F(X1,¢),9(X1,¢) = Resx, (f,9)(c) = 0. Ce qui permet de
conclure que f(X7,c) et g(X1,c¢) ont une racine commune ¢ (grace au théoréme et donc (¢1,...,¢,) € Z(I). On
obtient la méme chose en supposant gq(c) # 0. O

On obtient le corollaire suivant en supposant que un g; constant (non nul) et que done Z(gy,...,gs) = 0.

Corollaire 4.12. Soit I = (f1,..., fs) un idéal de C[X1,...,X,] et supposons qu’il existe i € [1,n] tel que f; s’écrit
de la forme : f; = cX{¥ +termes de degré < N en X;

ot N >0 et c € C\ {0}. Si I est le premier idéal d’élimination de I et (aa,...,a,) € Z(I1) alors il existe a; € C tel
que (ai,...,a,) € Z(I)

On va commencer par donner un contre-exemple montrant que toutes les hypotheses sont nécessaires.

2

Exemple 4.13. Soit S; le systeme et son ensemble de solutions Z(X? — Y, X? — Z). Notons [ =

1’2:2:

(X —Y,X — Z) et I son premier idéal d’élimination.

On peut calculer une base de Grébnerde I : I = (X? — Z,Y — Z) dou I; =<Y —Z >. Et donc Z(I1) = {(c,c)|c € k}
On peut remarquer que les termes dominants de X2 —Y et X? — Z ne s’annulent pas. D’oli, d’aprés le théoreme
d’extension, on peut étendre toutes les solutions partielles dans C.

Si on travaille dans R, on peut étendre la solution (¢, ¢) en une solution de Sy si, et seulement si ¢ > 0 car les solutions
de S ont leur deuxiéme et troisiéme coordonnées positives.

rzy =1

Soit Sy le systeme et [ =(XY-1,XZ-1).

xz =

On peut calculer une base de Grébner de I : I = (XZ—-1,Y —-Z) dou Iy =< Y — Z >. On en déduit que
Z(I) = {(c,c)|lc € C}

On peut étendre toutes les solutions partielles sauf la solution (0,0) (car 0z = 1 n’a pas de solutions) ol les termes
dominants de XY —1et XZ — 1 en X s’annulent

On va maintenant finir d’étudier notre exemple (celui de [2.12)).

Exemple 4.14. Ona I = (Y2 4272 — 5,74 —7/222 +3) et I, = (24 — 7/222 + 3).

On a Z(L) = Z({(Z* —7/22% + 3)) = {£v?2,£./3/2}. Puis, comme le terme dominant de g est constant alors on
peut utiliser le théoreme d’extension pour montrer que Z(I;) = {(£1, £v/2), (£v/2,41/3/2)} puis de la méme fagon,
ona que Z(I) = {£(1,1,+v2), +(1/v2,v2,+v2)}

Ces deux théoremes permettent de répondre & la troisieme question de l'introduction.

4.5 Géomeétrie de I’élimination

Nous allons, dans cette sous-section, donner une interprétation géométrique aux théoremes d’élimination et d’extension.
On va commencer par donner quelques résultats de géométrie.
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4.5.1 Résultats préliminaires

Définition 4.15. Soit fi,..., fs des polyndmes de k[X1,..., X,].
On appelle variété affine définie par fi, ..., fs 'ensemble définie précédemment Z(f1, ..., fs) := {(a1,...,a,) € k"|Vi €

[1,n], fi(as,...,a,) = 0}.

Exemple 4.16. Dans R?, le cercle (= Z(X? +Y? — R?) ou R € R), la parabole (= Z(2pX? —Y) o1 p € R) et plus
généralement, les coniques sont des variétés affines.
Les sous-espaces affines de k™ sont aussi des variétés affines.

Lemme 4.17. : Si V,W C k™ sont des variétés affines alors VNW aussi.

Démonstration. Supposons que V = Z(f1,...,fs) et W =Z(g1,...,9). Alots VW = Z(f1,..., sy 91, -+ 9r)-
En effet,z € V. NW si, et seulement si, pour tous ¢,j, fi(z) = gj(z) = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, €

Z(flv"'vfsvglv'~'vg'r‘)~ O

Proposition 4.18. Si{f1,..., fs} et{g1,...,gr} sont des bases d’un méme idéal I de k[X1,...,X,] alors Z(f1,..., fs) =
Z(gla"'agr)

Démonstration. Comme {f1,..., fs} et {g1,...,9-} sont des bases d’'un méme idéal alors on peut écrire les g; sous la
forme Y7 | h; j f;. De ce fait, si z € Z(f1,..., fs) alors pour tout i, fi(z) =0 et donc g;(z) = Y7_, hi j(x) fi(z) = 0.
Et donc z € Z(g1,...,9r).

Par symétrie de roles, on obtient I’inclusion réciproque. O

De la méme fagon, on peut montrer que Z(f1,..., fs) = Z({f1,--, fs))-

On va, dans la suite, considérer des projections de variété affine comme 'analogue géométrique de I’élimination des
variables.

Définition 4.19. Soit 7, la projection C* — C"~P définie par : Y(a1,...,a,) € C*,mp(a1,...,an) = (Apt1,--.,an).

4.5.2 Géométrie de 1’élimination
Soit V.=Z(f1,...,fs) CC"

Lemme 4.20. Soit I, le péme idéal d’élimination de lidéal (f1,..., fs) de C[X1,...,X,].
Alors, dans C" P, m,(V) C Z(I,).

Démonstration. Pour montrer cette inclusion, il faut montrer que Va € m,(V),Vf € I, f(a) = 0.

Solent a = (apy1,...,an) € (V) et f € I,

Comme 7, est surjective alors il existe un ¢’ = (a1,...,a,) € V tel que my(a) = o’ . Alors f(a’) = 0 (car f €
(f1,--+, fs)). Or comme f ne dépend que de X,41,...,X, alors f(a) = f(a’) = 0.

O
Théoréme 4.21. Soit g; défini dans le théoréme d’extension et Iy le premier idéal d’élimination de {(fi,..., fs). On
a alors ’égalité, dans C* 1,
Z(I) =x(V)U(Z(q1,---,95) N Z(I1))
Démonstration. D : c.f. Lemme
C : Soit a := (ag,...,a,) € Z(I1) . Alors si a ¢ Z(¢1,...,9s), on a, d’apreés le théoreme d’extension, l'existence d’un
a; € C tel que (ay,...,a,) € V et donc a € m (V).
Sinon a € (g1, ...,9s) et donc dans Z(g1,...,9s) N Z(I1) O

En d’autres termes, d’apres le théoréme d’extension, une solution partielle de Z(I;) peut soit étre étendue en une
solution de Z(I) (i.e. appartient & m(V')) soit est un zéro commun des g;.
On a, de la méme fagon que pour le théoreme d’extension, le corollaire suivant :

Corollaire 4.22. Supposons qu’il existe i € [1,n] tel que f; s’écrit de la forme :
fi = cXN +termes de degré < N en X1 o N >0 et c € C\ {0}.
Alors (V') = Z(I).
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Le théoreme suivant décrit de maniere plus précise le lien entre les projections de variété et les zéros de ses idéaux
d’élimination et va nous permettre d’étudier les ensembles paramétrés.

Théoréme 4.23 (de fermeture). Soit V. = Z(f1,...,fs) C C" et soit I, le péme idéal d’élimination de (f1,..., fs).
Alors

1. Z(Ip) est la plus petite (au sens de Uinclusion) variété contenant m,(V)
2. SiV #0, alors il existe une variété affine W G Z(1,) telle que Z(I,) \ W C mp(V)

5 Implicitation

Nous allons maintenant étudier le dernier probleme que 1'on s’est posé : I'implicitation.
ry = fi(ts, ... tm)

Soit S I’ensemble paramétré par le systeme suivant : < : (tr, ... tm) € K™ (1)

In = fn(tla cee 7tm)
ou fz € k[Tl,,Tm} .
On peut tout d’abord remarquer que S est l'image de k™ par la fonction F' = (f1,...,fn) : k™ — k™. S n’est
pas nécessairement une variété affine (c.f. exemple . Le systéme () peut définir tout de méme une variété
V.= Z(X1 — f17~-~7Xn — fn) C kntm,
Onadonc V ={(t1,...,tn,T1,...,2m) € K"T|Vi € [1,m],x; — fi(t1,...,tn) = 0}
Don, V.= {(t1, . tn, filt, - s tn)s ooy fin (1, - o5 t0)) € K"T™| (1, ..., tm) € k™}. Autrement dit, V est le graphe
de F.

i k™ — frtm

De plus, on peut remarquer que V' est 'image de I’application

On a donc 1, (V) = F(k™) ol mpy, : k"™ — k™ est une projection définie de maniére analogue &

Autrement dit, I'image d’une paramétrisation est la projection de son graphe. En comparant ce résultat avec le
théoréme de fermeture, on peut trouver la plus petite variété contenant F(k™).

Théoreme 5.1. Supposons que k est un sous-corps de C.

Soit F : k™ — k™ une fonction déterminée par la paramétrisation polynomiale (7).

Soit I lidéal (X1 — f1,...,Xn — fu) Ck[T1,..., T, X1,..., Xy et I, son m éme idéal d’élimination. Alors Z(1,,)
est la plus petite variété de k™ contenant F (k™).

Démonstration. Si k = C alors, d’apres le théoreme de fermeture, Z(1,,) est la plus petite variété contenant m,, (V) =
F(k™).

Si k est un sous-corps strict de C alors on ne peut pas utiliser le théoreme de fermeture immédiatement.

Posons Zy(I) :={x € k"|Vf € I, f(z) =0} C Zc(I) := {x € C*"|Vf € I, f(x) = 0}.

On cherche & montrer que Zj(I,,) est la plus petite variété de k™ contenant F (k™).

Remarquons, tout d’abord, que F(k™) = 7, (V) C Zg(I,,,) (c.f. lemme [4.20)).

Ensuite, considérons une variété Vi, := Zx(g1,...,9gs) contenant F (k™) et montrons que Zx(I,,) C V4.

Soit i € [1, s]. Alors g; s’annule sur Vi (par définition) et en particulier sur F(k™). D’ou g; o F' s’annule sur k™.
Comme g; o F € k[Ty,...,Ty] et que k est infini, alors g; o F est le polynéme nul.

On en déduit que g; o F' s’annule sur C™ ou encore que g; s’annule sur F(C™).

D’ou F(C™) C V¢. D’apres ce que 'on a montré pour le cas k = C, on a Z¢(I,,) C V. En intersectant par k™ a
gauche et a droite de 'inclusion, on obtient Zy(I,,) C V. O

T = uv

Exemple 5.2. On appelle parapluie de Withney ’ensemble I'j, paramétré par ¢ y = u pour u,v € k2. On note

Z:U2

par F' la fonction (u,v) — (z,y, 2).
En appliquant le théoreme précédent, on obtient que Vj, := Z(X? —Y?2Z) C k3 est la plus petite variété contenant I'.
Examinons maintenant s’il y a une égalité :

— Supposons que k = R et considérons la variété G, := {z = a} N Vg pour a € R. Si a < 0 alors ’équation

2?2 — ay? = 0 a pour unique solution (0,0). De ce fait, G, = {(0,0,a)}. Cependant ce point n’appartient pas &
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I'g car z > 0.

Si a > 0 alors, on a l'équivalence : 2% — ay? = 0 & z = £ /ay et donc G, = {(£Vay,y,a)ly € R} =

{F(y,£+/a)|ly € R} C I'g. On en conclut que Vg = 'r U{(0,0,a)|a < 0}. De ce fait, I'r n’est pas une variété.
— Si k = C, la situation est différente :

Soient a € C, a tel que a? = a et G := {z = a} N V¢. On a équivalence suivante : 22 — ay? = 0 & o = +ay.

De ce fait, G, = {F(y,ta)ly € k} CT.

On en déduit que les restrictions & un sous-corps ne préserve pas les égalités entre ensemble décrit par des équations
paramétriques et variété associée.

De la méme fagon, on peut étudier le cas ou I’ensemble est paramétré par des fractions rationnelles i.e. pour
fl(tlu‘.,tm)
T = Aoirnme
1 g1(ti,estm)

(1. tm) €K™\ Z(g1- .- gn) (1)
o = Jaltntn)
n Gn(t1,e-tm)

ou fzagz S k[Tl, - ,Tm] .
Alors ’analogue du théoreme pour le systéme (1) est :

Théoréme 5.3. Supposons que k est un sous-corps de C.

Soit F k™ \ Z(g1...9n) = k™ une fonction déterminée par la paramétrisation rationnelle ().

Soit I Vidéal (1 X1 — f1,-- s GnXn — frs 1 —g1...9.Y) CK[Y,Th, ..., Tin, X1, ..., Xy] €t Iyy1 son m+ 1 éme idéal
d’élimination. Alors Z(ILn+1) est la plus petite variété de k™ contenant F(k™\ Z(g1...9n))-

Cet énoncé appelle quelques remarques :

Tout d’abord, on a 6té Z(g; ... gn) du domaine de définition car c’est 'ensemble des points x pour lesquels au moins
un g;(z) s’annule. Ensuite, on a di ajouter le polynéme 1 — gy ... ¢g,Y pour garder 'information que les g; ne doivent
pas s’annuler dans 1'idéal apres avoir ”chassé” les dénominateurs. En effet, on voit que cela est nécessaire grace a

M)

=%
Pexemple suivant : ¢ y = % et [ = <VX —-U2,UY —-V?,7 — U>.
z=u

Lorqu’on calcule la base de Grébner de I, on obtient {U — Z, V2 —~YZ VX — 22 VZ? - XY Z,X?YZ — Z*} et donc
Z(L) = Z(X?YZ - Z%) = Z(X?Y — Z3)U Z(Z), c’est-a-dire Z(I) n’est pas la plus petite variété contenant F'((k*)2).
On va finir par un exemple d’utilisation du théoréme [5.3]:

_ 3t
Exemple 5.4 (Folium de Descartes). (S) {x L
Y= 113

En calculant I'idéal d’élimination, on obtient que la variété associée est V = Z(X? — 3XY + Y3). En considérant les

points d’intersection de V' avec les droites Z; d’équation y = tz, t € R\ {—1} : (0,0), (%, %), on montre 1’égalité
entre la variété V' et S.
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