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1 Suites spectrales

Les suites spectrales sont utilisées pour faciliter les calculs de groupes
d’homologie/de cohomologie. Le but de cette section est de donner comment
en construire afin de les utiliser dans la section suivante pour la cohomologie
de de Rham algébrique.

La bibliographie pour cette section est le livre de Weibel [Wei95] et le guide
des suites spectrales [MBF01].

1.1 Construction de suites spectrales
1.1.1 Premieres définitions

Soit ¢/ une catégorie abélienne admettant des coproduits dénombrables
exacts (e.g. R—Mod pour R un anneau ou Ox —Mod avec (X, Ox) un espace
annelé)

Définition 1.1.1.1. Un objet différentiel de &/ est une paire (A, d) olt A est un
objet de &/ et d : A — A un morphisme tel que d> = 0. Un morphisme d’objets
différentiels (A, d) — (B, 8) est un morphisme f: A — B tel que 6f = fd

Les objets différentiels forment ainsi une catégorie ObDiff(</).

Lemme 1.1.1.2. Soit o une catégorie abélienne. Alors ObDiff (/) est une catégorie
abélienne.

Définition 1.1.1.3. L’homologie d’un objet différentiel (A, d) est’objet H(A, d) =
ker(d)/im(d) := coker(d: A — ker(d)) de «.

Lemme 1.1.1.4. L’homologie définit un foncteur ObDiff(f/) — .

Démonstration. Soit f: (A, d) — (B, ) un morphisme d’objets différentiels.
Alors, f(im(d)) € im(6) et f(ker(d)) C ker(d).
Ainsi, le morphisme f induit un morphisme f : H(A,d) = ker(d)/im(d) —
ker(5)/im(d) = H(B, d).

O

Lemme 1.1.1.5. Une suite exacte courte 0 — (A,d) — (B,d’) — (C,d”) — 0
induit une suite exacte en homologie

..——H(A,d) ——=H(B,d’) ——=H(C,d") —=H(A,d) —— ...



Démonstration. Le diagramme

0

d d//

-
i

A
0 A
\Ld a”
0 A 0

induit une suite exacte courte de complexes 0 — A* — B®* — C* — 0. On
peut lui associer une suite exacte longue en homologie qui est la suite exacte
voulue. O

Définition 1.1.1.6. Une suite spectrale de ¢ est une suite (Er, dr)r>q (a € Z)
d’objets différentiels de o telle que E;1 = H(E,, d) pour tout r > a.

A une suite spectrale (Er, d,), on peut associer deux suites (Br)r>a, (Zr)r>a
de sous-objets de E qui la déterminent entierement :
— Ba=0,Zq =Eg;
— Pour tout v > a, B, est l'unique sous-objet de E, contenant B tel
que im(dy) = By1/By,
— Z,41 est 'unique sous-objet de E, contenant B, tel que ker(d,) =
Zr—H /Br'
Ainsi,

O:BQCBQ+] C...Brc...CZrCZa+] CZa:Ea

et
Er - Zr/Br

Définition 1.1.1.7. Soit (E,, dr) une suite spectrale de /.
— Si les objets Zo, := (y>q Zr €t Boo = Uy >4 Br existent alors on définit
la limite de la suite spectrale comme l'objet Eo = Z/Boo
— La suite spectrale dégénere en Eg sids =dgy1 =... =0

Lemme 1.1.1.8. Soit (Er, d:) une suite spectrale de of . Si cette suite spectrale dégé-
nére en Eg alors elle admet une limite et

Es = Es
Plus précisément, Es = Es11 =... = Exo

Démonstration. Par récurrence : si dg¢ = 0 alors Eg ;1 = ker(ds)/im(ds) =
Es... O



1.1.2 Suites spectrales associées a un objet différentiel

Soit (A, d) un objet différentiel et x : (A, d) — (A, d) un morphisme injectif.
On va expliquer comment obtenir une suite spectrale de ces données.
Le morphisme « induit une suite exacte courte :

qui induit une suite exacte en homologie

H(A, d) LS H(A, d) 1)

e

H(A/a(A),d)

Lemme 1.1.2.1. Le triplet (o, f, g) vérifient les propriétés suivantes
1. im(&) = ker(g); im(g) = ker(f); im(f) = ker(%)
(On dit que (H(A/x(A),d), H(A, d), &, f, g) est un couple exact);
2. D := g o f est une différentielle de A/ x(A)

Démonstration. D? = (gof)o(gof) =go(fog)of =0 carker(f) = im(g)
O
Soit E/ := H(H(A/«(A),d),D) = ker(D)/im(D) et A’ = im(&). On défi-
nit :
— o = K|A/
— f/: E/ = A induit par f (im(d) C im(g) = ker(f))
— g’: A’ = E/ par le diagramme commutatif suivant :

!

im (%) —2— ker(D)/ im(D) )
e 7
A/ ker(x)

« induit un isomorphisme H(A, d)/ ker() ~ im(«). Comme D = go f
alors le morphisme go &' est bien défini.

Lemme 1.1.2.2. Le triplet (o, ', g") vérifient les propriétés du lemme précédent :
im («’) =ker (¢'); im (g) =ker (') ; im (f') =ker («’)

On construit ainsi une suite d’objets différentiels (E;, D) telle que E, 1 =
H(Er, Dy) et Eg = Ep = A/a(A) i.e. une suite spectrale.



Proposition 1.1.2.3. Les sous-objets de Eq = A/«(A) associés a la suite spectrale
ainsi obtenue sont :
By =7((a” 1) (dA))

et
Z, =n(d" ' («"(A)))

o m: A — A/a(A) et & est le reme morphisme o obtenu par la construction
ci-dessus.

1.1.3 Suites spectrales associées a un objet différentiel filtré

Définition 1.1.3.1. Une filtration F sur un objet A est une famille (F"A)ncz
de sous-objets de A telle que

AD...DFPADF*TAS...D0

Définition 1.1.3.2. Un objet filtré d'une catégorie abélienne &/ est une paire
(A,F) ot A est un objet de & et F est une filtration sur A

Définition 1.1.3.3. Un morphisme (A, F) — (B, F) d’objets filtrés est donné par
un morphisme @: A — B tel que, pour tout i,

¢(F'A) C Fi'B
Définition 1.1.3.4. L'objet gradué associé a un objet filtré (A, F) est

grr(A) = P FPA/FPTIA
P

Définition 1.1.3.5. Un objet différentiel filtré est un couple (K, d) ot K est un
objet filtré de o/ et d une différentielle qui respecte la filtration.

Lemme 1.1.3.6. Soit (K, F = (F*K)) un objet différentiel filtré.
— (F™K,d™ := djpng) est un objet différentiel de of .
— (A=@K, @ d™) est un objet différentiel de o .

Soit ¢ : A — A le morphisme induit par les morphismes d’inclusion
F'K < F*~TK. C’est un morphisme injectif. On obtient donc une suite spec-
trale grace a la construction vue plus haut.

Détaillons cette suite spectrale :

Proposition 1.1.3.7. Les objets By, Z, et E, sont gradués de facon compatible avec
les différentielles. Plus précisément,

o FPKNA(FPTH1K) + FPHIK
Br =D T ,
P




FPKNd~ ! (FPHTK) + FPHIK
Ly = @ Fr+1K

P
et

E. =EPzP/BY
P
En particulier, By = greK

Démonstration du cast = 0. Eyg = A/x(A) = @F'K/F* 1K = @gr}‘_]K =
greK O

Proposition 1.1.3.8. Les différentielles D décale le degré de la filtration de v

Démonstration. 1. Par récurrence, casr =1

H(greK, d)™

F'K/im(d") — F* 'K/ im(d") — gr" 'K/ im(d) — 0

ST

0 —— ker(d") —— = ker(d" ') ———— ker(d)

|

H(A,d)™

H(A,d)
Ny

H(A/xA

(-1

H(A,d)
o)
)

Donc f’ augmente le degré de 1, «’ diminue le degré de 1 et g’ = go ™!
augmente le degré de 1.

Dans le cas général, f, augmente le degré de 1, «, diminue le degré de 1
et gr = gr_1 0! augmente le degré de .
O

De la méme facon, «" change le degré de la filtration de .

1.1.4 Suites spectrales associées a un complexe filtré

Définition 1.1.4.1. Un complexe filtré est un complexe d’objets filtrés dont les
différentielles respectent la filtration.



Soit K* un complexe filtré. Alors, (A := @,, K™, d = @,, dxn) est un objet
différentiel filtré par
FPA = PFPK"
n

et induit donc une suite spectrale (Er, D+). Nous allons voir que le fait que
celle-ci vienne d’un complexe apporte de la structure supplémentaire :
Lemme 1.1.4.2.
Eo = @ gT‘pK.
P
On en déduit que Eg = @ Ef est bigradué :

Eo =EPEY
P.q

ot EJ'9 = grPKP+a,
Sa différentielle se décompose de la fagon suivante :

Do = D : grPK® — grPK®
P

(car la différentielle préserve la filtration) puis les D} se décomposent en
— /q
Ds =D Dbs

ou DY9 ER'9 = grPKPTa — grPKPHa+T — ER9HT (1a différentielle décale le
degré du complexe).

Proposition 1.1.4.3. Les objets B, Z et B+ sont bigradués de fagon compatible avec
les différentielles. Plus précisément,

FPKPTa N d(FP—TH1KPHa—T1) L FpHIKP+a

B. =P
+1Kp+dq ’
FPKPTd N g (Fp+er+q+1 ) +Fp+1 KP+d
z =P FPHIKP+a
p!q

et
E. = zp9/BP
p/q

Lemme 1.1.4.4. Les différentielles D" sont de bidegré (v, 1 — ).
Démonstration. Les différentielles augmente la filtration de r et celui du com-

plexe de 1. Ainsi, DY'9: E}9 — ERT 9 car (p+1)+(q—T+1) =p+q+
1 ]



On retrouve ainsi la définition classique des suites spectrales :

Définition 1.1.4.5. Une suite spectrale dans & (commengant a la page a € Z)
est la donnée :

— d’une famille (EF'9),, qez,r>q d’objets de o,

— de morphismes d¥' : EP'9 — Epfma-T+l pour p,q € Z,v > a tels
prma=THl o gP4 — 0 (appelés différentielles)

ker(dP'9)
im(dffr/qurf])

que d
— d’isomorphismes o}’ : EP'9 — HPA(E,) :=

Définition 1.1.4.6. Soit (K®, #) un complexe filtré. La graduation induite sur
H™(K®) est définie par :
FPH™(K®) =im(H"™ (#PK®) — H"(K*®))

Lemme 1.1.4.7. Soit K® un complexe filtré de of. Si Z89 = N, 5o ZF'9 et BRI =
Ursa BY9 existent alors,

1. la limite E existe et est bigraduée par
EPd — ZP.d /BPd
2. grPH™(K®) est un quotient d'un sous-objet de EE" P et plus précisément,

ker(d) N FPK™

pHTl KO —
grHKY) = @ A PP K™ 1 ker(d) AP TKR

Définition 1.1.4.8. Soit K® un complexe filtré de &/. On dit que la suite spec-
trale associé au complexe filtré K® converge vers H®*(K®) si :

— grPH™(K®) = E&™ P pour tout n,p

— Np FPH™(K®*) =0 et U, FPH™(K®) = H™(K*) pour tout n

— tout il existe r tel que ZP'9 = ZP9, =

pour tout p, q, il existe r tel que Z;

— H™(K*) = limp, H™(K®)/FPH™(K®) pour tout n

Notation 1.1.4.9. Dans ce cas, on note E¥'9 = HP+d(K*)

Lemme 1.1.4.10. Soit K® un complexe filtré. Supposons que la filtration de chaque
K™ soit finie (i.e. il existe p, q tels que FPK™ = K™ et FAK™ = 0). Alors, la suite
spectrale associée @ K® converge vers H®(K*).

1.1.5 Complexe double

Définition 1.1.5.1. Un complexe double dans &/ est une famille (KP-9,d}"9,db), qcz
ot KP4 est un objet de o, d}'9 : KP4 — APT1.d et a9 : KP4 — KP4 sont
des morphismes de & tels que, pour tout p, q € Z,

1. aPT 9o dP 9 =0

2. dp9t o dbd =0



p,q+1 P9 _ gp+1.q P.q
3. d; ody"™ =d, od;

d
s kpatl 1 gptlarl .
. 1,
dgq d§+ q
ay

On peut trouver dans la littérature la troisieme condition remplacée par
une condition d’anti-commutativité

Exemple 1.1.5.2. Le complexe de Dolbeault (2/P9, 9,0)

Définition 1.1.5.3. Soit K**® un complexe double. Alors le complexe total as-
socié Tot(K**) est défini par :

Tot(K** )" = P KPd

p+q=m
et
Totkeny = 2 A7+ (=1)Pd}
p+q=mn
11 existe deux filtrations naturelles sur Tot(K**) :
FL(Tot(K**) = P AY
it+j=n,i>p
et
Fh(Tot(K**) = P AY
i+j=n,j>p

1l existe donc deux suites spectrales 'EY’9, "EF"9 associées au complexe
double K**. De plus, on peut montrer les égalités suivantes :

'} = HI(KP®); "EP T = HA(KP)

1.2 Exemples de calcul
1.2.1 Effrondrement

Définition 1.2.1.1. On dit qu'une suite spectrale (ER'9) g’effronde en E,, 1 >
1, ¢’il y a exactement une colonne ou une ligne non nulle dans le réseau
(E?ﬂ)pqez~



Lemme 1.2.1.2. Soit (EY’9) une suite spectrale qui s'effronde en Er, v > 1 et qui
converge vers H®. Alors,
— Sit > 2 alors H™ est I'unique objet EY"9 de la colonne (ou ligne) tel que
pt+q=mn
— Sit =1 et les objets (EY"9) sont nuls en dehors d'une colonne alors H™ est
I'unique objet EY'9 de la colonne (ou ligne) tel que p + q = n.
— Sit =1 et les objets (EY'9) sont nuls en dehors d’une ligne (indexée par q)

alors
H™ = HM 9 (EY )
Démonstration. — Casr>2:
2] E9* 0o o0 1 0 0 0
1 B o 0 0 90 ) ERO
o] ¥ o o —1 0 0 0
0 1 2 0 1 2

— Cas r =1 colonne

2| E9%E—o0

1| E'—o

0| EV—o0
0 1
— Casr =1 ligne

10



1 0—0—0

o| Eveetisie

1.2.2 Deux colonnes

Définition 1.2.2.1. Soit H* un objet gradué de &/. On dit que la suite spectrale
EF9 converge vers H® si :

— grPH™ = E&™ P pour tout n, p

— Np FPH™ =0et U, FPH™ = H™ pour tout n

— pour tout p, q, il existe r tel que ZF'9 = ijﬂ =...

— H™ =limp, H™"/FPH™ pour tout n

Notation 1.2.2.2. Dans ce cas, on note EF’9 = HP+d

Lemme 1.2.2.3. Soit (EY'9) une suite spectrale qui converge vers H® et dont tous
les objets (EY') sont nuls sauf sur les colonnes 0 et 1. Alors on a les suites exactes
suivantes :

0—Ey™! H™ B 0
pour tout m

Démonstration.

0,2 1,2

2| BY® EM 0
0,1 1,1

1 e et oo

o EY® EX® o0

0 1 2

La suite spectrale dégénere EX'9 et donc

9 — gP.4
ERd = ED

11



Ail’lsi, pOLlI‘ tout p # O, I,
‘F[) |)+q F|)+] |)+q pP.q

On en déduit que
FPH™ = FPHTH™

pour tout p # 0,1 et tout n € Z. Par conséquent, on a les égalités suivantes :
H™ = JFPH™ = FOH™

0=()FPH™ = FH"
Byt =B = FIHY/PPHT = FTH

ES™ = BN = FOH™/FTH™ = H™/FTH™

1.2.3 Termes en bas degré

Théoreme 1.2.3.1 (five-term exact sequence). Soit (EY'9) une suite spectrale
(concentrée sur les coefficients positifs) qui converge vers H® muni de la filtration
0=F*TH™ C F*H™ C ...FOH™ = H™. Alors on a une suite exacte

0,1
0 E)° H! By 4 20 H2

Démonstration. Comme les différentielles d5° sont de bidegré (3,—2), les dif-
férentielles dg'o, d§’1 sont nulles. Ainsi,

ker(dé’o)

0,1

E20 _ g20 _
* 7 im(adh

=E20/im(d3")

(car 420 : E%’O - Eg’_] = 0 est I'application nulle) et

01 ker(dg’1)

BT =g = = ker(dy'")
> im(d; %) 2
Ainsi, on obtient une suite exacte
1 o 2
0 [ EY E5° EX 0 (3)

Comme la suite spectrale (E}'%) converge vers H® alors

EY =FOH'/FTH=H'/F'H'; L2 =F'H'/FPH! = F'H!

12



De plus, la différentielle d;’o est nulle et donc El’o = E;go. On obtient ainsi
une suite exacte

0 E}O H! £ 0 ()

Ensuite, comme Egg,o = F2H?2/F3H? = F2H2 C H? alors, en combinant les
suites exactes (3) et (@), on obtient la suite exacte

1,0 1 01 d%' _2p0 2
0 E, H E5 ES H

1.3 Exemples de suites spectrales
1.3.1 Foncteurs hyperdérivés

Remarque 1.3.1.1. Tous les complexes de cochaines seront bornés a gauche. On
supposera que leurs objets sont nuls en indice strictement négatif.

Définition 1.3.1.2. Soit & une catégorie abélienne et (C®, d) un complexe
concentré en degré positif. Une résolution de Cartan-Eilenberg de C*® est
donné par un complexe double (I**,d}"9,d59) et un morphisme de com-
plexes e: C* — I*C tel que :

— Sip<Oouq<O0alors IP9=0

— IP* est une résolution injective de CP

— ker(d}"®) est une résolution injective de ker(d}.)

— im(d}"®) est une résolution injective de im(d.)

— HP(1*49, d?’q) est une résolution injective de HP (C*)

Proposition 1.3.1.3 ([Stal8] Tag 015I). Soit of une catégorie abélienne ayant suffi-
samment d’injectifs. Alors tout complexe admet une résolution de Cartan-Eilenberg.

Lemme 1.3.1.4 ([Stal8] Tag 0133). Supposons que of ait suffisamment d’injectifs.
Soit C* un complexe de &f. Soit 1°* une résolution de Cartan-Eilenberg de C*®. Alors
le morphisme ¢ induit un isomorphisme, pour tout k,

H*(C*) = H¥(Tot(I**))

Définition-Proposition 1.3.1.5 (Prop 8.6 [Voi02]). Soient of et B deux catégories
abéliennes. Supposons que of ait suffisamment d’injectifs. Soient F : of — B un
foncteur exact a gauche et C* un complexe. Soit C* — 1%° une résolution de Cartan-
Eilenberg de C*. Le iéme foncteur hyperdérivé de F est donné par :

RYF(C*) = H'(Tot(F(I**)))
L'objet RYF(C®) est bien défini et si @® : C* — D® est un morphisme de complexes

alors il existe un morphisme canonique RiF(¢*): R'F(C*) — R'F(D*)

13



Lemme 1.3.1.6 (Prop 8.9 [Voi02]). Si C*® est quasi-isomorphe a D*® alors, pour tout
i,
R'F(C*) =RR'F(D*)

Exemple 1.3.1.7. Soit C un objet de o/ et C*® le complexe de chaine donné par
C en degré p et 0 sinon.
Soit I* une résolution injective de C et I** le complexe double défini par

s — Psir=p
0 sinon

Le complexe double I** est une résolution de Cartan-Eilenberg de C* et
RYF(C*) = HY(Tot(F(I**))) = H'(F(IP*7P)) = H'(F(I*"P))
=H""P(F(I*)) = R"PF(C)
Théoreme 1.3.1.8 ([Stal8] 015]). Soient o/ et B deux catégories abéliennes. Sup-
posons que I ait suffisamment d’injectifs. Soient F : o — B un foncteur exact i
gauche et C* un complexe. Soit C* — 1** une résolution de Cartan-Eilenberg de

C*. Les deux suites spectrales ('Ey,” dv) et ("Ey,” dy) au double complexe F(1**)
vérifient :

"EP'9 = RIF(CP),/ E}"Y = HP (RIF(C*)) et "EN'Y = RPF(HY(C*))

De plus, ces suites spectrales convergent vers RPT9F(C®).

1.3.2 Suite spectrale de Grothendieck

Théoréme 1.3.2.1. Soient of , B et € trois catégories abéliennes. Soient F : B — €
et G : o — B deux foncteurs exacts a gauche. Supposons que f ait suffisamment
d’injectifs et G envoie les injectifs de of sur les objets F-acycliques. Alors, pour tout
objet X, il existe une suite spectrale

RPG o RIF(X) = RPT9(Fo G)(X)

Démonstration. Soit X un objet de &/. Soit I* une résolution injective de X dans
.

Pour toute complexe (concentré en degré positif) C*, on a deux suites spec-
trales ("EF'9(C*®)) et ("EX9(C®)) telles que

"ED-9(C*) = HPRIF(C®) et "ED'I(C*) = RPF(HI(C*))

qui convergent vers RPT9F(C®).
Comme les objets G(I*) sont F-acycliques alors

HP(F(G(I*)))siq=0

"EX9(G(I%)) = HP(RIF(G(I*))) = { -
0 sinon

14



On en déduit que la suite spectrale dégénére et comme I°® est une résolution
injective de X, on obtient

RPF(G(I*)) = HP(F(G(I*))) = HP(Fo G(I*)) = RP(Fo G)(X)
Finalement,

"ER9(G(I*)) = RPF(HI(G(I*))) = RPF(RIG(X)))

1.3.3 Hypercohomologie

On va regarder le cas o1 & est la catégorie des faisceaux de groupes abé-
liens sur un espace topologique X et F est le foncteur des sections globales
% e d — F(X) € Ab (si on prend des Os-modules, on peut changer la
catégorie but en celles des HO(S, Os)-modules).

Définition 1.3.3.1. Soit #* un complexe de faisceaux de groupes abéliens.
Le iéme groupe d’hypercohomologie du complexe %* est donné par le iéme
foncteur hyperdérivé de I appliqué & F* :

HY(X, *) := RIT(F*)

Proposition 1.3.3.2. Soit %* un complexe de faisceaux.
11 existe une suite spectrale

BP9 = HI(X, FP) = HPT9(X, #*)
Démonstration. Utiliser le théoreme dans notre cas. O

Lemme 1.3.3.3 ([Voi02] lemme 8.13). La suite exacte Q% est une résolution du
faisceau Cy

Proposition 1.3.3.4. Soit X une variété complexe. Alors, on a :
H*(X,C) ~ H*(X, Q%)

Démonstration. Les complexes Cy [0] et Q% sont quasi-isomorphes alors R*T'(C [0])
et R*T'(Q%) sont isomorphes et donc

H*(X, Q%) =R*T(Q%) ~ R*T'(Cx[0]) = H*(X,Cx) = H*(X,C)
O

Définition 1.3.3.5. Une variété de Kahler est une variété complexe X munie
d’un métrique hermitienne h telle que la 2-forme w = —Im(h) soit fermée.
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Théoreme 1.3.3.6 (décomposition de Hodge,[Voi02] 6.11-6.12). Soit X une va-
riété complexe compacte kithlérienne. Alors, on a 'égalité, pour tout n,

HY(X,C)= € HIX Q)
p+q=m
et pour tout p, q,
HI(X, QF) = HP(X, QF)
Corollaire 1.3.3.7. Si X est une variété complexe compacte kihlérienne alors la suite

spectrale (dite de Frolicher) liée aux groupes d’hypercohomologie dégénere en Eq, ce
qui revient a I'égalité
by= )Y hPd

p+q=k
oil by est le keéme nombre de Betti de X et hP/9 est la dimension de HP-9(X,C).

La dégénérescence de la suite spectrale de Frolicher n'implique pas la sy-
métrie (& conjugaison prés) des groupes de cohomologie H4(X, Q) ni méme
des nombres de Hodge (hP'9 = dim(H9(X, Qi)) (par exemple, la suite spec-
trale de Frohlicher d'une surface complexe compacte dégénere en Ej (c.f.
[BHPvdVO03] IV 2.8) mais la surface peut étre non Kihler (ex : les surfaces
de Hopf).

Théoréeme 1.3.3.8 ([BRO8]). Pour tout n > 2, il existe une variété complexe com-
pacte de dimension (complexe) 4n — 2 telle que la suite spectrale de Frohlicher ne
dégénere pas en En.

2 Cohomologie de de Rham algébrique

2.1 Différentielles
2.1.1 Modules de Kihler

Définition 2.1.1.1. Soient A un anneau, B une A-algebre et M un B-module.
Une A-dérivation de B dans M est un application A-linéaire B — M telle que :
1. Pour tout b et b’,
d(bb’) = bdb’ +b’db
2. Pourtouta € A, da=0
On notera Dera (B, M) I'ensemble des A-dérivations de B dans M.

Remarque 2.1.1.2. — Il n’est pas nécessaire de demander la A-linéarité : on
peut juste demander 1’additivité et les conditions 1 et 2 nous donne
I’'homogénéité.

— Si B est engendré (comme A-algebre) par la famille (x;,1 € I) alors une
dérivation est entierement déterminée par ses valeurs en x;, 1 € I
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Exemple 2.1.1.3. Prenons B = M = A[xy,...,xn]. Les applications A-linéaires
0i: xj — 8;; sont des dérivations.

Lemme 2.1.1.4. En reprenant les notations de ona:

1. Dera (B, M) est un A-module pour I'addition et la multiplication terme a
terme.

2. Soient d : B — M une A-dérivation et f : M — N une application B-linéaire.
Alors, f o d est une A-dérivation

On a ainsi un foncteur Dera (B,—) : B— Mod — A — Mod
Théoreme 2.1.1.5 ([Mat80] 26.C). Dera (B, —) est un foncteur représentable.
On note Qg /A son représentant i.e. on a un isomorphisme naturel en M
Dera (B, M) ~ Homp_noed(Qp /A, M)
etd:B — Qg la "dérivation universelle" (obtenue avec Yoneda)

Démonstration. Le B-module Qp, A est le quotient du B-module libre engen-
dré par 'ensemble B par les relations suivantes :
— VacA,la=0
— Vb,b’ € B, [bb’] =b[b’] +b’[b]
— Vb,b" €B,[b+b'] = [b] + [b']
ol [b] représente le générateur du module libre représenté par b.
La dérivation d est le morphisme associant a b sa classe d’équivalence . [

Exemple 2.1.1.6. — Si B =A[xq,...,xn] alors

n
Qp/a = P Bdx;

i=1

— Si B =Alxy,...,xn]/(f1,...,fp) alors
Qg a = coker(Jac(fy,...,fm): B™ — B™)
— Si S une partie multiplicative de A alors
Qs-1a7a =0

— Si le morphisme structural A — B est surjectif alors

Qp/a=0
— Si K/k est une extension de corps finie alors

Q=0

si, et seulement si, l’extension K/k est séparable
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Soit u: B®a B — B le produit d’algebre de B et I son noyau. Le mor-
phismeb € B—=b® 1 € B®a B munit B®a B d'une structure de B-algebre
(et en particulier de B-module). Ainsi, I et I? sont des B-modules et on a le
résultat suivant :

Proposition 2.1.1.7 ([Mat80] theorem 58). On a un isomorphisme
Qg ~1/12
et la différentielle induite par celui-ciest d: b € B—b®1—-1®b

Lemme 2.1.1.8. Soit A" une A-algébre et B’ = B®a A'. Alors, on a un isomor-
phisme naturel :
Qpryar=Qp/a @a A

Autrement dit, le passage aux différentielles commute aux changements de bases.

Lemme 2.1.1.9. Soit S une partie multiplicative de B. Alors,
ST1Qp/A = Qs-15/a

2.1.2 Interlude : Faisceaux quasi-cohérents

Définition 2.1.2.1. Soient A un anneau et M un A-module. On peut associer
a M un faisceau M sur Spec(A) définit sur la base de voisinage {D(f)}fca par:

M(D(f)) = My

pour f € A, et dont les applications de restrictions Mg — My sont données
par l'application naturelle induite par 'inclusion D(f) C D(g)

Proposition 2.1.2.2 ([Har13] Il Prop 5.1). Soient A un anneau et M un A-module.
— Meest un Ospec(a)-module
— Pour tout x = [p] € Spec(A), Mx =M,
— Un morphisme de A-modules w: M — N définit un morphisme de Ospec(a)-
modules w: M — N

Théoréme 2.1.2.3 ([Har13] II Proposition 5.2). Le foncteur ~ : M — M est un
foncteur exact pleinement fidele de la catégorie des A-modules vers la catégorie des
Ospec(A)-modules. En particulier, ils conservent les noyaux, conoyaux et images de
morphismes. Il conserve, de plus, la somme directe (quelconque) et le produit tensoriel
(fini).

Définition 2.1.2.4. Soit X un espace annelé. On dit quun Ox-module est quasi-
cohérent si tout point x € X possede un voisinage ouvert U sur lequel il existe

une suite exacte @1(11) @1(11) Fiu =0

On note QCoh(0x) la catégorie des Ox-modules quasi-cohérents.
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Théoreme 2.1.2.5 ([Har13|] II Proposition 5.4 ). Soient (X, Ox) un schéma et F
un Ox-module. les conditions suivantes sont équivalentes :
— Le Ox-module & est quasi-cohérent
— II existe un recouvrement ouvert affine {U; = Spec(A;)} et des Ai-modules
M, tels que Fy, = 7\7l

Corollaire 2.1.2.6. Soit X = Spec(A) un schéma affine. Le foncteur ™ est une équi-
valence de catégorie (exacte) entre la catégorie des A-modules et celles des faisceaux
quasi-cohérents sur X de quasi-inverse le foncteur ' des sections globales.

2.1.3 Globalisation
Soient S un schéma, f: X — S un S-schéma et % un Ox-module.

Définition 2.1.3.1. Une S-dérivation de # est un morphisme D : Ox — F
additif, nul sur 'image f~'0s — Ox qui vérifie, pour toute section locale a et
b de @X/

D(ab) = aD(b) +bD(a)

On notera Derg (0x, ) I'ensemble des S-dérivations de &

On obtient un foncteur Ders(0Ox,—) : Ox —Mod — Ab représentable. On
notera Qx /s son représentant et dx s : Ox — Qx5 sa dérivation universelle.
Dans la suite, nous allons voir comment construire ces deux objets :

Théoréme 2.1.3.2. Soit S un schéma. Soit X — S un S-schéma. Il existe un unique
faisceau Qx /s tel que, pour tout recouvrement affine {U;} de S et pour tout recouvre-
ment affine {Vi;} de X tel que Vi; C =1(W),

Qx/spvy; = Qox(viy)/0s (U3)

De plus, pour tout x € X, on a :

Ox/sx = Q@X,x/@Y,f(x)

Démonstration. Soit U un ouvert de X. On note Qx,s(U) 'ensemble des fa-
milles (s(x))xeu € [Ixeu Qoy, /Oy () telle qu’il existe deux ouverts affines

UC XetV C Xtels que f(x) € Vet U C f=1(V), et une section w €

Q@X(/U://@Y(V) (U) tels que, pour tout x" € U, w,r = s(x’).
Pour S = Spec(R), cela correspond a la faisceautisation du préfaisceau
Ouv(X)°P — Ab défini par

uw— H Q@X,X/R
xelu

On vérifie ensuite que 1'on a bien défini un faisceau qui vérifie les condi-
tions de I'énoncé et qu’il ne dépend pas du choix de recouvrement. O
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Construisons maintenant la différentielle universelle dx s :
Soit x € X. On notera dy la différentielle do, /6, t0) S Oxx = Qoy /0y -
Soit U un ouvert de X et s € Ox(U) une section. Posons

dX/S(LU(S)::(dxsx)xeu-

On vérifie que cela définit bien une S-dérivation et qu’elle satisfait bien la
propriété universelle voulue.

Exemple 2.1.3.3. Soit S un schéma et pry : X := Ag = A" Xgpec(z) S — S
Soit {U; =~ Spec(R;)} un recouvrement affine de S. Alors,

pry ' (Uy) = A™ Xspec(z) Ui = Spec(Z[x] ®z Ri) = Spec(R;[x])
Ainsi, comme vu dans l’'exemple ,

Qx/s(U;) = P Rilxddxj ~ Rix™
j

On en déduit que :
Qx/s ~ 0%

Corollaire 2.1.3.4. Soit X — S un S-schéma. Alors, Qx /s est quasi-cohérent et si f
est localement de type fini et si S est localement noethérien alors Qx /s est cohérent.

Proposition 2.1.3.5. Soit X — S un S-schéma. Notons A le morphisme diagonal
X — X xg X. Cest un isomorphisme sur son image qui est un schéma localement
fermé i.e. un sous-schéma fermé d'un ouvert W de X xs X. Soit & l'idéal quasi-
cohérent défini par A(X) dans W. Alors, Qx /s = A* (F/F%) et d: Ox — Qx/s
est défini localement de la méme facon que dans le cas algébrique.

Rappel : Si X = Spec(A) et S = Spec(R) alors X xg X = Spec(A ®gr A) et
A = Spec(p)

2.2 Cohomologie de de Rham algébrique
221 Complexe de de Rham

Définition 2.2.1.1. Soit X — S un S-schéma. En notant Qg)( /s le faisceau Ox

et Q§< /s le faiseau A'Qx/s pour i > 1, on définit le complexe de de Rham
algébrique
da? ar

a’ an

-1
QTL

d%=dq
0 X/8~1
Q —=0 X/S

X/S X/S Q

2
X/S

oit les morphismes de f~! @s-modules d* sont définis par :

dax (ngxh /\.../\dxik) =Y dgAdxi, AL Adxg,

o1 les sections {dx;} engendrent localement Qs en tant que Ox-module.
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Définition 2.2.1.2. La cohomologie de de Rham H®(X/S) est '’hypercohomo-
logie du complexe de f~!Os-modules Q% /s

On a une suite spectrale

EP9 =HI(X,QF ¢) = HRRI(X/S) 6)

2.2.2 Quelques résultats

Théoréeme 2.2.2.1 (Deligne-Illusie, [DI87]). Soit X un schéma lisse et propre sur
un corps k de caractéristique 0. La suite spectrale (5)) dégéneére i la page E. On obtient
donc un isomorphisme

Higr(X/ Spec(k)) = P Hq(X,Q‘;’(/Spec(k))
pta=n

Remarque 2.2.2.2. — Une variété projective sur k est un schéma propre sur
Spec(k)
— Le cas singulier est traité par Bhargav Bhatt et nécessite des outils plus
sophistiqués (c.f. [Bhal2])

Théoréme 2.2.2.3 ([Ser57]). Soit X un schéma noethérien. Les conditions suivantes
sont équivalentes

— Xest affine

— Pour tout faisceau quasi-cohérent F et tout i > 0, HY(X, F) =0

Corollaire 2.2.2.4. Soit X un schéma affine noethérien (i.e. X = Spec(A) avec A
noethérien). Alors, pour tout 1,

YR(X/S) =HYTQY 5))

Démonstration. La page 1 de la suite spectrale d’hypercohomologie s’effronde
a cause du théoreme précédent (i.e. il n'y a qu’une ligne non nulle) et donc

Lr(X/S) = HY(EY®) = HH(HO(X, Q% /5)) = HH(TM(Q% /5))

2.2.3 Analytification

Notons Anc la sous-catégorie pleine des espaces analytiques de la catégo-
rie ELA des espaces localement annelés.

Théoreme 2.2.3.1 (J[GRO2] exposé XII). Soit X un schéma localement de type fini
sur C. Le foncteur Anc — Ens, Y — Homgya (Y, X) est représentable par un espace
analytique X™ et un morphisme ¢ : X" — X. De plus, le morphisme ¢ est un
morphisme plat et induit une bijection entre X(C) et I'espace sous-jacent a X4™.
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Exemple 2.2.3.2. — L’analytifié du schéma Spec(Cl[x1, ..., xnl/(f1,...,fp))
est 'espace analytique V(fy,...,fp) C C™
— L'analytifié du schéma IP¢ est la variété complexe CP™

Théoréme 2.2.3.3 (Chow). Si & est un sous-espace analytique compact de la variété
complexe CP™ alors il existe un sous-schéma X de P¢ tel que X = XM

Le morphisme ¢ : X*™ — X induit des morphismes entre les groupes de
cohomologies :
op: HP (X, &) — HP (X", 9" F)

Théoreme 2.2.3.4 ([GRO2] corollaire 4.3). Soit X un C-schéma propre localement
de type fini. Alors, pour tout faisceau cohérent F, les morphismes

ap: HP (X, F) — HP (X, o* F)
sont des isomorphismes pour tout p

Théoreme 2.2.3.5 ([GGB™ 68| exposé IX). Soit X un C-schéma lisse localement de
type fini. Alors, pour tout 1,

LR(X/Spec(C)) = HY(X™,C)

oit H (XY™, C) est la cohomologie singuliere de I'analytifié X™

2.3 Exemples
2.3.1 Espaces affines

Proposition 2.3.1.1 (Lemme de Poincaré algébrique, [Har75]). Soit k un corps
de caractéristique 0 alors le complexe de de Rham suivant

0 dO 1 d] dnf] n an
QAg/spec(k) ~ QA{g/spec(k) o = QAg/spec(k) o
est exact.

Corollaire 2.3.1.2. Soit k un corps de caractéristique 0. Les groupes de cohomologie
de de Rham de A3} — Spec(k) sont H%R (A} / Spec(k)) = ket HER (A} / Spec(k)) =
0 pourp > 1

Démonstration. On utilise les deux résultats précédents O

Remarque 2.3.1.3. Ce résultat est faux pour un corps de caractéristique non
nulle. Par exemple, pour k =F, etn =1,

HOR (A, / Spec(Fp)) = €D FpxP™ Hig(Af /Spec(Fp)) = ) FpxP™ !
melN melN*

car, dans ce cas,
do(xP™) =pmdo(xP™ 1) =0

(ce qui n'arrive pas en caractéristique 0).
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2.3.2 Groupe multiplicatif

Proposition 2.3.2.1. Soit k un corps de caractéristique de 0. Les groupes de cohomo-
logie de de Rham de G, x = Spec(kl[x, x~ 1) — Spec(k) sont :

HOR (G, / Spec(k)) =k, HY g (Gim,x / Spec(k)) = k94X et HR ¢ (G i/ Spec(k)) =

0 pourp > 2

Démonstration. Hyg (G x/ Spec(k)) = Hi(FQ&m/k/SpeC(k))) =HY(A® Oy pox—11/%)-
Si on note S = {x¥,k € N} alors S~ Tk[x] = k[x,x ] et

: i kix,x "sii=0
QL[x,xq}/k = /\Si]Qk[x]/k =51 /\Qk[x]/k = k[x,xq}dx sii=1
0 sinon
Alors,
HO(Gm,k/ Spec(k)) = ker(do : klx,x '] = klx,x 'dx) = k
ker(d; : k[x,x "dx — 0) klx, x"]dx dx
H' (G Spec(k)) = — 1 &
(Gim.ic/ Spec(k)) im(dO : klx, x~ 1] = klx,x1]dx)  @nezne_1 kxtdx  x
O

2.3.3 Espaces projectifs

Lemme 2.3.3.1 ([Stal8] Tag OFUK-1) ). Soit A un anneau commutatif et n € IN.
Alors
Asi0<p=qgq<n

HP (PR, Q) =
(PA ]PA) {Osinon

Proposition 2.3.3.2. Soit A un anneau commutatif. Pour tout 0 < i < n, les

groupes de cohomologie de de Rham H3k (PR / Spec(A)) sont isomorphes i A et est
nul sur les autres degrés.

Démonstration. La suite spectrale associée dégénere et donc
2
HiR (P / Spec(A)) = HP( R'QHER) =A

pourp € {0,...,n}
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